
études 

compter et mesurer 


en fibonaccien 

par Louis Mordefroid 

"La géométrie donn" à voir, domain" de 
/'intuition; l'algèbre donne à parler ou 
écrire, elle est le terrain du discours. Ces 
deux variétés ont un voisinage commun, 
échangeur par où elles coulent de l'une 
à l'autre, le point de référence, lieu sans 
lieu mais lieu des lieux, zéro de la 
mesure et du logos mais origine et possi­
bilité de la parole et de l'écrit 'Ur les phé­
nomènes du lieu". 

Michel SERRES 

Compter, calculer dans le monde des suites fibonacciennes, à partir 
de la suite de Fibonacci eUe-même: ce propos pourrait n'être d'abord 
qu'un exercice de calculs élémentaires, mais il est plus précisément un 
paragraphe, un extrait d'une géométrie des nombres où l'on découvre 
qu'il ya analogie de mesure des distances, des aires entre le classique 
quadrillage euclidien orthonormé et une lecture qui "compte" à la 
manière de Fibonacci. 

Préliminaire fondamental 
Tout cet exposé n'utilisera que les entiers naturels mais les calculs 

peuvent être étendus à d'autres ensembles de nombres. 

a) A partir d'un quadrillage, par exemple dans un repère orthonormé, 
on attribue à chaque nœud la snmme de ses coordonnées: c'est une 
manière de repérer ce point par la longueur des cheminements à sens 
uniques (de gauche àdroite ou de bas en baut] qui conduisent de l'origine 
à lui. Dans la figure nO 0, tous les cheminements qui vont de l'origine 
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o au point A 19;6) mesurent 15 et tous les points du segment dont les 
extrémités sont ceux de coordonnées (15;0) et 10;15) sont affectés du 
même nombre 15 . 

• 
• 

• 
• 

15• 

• 
8 

5 • 
• 

15. 

15e 

1 • 
0 1 5 9 10 15 

figure nQ 0 

bl Aire d'Iln rectangle à côtés parallèles aux axes 

Aux points disposés comme l'indique la figure na 1, on associe donc 
les nombres suivants: 

points coordonnées somme des coordonnées 

M II> ; q) p+q=n 
R Ip+k ; q) p+k+q=n+k 

S IP i q+k') p+q+k'=n+k' 
N Ip+k ; q+k') p+ k+q+k' =n+k +k' 
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figure nO 1 

On a, à l'évidence, la relation suivante: 

In+k)ln+k'l-nln+k+k') = kk' 

qui donne deux expressions de l'aire du reetange (M,R,N,SI ; 
- d'une part la différence des "produits en croix" 

d'autre part le produit de ses dimensions. 

Tout carreau unitaire correspond à ; 

(11+ 1)' - nl"+2) = 1 . 

Première extension à titre de conjecture: 
la suite de Fibonacci 

Est-il besoin de rappeler la définition de cette suite; an? 

ao=O , al =1 Qn+Z=an+l+ a n" 

Soit; 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l 12 ..... 

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144.....an 

Tant pour graduer le repère que pour repérer chaque point, on rem­
place dans le quadrillage précédent chaque naturel par le terme corres­
pondant de la suite de Fibonacci. 
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Ce premier exemple sera le cas le plus simple et en même temps 
le fondement de l'utilisation d'une suite fibonaccienne quelconque. 

3 

13 

8 

5 

3 

2 

1 •3 

o 1 1 2 3 5 81321345589 

figure nO 2 

La figure n° 2 suggère la relation généralisée que permet de 
conjecturer le résultat précédent. 
Comparer: a6+Sx"6+4 "6xa6+5+4 

89x55 - 8x61O 

y aurait-il égalité entre : 
un+kXQ1t+k' ~ ul1 xan+k+k' et akxQk' ? 

Ainsi avec une règle, graduée selon la suite de Fibonacci, on mesure 
les "dimensions" du rectangle; le résultat de calculs analogues aux pré­
cédents semblerait vérifié!! Mais cela n'est que conjectural. 
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Deuxième extension: 

une suite tibonaccienne quelconque 


On remplace les suites précédentes par une suite fibonaccienne: fn' 

a) Dimension 1 : définition 

• une suite fibonaccienne est définie par: fo , fi et f..2-fn+! + fn ; 

• elle se construit sur celle de Fibonacci: il est facile de l'établir par 
récurrence à cause de la linéarité de la définition : 

fl-aofo+alf l puisque "0-0 et al-l 
f2=alfo+uzfl puisque al =a2-l 

d'où f3=a2fO+a3fl par addition 
etc", fk-ak_lfo+Ukfl 
• ou encore, la même suite pouvant être considérée comme initialisée 
à fn et fn+ l , il est clair que l'on obtient par le même raisonnement: 

Il) 

b~ Dimension 2 : calcul dll/aires" 

• Il est une propriété fondamentale bien connue, quant aux suites fibo­
nacciennes : la quantité f~+ 1 - fnfn+2 est constante en valeur absolue 
et prend successivement des valeurs opposées, La démonstration est 
élémentaire: pour quatre nombres se succédant suivant la loi définis­
sant la suite fibonaccienne : x ; y ; x +y ; x + Zy 

y'-xfx+yl = y'-xy-x' 
(x+YI'-Ylx+Zy) = x'+xy-yZ 

les deux résultats sont opposés, 

Pour une suite fibonaccienne, on posera donc: fi fofz-u; on 
verra se justifier le sens unitaire de cette quantité u qui peut étre néga­
tive, Et l'on a alors: 

(21 

N,B-: Pour la suite de Fibonacci, u=l et ult-an+la._l=l-lln+l, 

• Par analogie avec les résultats des deux parties précédentes, on 
calcule l'''aire'' d'un rectangle à côtés parallèles aux axes, Dans ce 
nouveau repérage où les termes d'une suite fibonaccienne quelconque 
remplacent les précédents, nous utiliserons la même règle graduée selon 
la suite de Fibonacci et nous procèderons en deux étapes: 
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1° l "Dimensions" du rectangle: ah et al ~ 1 

fn+l fn+k+l 
fn f.+k 

Soit il calculer: f.+kXf'+l - f,xf"h+I' 
D'après Il), cette expression est égale à : 

(fnak_l+f,+lak) fn+l-f,(f,ak+fn+lak+d = 

f~+lak-fnfn+1 (àk+l-àh_1I - f~àk 

ah (f~+I-f,fn+l-f~1 
àh (fn + l f'_l - Il) ~ 

d'après (2): akxl-l)' u, 

Conclusion: Qui permet déjà d'entrevoir l'analogie avec les calculs 
d'aires: 

(3) 

2°) "Dimensions" du rectangle: ah et ah', C'est le cas général: 
f,-+-:k"C'---- f..k +k' 

L Lk 

Soit il calculer: f..kxf.+k' - f,xf..k+ k" 
D'après Il), cette expression est égale il : 

Ifnak-I + fn+là.l f..k' -f.lfn+k,ak_1 + fnk' +lah) 
ah (fn+lfn+k,-fnfn+k'+ Il 

d'après 13): (-l)n akàk'u. 

Conclusion: fn étant une suite fibonaccienne quelconque el an la 
suite de Fibonacci, on a : 

(4l 

C'est une transposition de la relation préliminaire fondamentale. 
A noter que pour la suite de Fibonacci, la conjecture proposée doit être 
précisée: aHh aHk' a.an+k+k' = (_l)n akàk' . 

Exemple numérique, il titre d'illustration : 

Les données: une suite fibonaccienne: fo-5, fl -9 


donc u-ll 

on prend n-5! k=7. kl-6 
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c'est-à-dire G7=13 , u6=8 

fs =60, fI2 =1741, fll =1076. 

17 41 

107 17 1 Lei 11 1 '08 ··'2 ., 
66 ''':..0'
411 

60 25 
15737 

2) 91 ,j ..14 60;" • • , , i 
9 J1 lu1t 
5 9 H 2J li 60 :11 ]27: ~5!l 41 l 66, 

figure ". 3 

La différence des produits en croix : 
1741x1076 - 60x31241 

1873316 - 1874460 
-1144 

L'aire algébrique du rectangle mesurée "selon Fibonacci" : 
1 I)Sx13x8xll 
1-11 x 104 xlI 

-1144 

Conclusion 
Dans le monde orthonormé : 

III+kllll+k'l - 11[11+"+"') = "k' 
Dans le monde de la suite fibonaccienne, "mesurée" selon Fibonacci: 

fn+kXf.+k' - f.xf"k+k' = 1-1)· akxak'xu. 

Ainsi la suite de Fibonacci sert de base pour les mesures de "dis­
tances" et d' "ailes" dans Un ensemble repéré par une suite fibonac­
cienne. C'est tout ce que l'on voulait manifester entre la relation ini­
tiale dans N2 et la relation 14). 
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Réciproquement, on peut utiliser ces calculs pour déterminer les 
termes de la suite fibonaccienne : 

de fn il fn+k ,par 111 
et de fn il fn+k+k' , par 141 

De même on pourra s'essayer il calculer fhn il partir de fn . Les 
formules ont quelque analogie avec les précédentes mais sont plus 
"maniables" si on utilise la suite de Lucas ... 

D'ailleurs tout ceci nous ouvre il une géométrie des nombres, à une 
étude de visibilité, voisinage des points d'un quadrillage, et permet une 
investigation plus fractale que classique ... il suivre, en SOmme. 

CARNET ROSE 

Saluons la naissance de l'A.N.E.N. (Asociaci6n Nicaragilense de 

Estadisticos y Matemâticos) qui regroupe les enseignants, ingénieurs, 
techniciens qui enseignent ou utilisent la mathématique ou la statistique 
au Nicaragua. L'Association publie une modeste revue, en principe 
trimestrielle. Les scientifiques de ce petit pays (il peine plus de trois 
millions d'habitants) poursuivent ainsi avec obstination, malgré la guerre 
et une situation économique dramatique. leurs efforts pour élever le 
niveau scientifIQue de leurs concitoyens et créer les conditions d'un déve­
loppement authentique. Vous pouvez manifester votre solidarité, par 
exemple en proposant un article (en espagnol obligatoirement) concer­
nant les mathématiques qu'on enseigne au collège ou au lycée. Le niveau 
de formation des enseignants étant fort varié. 

Pour tout contact : 
Xavier GUYON 

Comité de coopération scientifique et technique 

France-Nicaragua 


Boîte 425 - Mathématiques 

Université Parix XI - 91405 ORSAY 
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