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études

compter et mesurer
en fibonaccien
par Louis Mordefroid

“La géométrie donne 4 voir, domaine de
U'intuition ; Palgebre donne i parler cu
écrire, elle est le terrain du discours. Ces
“deux varigtés ont un voisinage communr,
échangeur par oit elles coulent de 'une
& I'awtre, le point de référencs, leu sans
Hew mais teu des Heux, zéro de la
mesure et du logos mais origine et possi-
Wilité de la parole et de Vécrit sur les phé-

énes du lieu”,
nomeénes du liew Michel SERRES

Compter, calculer dans le monde des suites fibonacciennes, & partir
de la suite de Fibonacci elle-m&me ; ce propos pourrait n'étre d'abord
gu'un exercice de calouls éémentaires, mais il est plus précisément un
paragraphe, un extrait d'une géométrie des nombres o Fon découvre
qu'il y a analogle de mesure des distances, des aires entre le classique
quadrillage cuclidien orthonormé et une lecture qui “compte” & Ia
maniére de Fibonacei.

Préliminaire fondamental

Taout cet exposé n'utilisera que les entiers naturels mais les calculs
peuvent étre étendus 4 d’autres ensembles de nombres.

a) A partir d'un quadriliage, exemple dans un repére orthonorme,
on attribue 2 chaque neoeud ia somme de ses coordonnées : ¢'est une
maniére de repérer ce point par la longueur des cheminements & sens
uniques {de gauche 3 droife ou de bas en haut| qui conduisent de l'ongine
& lut. Dans la figure n® 0, tous les cheminements qui vont de Forigine
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O au point A (9;6] mesurent 15 et tous les points du segment dowut les
extrémités sont ceux de coordonnées {15;0] et {0:15} sont affectés du

méme nombre 15,

10 i 15

figure n® 0

b} Aifre d'un rectongle & cités parallties aux axes
Aux points disposés comume Vindigue la figure n° 1, on associe dont
les nombres suivants :

points| coordonnées [ somme des coordonnées
M {z: g prg=n
R p+k ;g pth+gmntk
& Pigth] prg+hi=nik’
N {p+k gk prhkyrgrk'=ni+ks k'
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figure n® 1

On a, & I'évidence, la rclation suivante :

(nwkin+k'|~nin+k+ k] = kR

qui donne deux expressions de 1'aire du rectange (M,R,N,8) ;
— d'une part la différence des "produits en croix”
— d'avtre part le produit de ses dimensions.

Tout carreau unitaire correspond 4 :
fn+1) — mR+2i = 1.

Premiére extension a titre de conjecture 3
la suite de Fibonacci

Estiil besoin de rappeler la définition de cette suite : ap?
dg=0 , a;j=1 , Gy, =01+,
Sott :
J':I0123455789101312 .....
@ |0 1 1 23 5 8 13 21 34 55 89 l4d..

Tant pour graduer le repére que pour repérer chaque point, on rem-
place dans le quadrillage précédent chaque naturel par le terme corres-
pondant de la suite de Fibonacci.
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Ce premier exemple sera le cas le plus simple st en méme temps
le fondement de 'utilisation d'une suite fibonaccienne quelcongue.

asl

21.-
13 g
[ :?,_a".“s'[s"“e's“}%_éa_“a}}“ap @
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v lo 1 1+ 2 3 & }
b4 3

figure n* 2

La figure n® 2 suggére la relation généralisée que permet de
conjecturer le résultat précédent.

Comperer : Qg,5X0g.4 - Q6X 0542 St agxay
88x 55 - 8x610 et H5x3

¥ aurait-il &galité entre :
Ok X Oped - OpXnipek € apxape 7

Ainsi avec une rég!e. graduée sefon la suite de Fibonacci, on mesure

les “dimensions” du rectangle ; Je résultat de calculs analogues aux pré-
cédents semblerait vérifié !! Mais cela n'est que conjectural.

16
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Deuxiéme extension @
une suite fibonaccienne gquelcongue

On remplace les suites précédentes par une suite fibonaccienne : £,
aj Dimension 1 @ définition
® une suite fibonaccienne est définle par: f, §; et fy ;=i +5;;
* clle se construsit sur celle de Fibonacci : il est facile de I'établir par
récurrence 4 cause de la linéarité de la définition :
flﬂﬂgfﬁ-\i'd}fi pUiSQ'Li'E 5@=0 et gy=1
famaifg+agf; puisque ap=az=1
d'olt  fa=apfg+aaf; par addition
ete... fx=ap_yfp+axfy
* ou encore, la méme suite pouvant dtre ponsidéree comme initialisée
a fp et f,,, . il est olair que I'on obtient par le méme raisonnement :

fﬂ+h=ak—lfﬂ"'akfn+i (l'

b Dimension 2 : calcul &'aires”

* Il est une propriété fondamentale bien connue, guant aux suites fibo-
nacciennes ; la quantité fZ, [ —f,f, . ; est constante en valeur absolue
ef prend sucrcessivement des valeurs opposées. La démonstration est
fiémentaire : pour quatre nombres s¢ succédant suivant la loi définis-
sant la suite Bbonaccienne 1 x; »; x+y . x+2y

Yroxfxeg] = gioxyext
Peepi?-phe+2y) = X1 ay -y
les deux résultats somnt opposés.
Pour une suite fibonaccienne, on posera donc: K —-fpfp=u; on
verra se justifier le sens unitaire de cette quantité 4 qui peut &re néga-
tive, Bt 'on a alors :

f—fp1fpay = (= 1+ 1lu {2

N.B. ; Pour la suite de Fibonacci, u=1 et ai—-a,, (@u_1=]-Fj"+L

» Par analogie avee les résultats des deux parties précédentes, on
calcule '"aire’” d'an rectangle 3 cGtés paralléles aux axes. Dans ce
nouveau repérage of les fermes d'une suite fibonaccienne quelconque
remplacent les précédents, nous utiliscrons la méme régle graduée selon

Ia suite de Fibonacci et nous procéderons en deux étapes

11
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1°} “Dimensions” du rectangle : a; et ay=1
fﬂ-&l ——— ]:n-& dea 1
 FORERDUNNNS—— S
Soit & caleuler : £ pxfpe1 — Dyxfpsie1 -
Draprés (1), cette expression est égale 4 :
a1+ 508K} Bus 1 - Eulfpa + 650 1900 1) =
Girrax—fufnet lager-ap-g} ~ fhax =
ap g1~ Enfnar~BRl =
ag (fpey oy ~ B) =
daprés (2) : epxi-1}"u

Conclusion : Qui permet déji d'entrevolr 'analogie avec les calecals
d’aires :

fortfnin — fafnsner = (- ayu (3

2°} “Dimensions” du rectangle : az et ay . Cest le cas général :
ifu & frsher
fp e tm-k
Soit & calculer 1 frpaxfyn — Eotfyaber -
D'aprés {1}, ceite expression est égale & :
{fnay 1+ Enaran) Barw —falbncxar- 1+ fne 200} =
A s iy p —Eofpanr s =
d'aprés |3} : [~} apaou.

Conclusion : f, étant upe suite fibonaccienne gqueiconque et a, la
suite de Fibonacci, on a :

brxotfnsi ~ fufnanane = (- 11" apap w (4

C'est une transposition de Ia relation préliminaire fondamentate.
A noter que pour la suite de Fibonacci, la conjecture proposée doit étre
précisée | u.i Gnak' ~ Anpik+ks = (=1 agap .

Exemple mumérigue, i titre d'illustration !
1es données : une suite fibonaccienne : fp=5, ;=9

done He 11
on prend nub, k=7, k'wé
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c'est-A-dire Ar=il, ag=8
f5n=60 N f13=1741 s f11==1076 .

1741
1076 1741 2837 49%8  TAT5 11433 19008 3124’:
&6 ”
411 .4')‘
604 a5 *
3T 15 A
2% g M
14 50.h| 4 1 L 3 ¥ Fi 1?311 LY
9 it TR
5 9 14 23 37 GU Y 187 . 2%4 At EéY

figure n° 3

La différence des produits en croix :
1741 x 1076 ~ 60x 31241
1873318 - 1874460
~ 1144

i’ aire algébrigue du rectangle mesurée “selon Fibonacei” :
-1Px13xAx11
i—-1) x 104 x11
- 1144

Conclusion

Pans le monde orthonormé
(maRims k] — nineke k') = RE

Dans le monde de 1a suite fibonaccienne, “mesurde’’ seion Fibonacei :
fnsudtner — ExXfponan = (-1 @ xu,

Ainsi la suite de Fibonacci sert de base pour les mesures de ''dis-
tances' et d'"alres” dans un ensemble repéré par une suite fibonac-
cienne. (C'est tout ce que |'on voulait manifester entre la relation ini-
tiale dans N2 ¢t la relation {4},

13
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Réciproquement, on peut utiliser ces calculs pour dééterminer les
termes de la suite fibonaccienne
de £, & fyun . par{1f
etde f, & £, 5.0, par(d)
Die méme on pourra s'essayer & calculer i, & partir de £, . Les
formules ont guelgie analogie avec les précédentes mais sont plus
“mardables’’ si on utilise la suite de Lucas...

D'ailleurs tout ceci nous ouvre & une géométrie des notmbres, 4 une
étude de visibilité, voisinage des points d’un quadrillage, et permet une
investigation plus fractale que classique... & suivre, en somme.
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