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les problemes
de l'a.p.m.e.p.

Cette rubrigue propose des problémes choisis pour Yoriginalité de leur
caractére - esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution
nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort intellectuel

e accuseille tous ceux qui aiment inventer, chercher de “beaux pro-
blémes”.,. si possible trouver des solutions, et les invite & donner Kbre cours
& leur imagination créatrice.

Priorité ost natursllerment réservée aux énoncés composés par des collégues
et au dialogus cuvert entre eux par le jeu des rdponses et des solutions, qui
sont & emvoyer & Uadresse sutvante :

{réponses & des probl2mes différents sur feuilles séparées S.V.P.)
M. Dominique ROQUX

52, cours Gay-Lussac
87000 LIMOGES

ENONCES

ENONCES N° 143 {André VIRICEL, Nency)

{#n] désipnant s suite de Fibonacei {définie par uy=0, uy=1, puis
Uy, 47 Uy + Uy 4 1}, caleuler 2y, connaissant u,. Exemple : calculer ugy,
sachant que igz;=2 178 309,

ENONCE N° 144 (Charles NOTARI, Montant Cap Blanc}

Quel est 'ensemble des réels x tels que pour tout entier naturel
n, w soit entier ?
ENONCE N° 145 (Dominique ROUX, Limoges}

Pour quels entiers n , spplication qui s toute collection de n réels
strictement positifs {ay, ay,...a,] 2ssocie la collection des produits deux
d deux : {ag;; 1€i<j<n}, estelle injective ?
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SOLUTIONS

ENONCE N° 128 {Concours général 1986
Solent 2y, 2. 23, 2¢ des nombres complexes, Démontrer I'inégalité :
R

Lz
lgicje4
SOLUYTION de jzan-Claude CARREGA {Lyon)

Ona:
2zl - [zarzal = [221] - [2p+ 23] € |22+ 22+ 25] € f21 4221+ )21+ 29
d'o | *’i%{izzﬂzi + |2y +25] + |23+ 23] )

On obtient de méme :
fral & llza+ 0] + oo+ 2] + |23 424l ]

fza ﬁi‘%ﬂza +z4] + Jzg+ 2y} + |21 +24]]

4] #%llzﬁzll + |za+zg| + 21+ 2]

En ajoutant membre & membre les gquatre inégalités, on obtient :
Joal * |22] + Jzsl + |24] < [21422| + Jz1+23) + |21+ 24] + |z2 423
+ {zp 424} + |23+ 24|

Autres solutions ; Luc BARRIA {Serres-Morlaas), Denis BIGC {Vende-
ville), Daniel CARRON {Bruxelles), Robert CHARDARD {Les Ulis), Jac-
ques CHONE {Cusset!, Suzanne CHRETIEN {Villemomble), Hugues
DEMONGEOT [Troyes], Gilles DESECOT (Le Cannet), R. FERREOL
{Paris}, Gabriel FRAISSE (Ferrals-les-Corbidres], B. HERON (Orsay),
Mare LAVENIR {Montceau-les-Mines}, Thierry LBGAY {Paris], Jean
LEMAIRE {Lille), Frangois LO JACOMO (Paris), Michéle MALLEUS
{Chitenay-Malabry}, Charles NOTARI {Noé), L. YIDIANI {Dijon).

Remargue ;

La majorité des réponses utilisent le lemme :
Pour tous complexes uetv, |uf + v} £ ju+v] + Ju~v| guisetrouvait
en premifre question dans 'énoncé du Concours général.
Complément 1 : Quand y a--il égaiité ?

MM. R. CHARDARD, B, HERON et M. LAVENIR résolvent cette
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question ¢t trouvent que 1%9galité n'a liew que si le quadruplet
{21,722, 24} est, 3 'ordre prés, de la forme {z,7, -z, ~2).

Complément 2 : Recherche d'une généralisation.
Eiant donnés n nombres complexes zy,23,...,2, , POSONS :

= Ll o = L faeq

1gi<jgn
*Cas nw2: |2;+Z) 5[]+ |22 . donc  S4€Sy
*Cas nmd: §l Zymzgezywl 832 85

st zy= —2pm gy Sua’,
On pe peut rien conclure,
*Cas nwd: c'est celui de U'énoncé n® 128, $,<5;.

s Cas n>4: MM.T. LEGAY, R. FERREOL et F. LO JACOMO étabiis-
sent soit par récurrence, soit directement Vinégalité :

3 o
snﬁ“m&n

Cela justifie I'existence d'un plus petit réel «, . tel que S, €, S),
pour tout n-upiet de nombres complexes > 4].

Ouestion ;

Thierry LEGAY {Paris) demande si 'on peut calculer o, On a vu
que o, % ﬁ Il propose la conjecture suivante :

*si n est impair, aaxiﬂ_‘?_”ﬂz
*si n est pair, %w;%‘

ur laquelle 'égalité Sp=o, Sy est réalisée lorsgue zjs=({~1¥ 1gign.

u calew! ordinateur {en Turbo-Pascal} sur & 000 000 de S-uplets ef de

B-uplets, générés aléatoirement, ne lui & pas permis de metire cette

' conjecture en défaut, au contraire, I'ordinateur s'approche peu & peu
des cas d’égalités {supposés] ci-dessus.

. ENONCE N* 129 {Gérard BOUILLOT, Bijon]
Un polygone convexe de n ¢Oifs, de périmétre 2p, d'aire S, est
inscrit dans un cercle de rayon R. Démontrer ¢
2 p?
S R
7w S
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SOLUTIONS
Ce probléme a suscité une remarquable diversité de méthodes.
Premieére idée @

Robert CHARDARD [Les Ulis), Thierry LEGAY {Paris) et Michel
HEBRAUD {Toulouse} résolvent le probléme en utilisant "'I'inégalité

isopérimétrique’” : pi-Sn tan %, »0 {cf. par exempie Jean FAVARD,
cours d'analyse de I'Beole Polytechnique, Gauthier-Villars, tome 1,
page 346], qui montre gque le rapport S dun polygone convexe de n
cités est raximal lorsque ce polygone est régulier. On sait aussi que

le périmétre d'un polygone convexe inscrit dans un cercle est maximal
lorsgue ce polygone est régulier. Dong, la quantité :

C N AT N §
R IR L

est maximale lorsque le polygone st un polygone convexe régulier, le
maxirguwm valant :

n
+ = RZ cqid
) 2 (cqfd)
Mais quelques lecteurs observent que cette solution fait appel & des
réaultats plus délicats A Mablir que énoncé lui-méme, et proposent des
solistions moins “savantes™,

Peuxiéme idée :
Utiliser des srguments de convexité.

Voici par exemple la solution de Frangois COULOIGNIER
[Forges-les-Eaux).

Désignons par 0; la mesure comprise entre 0
et 21 de I'angle orienté sous lequel on voit
du centre O le idéme cité du polygone. On
posera : a

om L

Ona:
S=%R2 iﬁ! sin 6;

figure 1

384




Bulletin de 'APMEP n°364 - Juin 1988

{Observer gue cette égalité est vraie méme 51 O est extérieur au poiy-
gone, ¢as pour lequel un des sinus est négati],

D'autre part :
. p=R f: sin o
=1
Calculons n
= | E sin a,j{ E cos oy = L sin ogcos oy
. 1gijsen
-l E g " sinmdot + o
T = sin by + NEJ sinfor; + ol
Or, 0€0;+8;<2%, donc sinjog+oyi20, d'on :
sin 6; +smﬁj 251:1@»“5-?} cos %'EJ £ 2 sin 923 = 2 sin [0+ ot}
par suite :
Lid
3L £ snfsl I 0+ sinfjel L sinf
2 i=1 2 1gi<ign 2 el
Donc :
s <E.p §
Rz£ - nR = cos o
R r? 1 ¥ 13
24P ¢ Rt 12 o 3 in o2
p2+n2 5 Hn s cos cx;}zﬂn P sin a4
On utilise zlors la convexigé de Ia fonction définie par fix]=x2,
E £ ; _El {cos? o+ sind o) = RE
L

¥t Fégalité n'a ]ieu que $i le polygone est régulier.

Troisiéme idée :

Huogues DEMONGEOT {Troyes] et B. HERON [Orsay) utilisent une
autre inégalité de convexité,

Avec les notations précédentes imégahté
ERCEE

P )
prend la forme ;

1

Y sin o cos a |2 n

A ] i 1 R 2
1} iml +{L L smoy “ig1

5 sin oy "ot
;

=1
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laquelle peut s‘obtenir 3 partir de V'inégalité plus générale :
arrran, "
o E oxvTRe e apu-k B oxm pour xE0.)
§ - Fad im
?ui résulte de la concavité de la fonction f définie et continue sur [0,1],
{xjmx¥1-x? , qui est deux fois dérivable sur 10,11

; 1-2x2 . x[2x% - 3}
friujw e, 7 [x]= <0 €W01].
{x] — (=] e pour x€}0,1|

f est concave sur [0,1] de sorte.que :

o L fix) < -1 J_ﬁ %3

=1

avec &galité si et seulement si les x; sont tous égaux.
Cetie derniére inégalité permet d'écrire {11}, et comme

i |
: sin o cos ;% iz} sin o {cos o)

Iwm
il suifit de prendre x;=sin o dans [II} pour obtenir {I), ¢'est-d-dire :
N 2
Ei + ;ﬁz £ R

En outre, I'égalité dans cette relation a lieu si et seulement si tous
les cos o; sont de méme signe {positif} et si les sin o sont tous égaux,
ce qui correspond su pelygone convexe régulier 8 n cHiés,

Qualridéme idée :

Gilbert GRIBONVAL {Palaiseau) obtient I'inégulité demandée en ze
servant d'un développement en série entitére, curieuse et inattendue
intrusion de 'analyse dans un prebléme de géomeétrie plane.

Résuitat préliminaire : Pour tout entier naturel &, 81 xy, X3, ..., Xy sont
# réels positifs variables dont la somme est donnée dgale 4 2p, Ia quantité

;4

_El X} est minimum lorsque les x; sont égaux.

i=
d k
On a dong ,El {xfk = n {2';,7;33
i=

* On montre que c’est vrai pour n=2 par exemple grice & {'éude des

variations de la fonction f définie par fixj=x®+(1 -xjk,

* Puis par l'absurde powr n>>2 : si deux x; sont distincts, remplagant
chacun ¢’sux par lewr desmi-sorame, sans changer les autres, on dimi-
nue la somme Stucide.
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Démonstration de Uinégalité ;
Désignons par y; la distance de O au i¢me ¢Bté, et par x; sa
longueur :
o A SRR
S _l_ ; \m_'?.'._ . H 2. ﬁ n._R‘_ . Jl,,, _x_‘i'
s E'l z T3 fé . L*R 23 i-ﬁz %iff 1-lg)
(Il y a égalité si O est intérieur au polygonel.

Or, on peut &crive o0 i
Vi-a=l~ _21 aul pour u€}-L1]
}-

ol les 4; sont des coefficients réels positifs, qu'il n'est pas nécessaire
de préciser. Donc :

L1
< £ o

@ ; > .
b 1 R e
E Yowp' - TR i-ﬁl i YR
o0 1
=ph-R E o 1 U @

2 jet ! ZRY iwa

ce gui, grdre au résultat préliminaire, est majoré par :
R Y g om 2 A
R-g B Y @

Finalement - e —
S€pR [1- § (27 R |1-(2%#
P i 4! P l -2

d'olt le résultat en élevant au carré, et en divisant par p2.

Cinguidme idée

Non moins originale et surprenante est la solution de Gabriel
PHRAISSE {Ferrals-les-Corbiéres} qui fait intervenir des notions de
statistigue |

Reprenant les notations précédentes, désignons par z,-wféf- Ia

demi-longueur du idme c6ié ¢t par y; la distance de O a ce ¢6té. L'aire
du triangte isocéle de sommet O ayant pour base le itme ofité est :

5=V 2.
A la série statistique double [y;z))¢ig, sont attachées des
grandeurs :

m{¥} = % 'ﬁa ¥i , moyenne des ¥, et de méme milj,
viY] = m{¥%-{m{Y}}*, variance de Y, ¢t de m&me v[Z},
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et coviY,Z] = m{¥Z)-m(Y} m{Z}, covariance de Y et Z.

Maontrons par récurrence sur 1 que cov{Y,Zj£0 . C'est vrai pour
n=1. Supposons le vrai pour n , of examinons le cas d'usn polygone de
r+1 ¢itéy, dont ie plus petit & pour longueur ¥ . Notons m(Y') i
moyenne des n nombres y; autres que le kidme, et de méme miZ'|
la moyenne des n nombres z; autres que 2z 11 vient :

m{YZ) = ;-E- m(Y'Z'}+ ﬁ-—f Yk Zp

£ ) 1 1 A
< L) izl Loy 24 € mi¥) mi)
En effet, cect équivaut A :
¢ ' t 1 n 1 n VA 1
na+l w’miz3+n+1m£{n+lmw,+n+1ykun+1m‘ ,'i'n+lz"“:l
soit &

n n S 1 1 .1 . n :
B 4 (1~ = e Y it 0 | KO

a+l m4l 4t +1'm+
ce qui est équivalent & :
m{Y'} im([Z) - 23] + prize—-m|Z')) €0
C'est-d-dire 3 : n{Y'} -y Hm{Z’) - z3) <O
Or y;, est le plus petit des y;, donc ¥, <m{Y’) et comme pour
1€ign+1 y+zf=R2, 2z, estle plus grand des z;, done 22> miZ
La récurrence est achevée. On a alors, en posant

ms =+ L s

{ & s
$2 fl misiz
};2-+§ L. ~r— +§-mz +mi{ZR, car p=rmi{Z)

€ m{YR+miZi, car cov(Y.Zh=miSi—m(YIm{Z} € 0

€ m{Y2l+m|Z?) , car v[Yi2x0 et v[Z|=0

= m{Y2+22) = m[{R3 = R?.

1 y a égalité si et seulement si les y; sont égaux, done si le poly-

gone est régulbier,
Autres solutions : I'auteur, Jean-Louis GARCIN (Bougival], Alain
JASSIONNESSE [Revin}, MM. |. LRGRAND {Biaryitz} et BAGANAS, MM.
}. LEGRAND {Biarritz) et SEMAH, Jean LEMAIRE {Lille), Prancois
LO JAQOMO {Paris), Charles NOTARI [Noé} of une réponse fausse.
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ENONCE N° 130 (Dominique ROUX, Limoges)
o éant un réel donné, étudier la convergence de la guite {gin o).

SOLUTION de |'auteur

Cet £noncé, que f'on it prendre pour un probléme d'analyse,
est plutt une question » t de 1a théorie des nombres, et plus préci-
sément de la théorie des appm:dmmcns diophantiennes.

I7cas: % est une Fraction -E-, supposéc écrite sous forme irréduchble.

a) Si g est impair, an n'a jamais namiz-‘-;-— avec k. impsir, donc

il n'y a gu'un nombre fini de valeurs sininad , qui sont toutes en valeur
absolue strictement infériewres A 1, done la suite converge vers 0.

b} S g est pair, alors pour n égalaunmulﬁplzimpairde-g-«on
a jsinjmx)} =1, et pour n égelaunmldﬁplepai:de-g- on a
sn{no] =0 . Done la suite donnde est divergente.
20 cas: 9—- est irrationnel.

Sment ﬂ P, .. la suite des réduites suocesswes déduites

‘g’ Q
du dévdnppemem en fﬂ:xxmn continue du nombre ;;

De pf‘h‘-i-l-‘?l.ﬁni“ii on déduit que p; ou p;,y est impair, disons
par exemple py I}eplus,
- B ,danclﬁ—i‘:--ql,
l qsl 7 G p‘z' 20¢

d'od lsin(qi]| = Jeosige-p; 7| | > cos X
¥
or, cos Zquzl”wml?l
fnfoos 2’;‘}_- x? +o{3?1
& - K2 2 1
e loosquj 8q; voi 9 !

ce qui prouve hm g fajcos X im0
4 00 24
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d lim L
one o {mqui

Comme |sinfg;0e}?% <1, on en déduit qu'il existe une sous-suite
gxtraite de la suite donnée convergente vers 1 ou - 1.

Mais l'ensemble E des valeurs prises par sinjne} contient une
infinité d'¢iéments de Vintervalle [--515-.-%], {B est méme dense dans
[ 1,1}, done il existe qussi une sous-suite extraite de la suite donnée con-
vergente vers (), ce gqui prouve que la suite est divergente.
Conchesion : La suite (Sinjax}* est convergente si et sculement si
o est de 14 farme 2}&“:1’ {PHIET2 . Sa limite est alors nulle.

Autres solutions : André BELET [Rodez|, Kobert CHARDARD {Les Ulis},
Frangois COULOIGNER {Forges-les-Faux), Gabriel FRAISSE {Leézignan-
Corbiéres{, B. HERON [Orsay], Thierry LEGAY (Paris},
Frangois LO JACOMO {Paris), Charles NOTARI [Noé}.

COURRIER DE LECTEURS

Voici diverses questions de lecteurs, pour lesquelles je ne dispose
d'aucun élément de réponse. Elles sont liveées 3 titre de questions
ouvertes.

1} Richard ANDRE-JEANNIN {Tunisie} demande :
n
Scit r un enbier rzll, Z,= k!:ﬂ ¥, 8 et E, les ensembles :

E={p7, pEN], By={Z, Zps1i N E  {n20)
1} La suite Card E, est-elle bornée ?
2) E,, est-il toujours non vide ?
Commentaire ; Dans le cas r=3, la deuxiéme question a fait Fobjet de
Vénoncé 111 (Bulletin d'avril 87).
Z} Bugéne FHRHARD [Strasbourg] pose la question :

Un polyédre convexe inscrit et circonscrit 4 deux sphéres concentri-
ques est-i] nécessairement régulier 7

Commentaire : La réponse semble étre “'oui”’. La proposition analogue dans
le plan est immédiate. I peut étre utile de remarguer que les cercles
circonscrits aux faces du polyédre ont tous méme rayon.
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3} Louis RIVOALLAN [Rochefort) propose :

On désigne par (7ylin 1a suite des nombres premiers, m - Stant un
entier fixé, on considérgé la suite définie par :
Uowﬂ, nN

U . . s
Upere 'ﬁ,h lorsque pour 0Ki<m [Uppi=1 pour j<i et pdUs

1+py Us sinon

Cetie suite est-elle, quel que soit Up, périodique & partir d'un certain
rang ?

Cetle question, certainement difficile, généralise le probiéme de
COLLAYZ concernant la suite u,, définie par : {cag m= i}

Uy =3uy+1 8l u, est impair

Upe 1= ¥ i u, est pair.
2 .

cf &tude de EHRHART dans le Bulletin n° 362, pages 33 2 35.

4} J'ajoute les questions suivantes :
a} 3 et 5 ont une somme divisible par 23 ; 15 et 17 ont une somme

divisible par 2% ; peut-on pour fout entier k , trouver deyx nombres pre-
miers consécutifs dont la somme soft divisible par 2k 7

b 523, 541, 547 ont une somme divisible par 9 ; 99017, 99023, 99041
ont une samme divisible par 27. Peut-on toujours trouver trois nombres
premiers consécutifs dont la somme sait divisible par une ptﬂssanee de
3 donnée ?

5} Enfin, voici plus une curiosité qu'une question .

1l existe 82 coniques rencontrant B droites quelconques de 1'espace.
B y a 92 fagons de placer 8 reines sur un échiquier, sans qu'il y en ait
deux “en prise”. Est-ce une coincidence, on bien existe-t-il une mysté-
rieuse relation profonde ?

ERRATUM

Bulletin n° 363, dans |'énoncé du théordme page 245, 1] mangue Je fac-
teur 2 devant la parenthése 3 droite de Findgalité.
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