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didactique

voir el savoir
la représentation du “per¢u’ et du "'su”
dans les dessins de la gégométrie de l'espace
par Bernard PARZYSZ

Le présent article est une version abrégée — et francaize — de "Enowing
vs Seeing”’, publié dans Educational Studies in Mathematics, vol. 19, n® 1,
février 1988.

L'enseignement de ia géométrie de 'espace en France — et peut-
dtre également ailleurs — reste, bien que les nouveaux programmes
s'efforcent de le promeouvoir, le parent pauvre de ['enseignement des
mathématiques. C'est une partie du cours réputée difficile — tant chez
les éléves que chez les professewrs — et il est vrai gu’elle pose un certain
nombre de problémes spécifiques, liés pour une part non négligeable
d la représentation, aux deux sens de ce terme : représentation mentale,
et représentation matérielle [dessins) des figures qui sont objets d'&tude.
C’est de ce dernier point que nous voudrions parler ici, en Plllustrant
d’exemples extraits d'une recherche en cours au niveau du lycée, dans
des classes scientifiques de Premiére ¢f de Terminale. Notre probléma-
tigue présente des points communs avec celle de recherches menées
en particulier & Grenoble {Bessot 1983, Osta 1987) et 8 Montpellier
(Audibert 1988} ; elle se foade sur les hypothéses suivantes :

1 Dialectique enire I'acquisition {ou le renforcement} des connais-
sances en géométrie de I'espace, f 1a maitrise des représentations des
chjets tridimensionnels.

2 Passage obligé par une représentstion tridimensionnelie
fmaquette), méme au pivesu du lycée. Nous pensons qu’il est certes
néceseaire — pour diverses raisons — que les &léves apprennent 3 se
passer de ¢e type de représentation, mais gue ceci ne peut se fatre qu'au
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bout d'un certain temps, loquue les images mentales sont véritablement
constituées.

3 Nécessité d'expliciter les régles de dessin des figures de I'espace.
Ce type de représentation ne reléve pas de conventions plus ou moins
vagues, mals des propriétés géométriques projectives {il y a donc 1
Poceasion de faire fonctionner la dialectigue mentionnée en 1.}

Nous avons entrepris de rechercher :

1 Les principes plus ou moins implicites qui sous-tendent le "déco-
dage" [lecturej et I'""encodage” {preduction], par les élaves de lycée,
des représentations planes de figures tridimensionnelles,

2 Une ingénierie didactique qui permette de prendre en compte ces
principes et de les faire évoluer vers I'élaboration conceptuelle d'un
ensemble de régles consciemment maitrisées par les éléves, donnant
4 leurs représentations un caractére opératoire qu'elles n'ont pas au
départ, et permettant en retour 3 leurs connaissances géométriques de
progresser (Boudarel, Colmez et Parzyse, 1987).

Nous nous contenterons icl d' évequer le premier de ces deux points,
et commencerons par fixer le vocabulaire que nous utiliserons dans ce
qui suit :

* la figure est F'objet géométrique décrit par le texte qui le définit,
* cette figure est le plus souvent représentée. La représentation peut
étre en dimension 2 {dessin} si la figure ressortit A la géométrie plane,
en dimension 2 ou en dimension 3 {meodéle, maguette} s'il 5'agit de géo-
métrie de 'espace.

Le tableau citlessous schématise la correspondance entre la figure

et ses diverses représentations. On y distingue deux niveaux de repré-
sentation :
* niveau ! {représentation VOISINE| : la représentation ''ressemble’’ &
la figure géométrique : méme dimension, au passage au concret prés.
* niveau Z (représentation ELOIGNEE] : la représentation est de dimen-
sion strictement inférieure a celle de la figure.

géométrie
de
du plan I'espace
nivean 0 figure .
& i perie
Repr. voisine | niveau i dessin maguette Ed inforation
Repr. Eloignée | niveau 2 dessin
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1l y a nécessairement perte d'information lors du passage d'un niveau

donné & un niveau supérieur, et cette perte d'information peut avoir
différentes causes :
* Niveau O—Niveau 1 : tout ne peut étre montré sur une représentation ,
par exemple, le vectoriel ne peut apparaiire, tout au moins de fagon
directe. De plus, certeines propri€tés n'apparaissent gue grice 4 la
“bonune volonté'' du lecteur de ia représentation [restitution de sens).
Eu effet, cette restitution ne pent souvent avoir leu que gridce 4 une
connivence entre I'auteur de la représentation [V'émefteur} et son lecteur
{le récepteur), laguelle n'est possible qu'en raison d'une “eulture”
géométrique commune, Cette connivence porte en premder Heu sur la
rature des &tres représentés, gui relévent d'un nombre restreint de types,
constituant en guelque sorte un stock de référence, d'archétypes {point,
segment, triangle, cercie, plan, pyramide...} ; toute représentation pou-
vant alors étre rattachée & un "assemblage” de tels archétypes. Ceci
est particulidresnent Svident avec les images que fournissent les ordi-
nateurs : un segment de droite ou un cercie, par exemple, ne sont gue
trés exceptionnellement représentés par un dessin pouvant réeliement
passer, & 1'cei], pour ce qu'il est censé représenter, et ce 4 cause, non
pas tant de 1'épaisseur du trajt, que des décrochements que celui-ci
présente, Bt néanmoins, dans la trés grande majorité de cas, il est
correctement identifié.

D'autre part, certaines figures ne sont pas représentables, du fait
gu’elles ne sont pas bornées [droite, plan...} : aucune réalisation concréte
ne povrra done en rendre compte. On substitue alors traditionneliement
i la représentation - impossible — de ces figures celle d'une partie
bornés conventionnelle (segment pour la droite, rectangle pour le
pian...), chargée de tenir lieu du tout {syrecdogue géamétrique}. Ceci peut,
bien entendu, &tre source d'ambiguité : par exemple, en géométrie du
pian, une représentation identifiée — & juste titre — comme é&tant celie
d‘un segment représente-t-glle réellement un segment, ou bien plutdt
une droite ?

Ainsi, méme 2 ce niveau 1 proche de V'original, la représentation
se révéle par nature insuffisante, de L'ordre de la métaphore en quelque
sorte, ef Vinterprétation nécessaire qu'en fait le récepteur pour Jui
donner un sens risque alors d'&tre abusive. Certes, le poids de s “tra-
dition” est 14 pour diminuer ce risque, mais d'une part il est parfois
insuffizant, &t d’autre part — nous y reviendrons plus loin - il peut étre
la source d'auires types de problémes.

s Niveau 0-Niveau 2 : il s"agit ici des dessins représentant des figures
de T'espace. La relation Bant 1'objet géométrique A sa représentation est
engore pius "foue’’ gue dans le cas de Iz géométirie plane, et il devient
souvent difficile de conjecturer, 4 partir du dessin, des propriétés de
la figure tridimensiconelle elle-méme, Par exemple, sur le dessin 14
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{niveau 1}, représentant un carré et ses diagonales, on peut assez aisé-
ment conjecturer la perpendicularité de celles-ci ; au contraire, sur le
dessin IB (niveau 2j, représentant une pyramide réguliére 4 base carrée,
avec les diagonales de cetie base ¢t la hauteur, il est beaucoup moins
évident que cette hauteur est perpendiculaire aux diagonales : il faut
d'abord se “figurer' (mentalermnent| une représentation voisine, du type
maquette {voire la réaliser}, si I'on veut pouvoir y parvenir, & moins
que l'on ne soit suffisamment familier des propriétés des objets tri-
dimensionnels en gquestion.

En conclusion : avec des représentstions voisines, et bien plus
encore avec des représentations éloignées, i n'est généralement pas
possible de se passer, sinon du texte original, du moins d'une lggende
accompagnant la représentation, et suppiéant la perte d'information
inhérente a toute représentation : le dessin, la maquette ne sguraient
se substituer 4 la figure.

B
A
dessin 1
Nous alions maintenant nous intéresser plus spécialement au cas
de la géométrie de l'espace, et des représentations ¢loignées. Deux pro-

bldmes se posent alors, comme chaque fois gqu'il éa communication :
celut de V'encodage du message, et celui de son décodage.

Le probléme du décodage a déja &€ évogué plus haut de fagon géné-
rale, raais il se complique igl d'une difficulté supplémentaire : le dan-
ger que le lecteur confonde la figure tridimensionnelle gui est dessinde
avec la figure bidimensionnelle ayant méme représentation {ce gui est
tres proche de 1z classique confusion signifié/signifiant]. Cette difficulté
n'est pas imaginaire, et nous l'avons rencontrée méme en Premiére 5,
en particulier dans un exercice demandant, 4 partir d'un dessin en pers-
pective cavalidre représentent un solide, accompagné d'une légende
I'identifiant, d’indiguer la nature de une de ses faces, Cette face, un
carré, £tait représentée par un parallélogramme. Et, bien gue tous les
€léves sussent qu'il 8'agissait d'un carré, et gue le professeur eGt jnsisté
plusieurs fois pour rappeler que ¢'est au quadrilatére de I'espace — et
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non i son dessin — que I'on s'intéressait, plusieurs éléves ont néanmeoins
dorné la réponse “paraliSlogramme”.

Cette identification plus ou moins inconsciente, tendant & consicé-
rer le dessin comme une représentation voisine de 'objet dans tous les
cas, fournit une explication aux réponses donnédes par les &éves [de trols
Premiéres $ et d'une Terminale D} i la question sulvante, posée lors
d'un test purement perceptif au début de année scolaire : "“le dessin
{ef. dessin 2) représente un plan P et des points A et B de Fespace. Pour
chacun de ces deux points dites si, d'aprés le dessin, it est dans le plan
P ouhors de ce plan, ou 5i Ie dessin ne permet pas de conclure'”. Pour les
109 éléves concernés, les résuliats ont &té les suivants :

On n= peyt
Dans P Hars de P pas Jure
Point A &l L4 28
Point B Q 78 31
=B

L3S

Certes, 1 est théoriquement impossible d’affirmer que tel point est,
ou nos, dans le plan P (et un éiéve sur trois, en moyenne, en est cons-
cient}, mais, en ce qui concerne |'aspect proprement perceptif, le résultat
est tout a fait net : il v a pour tous identité de Vinterprétation, dans le
sens suivant : 8 la représeniation du point est intérieure [resp, extéricure)

# Ia représentation du plan, ators le point hsi-méme est *'w'’ comme appar-
tenant (resp. extérieur} au plan.

Les problémes de 'encodage de Ia figure géométrigue fridimension-
nelle en un dessin unique ont pour origine I'impossibilité d'eu donner
une représentation voisine, et I'obligation subséquente de se '‘rabattre”
sur une représentation &loignée, dans laguelle il y aura perte supplé-
mentaire d'information [voir plus haut], L' émetteur se trouve en effet
confronté i un difernme inseluble, du fait gue ce que l'on sait d'un objet

dassin 2
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tridimensionnet s'oppose 4 ce que 'on en voil. Ce dilemme inévitable
a &ét& constant dans I'histoire de I'art, et il est onoe peut mieux résumse
par le dessin 3, tiré d’un miniature italienne du XIVe siécle : Vartiste
anonyme a représenté le lit sous forme de trapéze {le percul, et a dessiné
{3 partir de la gauchel, sous forme de bandes paralléies, les bandes de
la couverture posée sur ce lit {le su}. Dol Vaspect particulier de Ia
partie droite du dessin, qui concrétise fe conflit ; Ia bande inférieure
de Ia couverture n'est pas paralidle au pied du lit.

degsin 3

Ainsi, celul gui dessine un objet tridimensionnel va-t-il devoir trouver
un compromis entre les deux poles opposés et irrémédiablement inconci-
liables que constituent le "“voir’”’ et le “savoir’’  les peintres primi-
tifs' et les "'naifs", par exemple, se trouvant plutdt du cté du “savoir”,
tandis gue les *‘classiques’’, utilisant les régles de fa perspective linéaire,
se situent davantage vers le "voir”.

On trouve, dans les productions des éléves, la matérialisation de
ia gestion de ce conflit entre concept et percept, comme le montre
Fexempie suivant, extrait de 'analyse d'un test passé dans trois classes
{deux Premidres 5 ef une Terminale Dj @

On dispose d’une pyramide-squelette régulidre & base carrée, d'une
vingtaine de centimétres de haunteur, réalisée dans de la bagnette de bois
{représentation voisine}. Le professeur la décrit, ef demande aux &léves
{aprés 1'avoir soustraite & leur vue} de réaliser un dessin de pyramide
en visant le but suivant ; 'quelqu'un gui n'est pas prévenu doit pouvoeir
reconnaitre que le dessin représente une pyramide régulidre a base
carrée’’ {N.B. : le hut fixé ne peut étre atteint sans utilisation d'indica-
tions graphiques supplémentaires [conventionnelles) . égalité de lon-
gueurs, angles droits, ete. Seuls 18 éléves sur 88 J'ont fait, dont deux
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seulement de fagon suffisante pour la détermination de ia nature exacte
de la figure représentde. Ce qui montre gu‘il n'est pas si évident, méme
A ce niveau, que le dessin ne peut pas, 3 lui seul, se substituer A I'objet].

Nous nous intéresserons plus particuliérement ici aux deux gspects
suivanis des productions des 88 éléves [63 en Premiére § et 23 en
Terminale DY :

* forme de 'image de ls base,

* position de |'image dw sommet par rapport 2 celle de Ia base.

1. Forme de 1'image de¢ la base

Nous avons distingué :

= carré,

* losange {non carré},

# rectan [nom carrdf,

# parallélogramme {ni losange, ni rectangle),
* trapéze {non parallélogrammel},

* gutre guadrilatére.

Nous avons pu constater la grande analogie des résultats des diffé-
rentes classes. D'autre part, les cas ne relevant pas de la perspective
paralléle (¢'est-3-dire “‘trapéze’’ et ""divers''| ne constituent que 10% da
total, et sont en fait des essais - plus cu moins réussis — de perspective
lindaire.

1e losange et le parailélogramme constituent chacun & peu prés 40 %
du total en moyenne ; ils rendent par conséquent compte, 4 eux deux,
de la grande majorité de la production. Ces représentations corresponsdent
a une vue “'de c6tE” de Fobjet, par opposition au carré et au reciangle,
gui eux correspondent & une vue "de face”, Cette différence de ""direc-
tion de yue' explique la désaffection dont sont victimes le rectangle et
le caiTé : une vue de face rend beaucoup moins bien Feffet de profon-
deur, en perspective parailgle, gu'une vue de cHté, Cette désaffection
est d'ailleurs sélective ; elle frappe surtout le rectangle (2% des cas) qui,
par rapport au carré {109 des cas|, souffre d’un désavantage majeur :
le carré, en effet, donne I'image conforme {voisine) de lz base de la pyra-
mide, et ceci peut compenser cela dans une certaine mesure : la repré-
sentation du sz vient ici remplacer la représentation dwu pergu.

De facon analogue, la grande frégquence du losenge {qui, a prieri,
aurait pu surprendre| peut s'expliguer par un souci, chez certains {en
nombre nen négligeable), de conserver ''au mieux”, sur le dessin, les
propriétés de I'objet lni-méme. La base étant carrée, 1idéal sersit de
la représenter par un carrd | mais I'image ainsi donnée de le pyramide
est beaucoup moins satisfaisante, visusllement, par suite du mangue
de “'relief”. A Popposé, la représentation de la base par un paraliglo-
gramine ne conssrve que le paraliélisme des cGtés, mais 'effet de pers-
pective est beaucoup plus convaincant. Batre ces deux péles exiréines,
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nous trouvons.., le losange qui, tout en conservant |'essentiel de 1'avan-
tage visuel du parsliélogramme, préserve de plus I'égalité des longueurs
des quatre c6tés. Yol son succés {39% des cas),

Ainsi, les &l2ves qui choisissent le parallélogramme "“queleonque”
se placent du c5té de la représentation du ""voir ' {ils “’donnent & voir’*},
tandis qug ceuxg:i peachent vers le losange sunt davantage du citédela
représentation du “'saveir”’ fils “font savoir’}l. Cetie dernibre attitude
correspond en fait 3 I'illusion que 1'on peut, grice 4 nn dessin suffisam-
ment élaboré et proche de l'objet, et 4 lui seul, en obtenir une repré-
sentation voisine et sans aucune ambiguité {en I'occurrence, on serait
arrivé 3 un résultat optimum, et de fagon plus économique, par le tracé
d’'un parallélogramme aux c6tés obliques plus courts que les c6tés hori-
zontaux [dormer & voir), 4 condition de lul adjoindre par exemple une
indication d'égalité des longueurs des cdtés, gréice aux "petits trajts’”
transversaux fraditionnels, sinsi que des indications d'erthogonalité ffaire
savorr]. Mais cela, apparemment, n'est pas un acte habitue] et spontané
chez nos éléves, et nécessite un apprentissage, ou 2 tout le moins une
sensibilisation.

2. Position de I'image du sommet de la pyramide

Au vu des productions des &leéves, nous avons distingué
A : image du sommet sur la “'veriicale’ passant par 'intersection des
diagonafes du quadrilatére représentant la base {cas correspondant i
la représentation classique).

B : image du sommet sur la médiatrice du cbté “inférieur” du
quadrilatére.

C : image du sommet sur la médiatrice du cbté “supérieur’” du
quadrilatére,

X @ suires cas,

Remarque : les cas A, B et Cne sont pas exclusis les uns des auires.
En particulier, dans une vue “de face’ en perspective paralléle, les trois
conditions sont réalisées {dessin 4). Dans ce cas, nous avons donné la
priorité & A sur B ou C.

dessin 4
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Les résultats montrent une pette prédominance du cas A {environ
la moitié de Peffectif), qui correspond en général & Ia représentation
classique. Mais il faut également signaler la fréquence non négligeable
du cas B (20 & 25 %}, ce qui a priori n'était pas aitendu, et n’est apparu
gu‘d 'examen des productions.

Ce type de représentation comespond plutét (mais pas forcément
de fagon systémaﬁx‘::el A une autre priorité dans la construction de la
représentation ; su lew de commencer par dessiner la base, on repré-
sente d'abord une face latérale, sous la forme d'un triangle isocéle {le
“su’'}, et le reste suit. Ceci est @ metire en paraliéle avec le dessin clas-
sique du cube en perspective cavalidre {dessin avec lequel tous les €léves -
de ce piveau sont familiarisés) : op commence par dessiner un carré,
puis on trace les fuyanies et on corpléte.

1 est & noter que, méme dans le ¢as de la pyramide, cette représen-
tation est tout 4 fait correcte du point de vue perspectif : il suffit de
placer la pyramide de facon que la face latérale de référence soit frontale,

Le compromis antre la représentation du “voir” et celle du “savoir”
peut s'exprimer, ici, de Ia facon suivante {gue I'on traduit habituelle-
ment par Fexpression 'mélange de perspectives’’ fou “points de vue
inconciliables”, ¢f. Piaget ef Inhelder, 1947} ; expression qui, selon nous,
ne traduit pas veaiment la démarche de ]'éleve].

Le "mélange de perspectives’’ consisterait 3 imaginer |'éléve dessi-
nant d'abord la face avant de Pobijet, vu de face {triangle isocéle) mais,
s'spercevant gue ce dessin manque par trop de relief, il le transforme-
rait ensuite par un changement de “point de vae”. Or, il nous parait
plus vraisemblable de penser que, dés ie début, I'éléve a en téte la repré-
senteiion dans son ensemble : 5'il dessine un triangle isocdle, ce n'est
pas parce qu'il veut représenter la pyramide vue de face, mais plutét

arce que cet £lément lui semble important pour Iidentification de
Fobjet : i s'agit d'un savoir a préserver, Il n'y & donc pas interférence
de deux perspectives, mais intégration d'un savoir dans un voir, comme
dans l¢ cas de la représentation de la base de la pyramide par un Josange.

La proportion d'éléves ayant représenté la pyramide de fagon “clas-
sique’’ varie, selon la classe, de 27 2 48%. On peut en conclure que,
méme si la représentation classique est du domaine de leur compétence
{ils sont c?able& de reconmaitre une pyramide régulidre sur un dessin
complété de conventions graphiques), leurs performances ne sont pas
au méme niveau, car certaines de leurs productions &voquent diffici-
lement une pyramide réguiiere {dessin 5), méme si elles sont perspecti-
vement correctes. Chegz ces éléves, en effet, il n'y a pas choix conscient
et délibéré d'une perspective et d'une position de 'objet qui "donnent
A voir"* jet peuvent ainsi servir de “support”’ & la pensée et au raisonne-
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ment), mais wtilisation — plus ou moins importante et plus ou moins
empirique — d'effets perspectifs, avec un souci de préserver certaines

propriétés de Fobjet.

dessin 5

Revencns maintenant au cas général ; cette nécessité de gérer au
mieux le conflit percepticoncept a conduit petit A petit les utihisateurs
de géométrie & faire des choix gui, en se réalilétantj ont fini par consti-
tuer la “tradition” 3 laquelle nous faisions allusion plus haut. Comme
nous 'avons dit, il y @ des dessins “classiques’’, que "on peut suivre
"verticalement’’, du XVII® siéele & nos jours, aussi bien gu'“horizon-
talement’’, d'un manuel & auntre. Cette teadition a un cbté positif : elle
permet de reconnaitre 3 premiére vue objet dont il s'agit. Mais elie
présente aussi bn as négatif, en ce sens qu’elle risque d'étre scléro-
sante: les él&ves, habitués & dessiner telle figure dans une position fixée
[exemple : le cube), perdent de vue Ie pourgquoi de cette représentation
précise, et & la limite n"imaginent méme plus d’autres représentations.
11 en est ainsi du tétraédre régulier, représenté traditionnellement en
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erspective cavalidre avec une face horizontale {dessin 64}, et qui a par-
fois intérdt & étre considéré comme inacrit dans un cube [dessin €B).

dessin &

Tout cecl, pensons-nous, menire assez la nécessité de travailler, au
niveau du lycée au moins, sur les principes mémes de la représentation
plane des figures de espace, afin de parvenir 4 les maftriser ¢t de ne
plus étre esclave de dessins stéréotypés, ayant finalement perdu une
grande part de lewr pouvolr opératoire.
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