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les problemes
de l'a.p.m.e.p.

Cette rubrique propuse des problémes choisis powr Uoriginalité de leur
curactére : esthétigue, subtfl, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution
nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort inteliectuel.

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de “baaux pro-
blémes”... 5i possible trouver des solutions, et les invite & donner libre cours
2 leur imagination créatrice.

Priorité est naturellement réservée aux dnoncés composés par des col-
Iegues et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses et des solu-
tions, qui sont & envoyer & l'adresse suivante :

{réponses & des problémes différents sur feuilles séparées S.V.P.|

M. Dominique ROUX
52, cours Gay-Lussac
&7000 LIMOGES

ENONCES

ENONCE N° 140 {Denis BIGO, Vendeville

Soit k un entier, on ordonne N* par:
g ) € Drooal == Vi 1€I<k § xSy
Existe-t-il un sous-ensemble infini de N* formé d'éléments deux 3 deux
non comparahies ?

ENONCE N° 141 {Maurice MONANGE, Ussel)

Dans toui téiraédre, la somme des longueurs de deux arétes oppo-
sées estglie inférieure i celle des trois plus grandes autres arfites ?
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ENONCE N° 142 {André ANGLES, Limoges)

Scit n un entier. Quel est, en fonction de n, Ie plus petit réel &
tel que pour tout polygone convexe de n obiés et pour tout point inté-
rieur M, la somme des distances de M aux ¢6tés soit inférieure ou £gale
2 % foiz la somme des distances de M aux sommets du polygone ?

SOLUTIONS

ENONCE N*® 128 (Kallye mathématique de Franche-Comté 1976)

Les pensées de Pascal sont numérotées de 1 4 924 et sond Scrites
sur les pages 73 & 326 incluses d'un Hvre. Montrer gu'll en existe au
moing 671 telles que chacupe soit entiérement écrite sur une seule page
de ce livre, dont une ayant le méme numéro que la page sur laquelle
est est écrite,

SOLUTION (Jean-Claude FONTAINE, Besancon)

Premiére partie de la question :

Les pensées sont &crites sur 254 pages. Il'y a donc 253 changements
de pages et par conséquent au plus 253 pensées qui se trouvent é&crites
sur au moins deux pages. Les autres pensées, qui sont au nombre de
924 moins 253 = 671 sont donc écrites sur une seule page.

Deuxidme partie de In guestion :

Considérons Fensemble des entiers n, numéro des pensées qui
commencent aprds le début de la page n. Cet ensemble est fini, non
vide {il contieat 73}, donc il admet un plus grand élément = p, I est clair
que p n'est pas égal b 924, Donc il existe une pensée puméro p+1, Celle-
¢i ne peut pas commencer apres le début de Ia page p+1, sinon p
ne serait pas le plus grand. Par suite, puisque ia pensée numéro p com-
mence aprés le début de la page p ., lapensée p+1 commence sur la
page p, et par conséquent la pensée numéro p est entiérement conte-
nue dans la page p.

Remarque *

Ce raisonnement peut éire refait en supposant que les pages sur
lesquelles sont écrites les pensées sont numérotées de 1 & 254, ou bien

de Z a 255, ou bien de 3 & 256, etc. ou bien de 871 4 924,
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Pour chacune de ces paginafions, le raisonnement précédent met
en évidence une pensée entidrement contenue dans une scule page. Les
pensées ainst obtenues sont deux 3 deux distinctes, car si deux se trou-
vent sur une méme page elles ne peuvent avoir le méme numéro par
suite du changement de pagination. On refrouve ainst le fait gu'il existe
au moins 671 pensées, chacune écrite sur une seule page.

Nofte : Les données numériques ont &€ puisées dans §'édition illustrée
GARNIER {1961}, La coincidence se produit pour la pensée n® 105, qui
se trouve page 105,

Autres solitions © André BELET (Rodez), Daniel BLISNEL {Paris}, Pierre
COLLANDIN {Paray-le-Monial], Hugues DEMONGEQT (Troyes|,
Gilles DESECQOT {Le Cannet), Jean-Louis GARCIN {Bougival], Gérard
LAVAU (Mesnil-Esnard), Jean LEMAIRE (Lillej, Francois LO JACOMO
{Paris}, Michéle MALLEUS {Chitenay-Malabryj, Pierre MANACH
{Lorien], René MANZONI (Le Havre}, Clande MORIN {Limoges),
Charles NOTARI {Noé), Christian RODRIGUEZ {Toulon).

Commentaire

Voici deux extraits du chepitre sur le signifié mathématique appar-
tenant & V'état provisoire de la thése de Monsieur LO JACOMQ sur le
langage mathématique :

“Lidée sur laguelle repose l# premiére guestion, c'est gue
lorsqu’use pensée ne se trouve pas tout entifre sur une méme page,
elle fait progresser d'une unité Je numére de page {ele fait passer 4 Ir
page suivante}, de sorte que il y avait plus de 253 pensées qui ne se
trouvent pas entiérement gorites sur une méme page, le numéro de page
progresserait de plus de 253 anités, ce qui est inpossible d'aprés T hypo-
thise, Ceci traduit essentiellement le fait que les nombres entiers se
suivent, et il ne me semble pas excessif d'affirmer que quicongue ne
trouvs pas &vidente cette premiére question {indépendamment de la
maniére de rédiger la solution] ne conrait pas le concept de nombre
entier’'...

‘La seconde question de "exercice cité ci-dessus, elle, est en grande
partie indépendante de la notion d'entier ; elle repose d'abord sur une
notion topologigue que l'on peut formuler grossidrement ainsi : pour
passer de ia rive droite 4 la rive gauche d'une rividre, il est nécessaire
de traverser la riviére en un point | pour passer d'une pensée dont le
nuwmérg est inférieur au numéro de la page ot elle s¢ trouve 8 une pen-
sée dont le pumére est supérieur au numéro de la page ol elle se trouve,
il faut passer par une pensée dont e numéro est £gal sy numéro de la
page sur laguelle elle se trouve : ¢’est une des nombreuses variantes
de ce gqu'on appelle le théoréme du point fixg, qui est purement topolo-
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gique, et dont I'application & des entiers fles numéros de page et de pen-
sée sont des entiers) entraine le résultat supplémentaire que parmi ces
points fixes, parmi ces pensées qui portent le méme numéro que la page
sur laguelle elles sont &crites {il peut en exister plusisars}, il s'en trouve
an moins une qui soit écrite tout entiére sur une méme page'.

ENONCE N° 126 {Robert CHARDARD, Les Ulis}

Existe+-il une série convergente {x,| telle que pour tout entier p
plus grand que 1 la série g} soit divergente ?

SOLUTION de l'auteur.

Ce poblame a déja fait I'objet de I'énoncé n® 50 de cette rubrique
{Bulletin n® 302, page 65}. Une solution avait été donnée par Charles
AUQUE page 5% du Builetin 2® 304, puis une autre :

uy=[cos(2nx/3E 1 ,

de Maurice LAILLET fut signalée page 954 du Bullelin n® 306, Excep-
tés le remarquable travail de Bernard PETIT, qui utilise ' exponentielle
complexe, et la solution de I'auteur, toutes les réponses regues sont iden-
tiques ou voisines des selutions déja publiées, ot utilisent aussi la fone-
tion logarithme népérien. Il n'était donc pas inintéressant de revenir
sur ce probléme, d'une part parce gue certains lecteurs 'ont aimé,
d'autre part afin de présenter I'ingénieuse solution de Robert CHARDARD,
gui ne fait pas appel 4 des fonctions transcendantes :

On considére la suite u, définie par ses premiers termes !

; 4 i o2 1ttt 1 1 _ 1 1 1
A A M R S A T A A A
0 SN SN SV S
4" 34’3 8 6

De manidre précise, si on pose ki~=0 et pour p>1:
By = 31422+ 8%4+ ... +(p-1jp~1]
On définit 1a suite u, par:
u.,-% sinml {3

§i Rp<nghy. Uy = %’ st nm2 (3)

Uy — é si nmD {3)
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On a done, si # est compris entre Ry et Ry, :

L=l s

- ukw;- st nml (3)
Tumd s

- U= "3?; 81 m=Z {3]
i

§ uy =0 si nai) |3

Done, pour tout n supérieur 2 k, on a:

3 1
og?;;kg?

On en déduit que la série X u, converge vexs 0,
D'autre part, si n est supérieur 4 ky,;, oo peat &crire, powr p>1:
n Buoy
2 22 ad
- £ L., il
Lz L g20-Zlnsg+vZ)

h
Or, lorsque 4 tend vers + oo, g- tends vers + o2, done L uf diverge
VETrs + e, . L
Autres solitions : André BELET {Rodez), Jean-Louis GARCIN [Bougi-
val), Gérald GOUBY {Figeac), B. HERON {Orsay}, Denis HUNEAU
{Troyes!, Frangois 10 JACOMOQ |Paris}, Maurice LAILLET (Givry),
Gérard LAVAU {Mesnil-Esnard), ]. LEGRAND (Biarritz), Claude MORIN
{Limoges), Charles NOTARI {No&}, Bernard PETIT {Brest].

ENONCE N*° 127 {Dominique ROUX, Limages)

Quel est le plus petit réel k tel que pour tout triangle et pour tout
point M intérieur, le produit des distances de M aux ¢étés du triangle
spit inférieur ou égal & k fois be produit des distances de M aux
sommets ?

SOLUTION et COMPLEMENTS dus 3 André ANGLES {Limoges)

Nous allons tout de suite étudier la généralisation 2 un polygone
CONnvaxe.

Lemme : Soient n nombres réels x;, Xa,...%, tels que:
Az, Dexgdw et xy4+Xxpd..dx, = AL

Alors :
N . AN
¥ osin € sin =} ;
imi . n
Yégalitd n'ayant Nen que si xy=.. . =X,= i‘:- .
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Démonstration : La fonction définie sur |0, %[ par ffx/=—fn sinx a une
dérivée seconde f*{x)=— L
sin?x

Par suite, f{ w | € % (fixa)+fixz) + ... +fxy)) , d'oia :

positive, donc est convexe.

fn sin x) +...+ &1 5in x, < nfasin % , €& qui entraine le résultat annoncé.

Théoréme :

5i M est un point intérieur 4 un polygone convexe de sommets Ay,
Az,..., A, etsi dy, dg,..., d, désignent les distances de M aux c6tés suc-
cessifs (ALAz), (AzAq), ..., (AA), alors :

n
dy dy... dy < [cos %1 . MA; MA, MA,

I'égalité n‘ayant lieu que 5i le polygone est régulier et si M est en son
centre.

Figure 1

Démonstration :

En chaque sommet A;, désignons par a; et a/ les angles formés
entre (MA;] et les deux c8tés du polygone aboutissant en A; [fig. 1]. On
peut écrire :

dl =MA1$i.‘I'.1(I{ =MA2&i-'llﬂ2
dz:MAzSi.ﬂaé =MA335II.£13
d, = MA, sin a;, = MA, sin a,

n
dou: d§df..d2 = MAZ MA%..MA2 x sin a; sin af

Or la somme [ay +ai}+[az+ad)+ ...+ (ay+a,) est égale & la somme des
angles du polygone, ce qui fait (n—2]7 . Le lemme entraine I'inégalité :
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n ; Zn
7 sin a; sin af € (sin 22T
I=1 A
n
Par suite dy dy... 4, MA.MA,.. MA, jcos %; et pour qu'il y ait
égalité il faut a,=gfwag=aj=...may=ay , ce gui montre que tous les
angles du polygone sont égaux et que M est en son centre. Inversement,
dans ce cas, Végaiité se vérifie immédiatement.

Corollalre
Pour tout triangle {A;A2Aa} et fout point M intérieur, on a :

dy dy ds € .g_ MA; MA, MAg

2n
= {cos X
n

I'égalité n'ayant lieu que si Je triangle est équilatéral et st M est en son
centre, S

En affet, c'estle cas n=3 du théoréme, Nous voyons donc que la
réponse A |'énoncé n® 127 est : 1

Antres solations ; Bobert CHARDARD {Les Ulis}, Jean-Louis GARCIN
(Bougival|, B. HERON (Orsay), Christian JBANBRAU (Paris), Michale
KILANI-CHEVALORE [Tunis), Jean LEMAIRE (Lille), Frangois LO
JACOMO [Pazis{, René MANZONI {Le Havre), Claude MORIN [Limoges),
Charies NOTARI {Nogj.

Complément 1 {obtenu par 1z majorité des correspondantsy :
Si M est intérieur 4 un {riangle donné {A;AxAg| alors :

& dz dy € MA,.MAz.MAq sin ‘%L sin ‘32-2 sin 43

Fagelité n'ayant lien que si M est je cenire du cercle inscrit dans le
triangle.

En effet, il suffit de reprendre la démonstration du théoréme c¢i-
dessus, et d'utiliser le lemme pour n=2 :

2 2
sin ay sin af <{sin %2) ; sin aj sin a3&{sin ‘%3) ,
2
sin a3 sin a§<{sin _*%?,}
I*égalité n'a lieu Gque si ay=ai= ‘%l ; Gzmaim A ; ag=age Ay

2 2
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Complément Z. André ANGLES obtient aussi ;
Pour tout friangie (ABC) et tout point M intérieur, on a !
MAZMBMC > 4d% di ; on dy=d{M,AC) et do=d{M,AB); ;

I'égalité n'ayant liew que S le triangle est isocele-rectangle en A, et si
M est le milieu de I'hypoténuse.

Eri effet, avec les noia-
tions de la figure 2 :
dg» MAsing’' = MCsine
de = MBsind' = MAsing

figure 2

Done :
zFB c{g = MAZMBMC sin g ein g’ sin &7 sin ¢
Or, a+va’ +b +e=7-{b+c 1= MBMCigr .
Done, en appliquant le lemme,
sin & sin a” sin b’ sin ¢ [sin {—'——1] Sism—}

Yo d‘% a‘g & -4- MAZMB.MC, et l'égalité a lieu si et seulement

Si amaf b we= %

En: particalier, i M est le milieu [ de [BC), on obtient MB=MC = .35?

et dy et do sont alors éganx 4 la moitié des hauteurs du triangle i xssues
des sommets B et C. On en déduit -

Corollaire 1 :

Dans tout triangle, le produit de Ia médiane issue d’un sommet par
le c81¢ opposé i ce sommet esi supérieur ou égal au produit des han-
teurs issues des deux autres sommets. L'égalité a lieu si et seulement
si le triangle est isocéle rectangle.

Enoncé équivalent, qui est un joli exercice résoluble [gréce 2 ["aire}
en Premidre 5:

Corollalre 2 ;

Pour tout paraiiélogramme, le produit des diagonales est supérieur
ou égal au double du produit des deux hauteurs. L'égalité n'a Heu que
si le paraliélogramme est un carré.
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COURRIER DE LECTEURS

André ANGLES (Limoges) est allé plus loin dans la recherche d'ingé-
galités géométrigues, ¢t nous communique un remarquable résultat,
certainement profond, car il contient }& fameux théoréme d'ERDOS-
MORDELL comme cas particulier :

Théoréme :

On donne un triangle [PQR}, de ¢6tés p,g,r, appelé "'triangle mas-
que”. Pour tout triangle {ABC) et tout point M on a :

P2MA +g2MB + 2MC »{grdy +rpdy + pade}

o8 dy, dp, de désignent les distances algdbriques de M aux cdtés du
triangle [ABC]. De plus, 'égalité n'a lieu que si le triangle {ABC} est
fie;mb]agle au triangle masque et si M est le centre du cercle circonserit

(ABC}.

Commentaire :

Le signe des distances algébriques dy, dp, do est par convention
positif lorsque M est intérieur au triangle ABC. Le signe de dj est positif
dans un demi-plan limité par {BC|, négatif dans l'autre. De mEme, pour
dy et do.

Corollaire 1 :

Dans le cgs ot le triangle masque est équilatéral, on obtient le théo-
réme d'ERDOS-MORDELL : MA+MB+MC 2 Z{dy+dg+dc;
I'égalité n'ayant lien que si {ABC) est équilatéral et M en son centre.

Corollakre 2 :
Prenons un triangle masque isocéle rectangle, vela donne :
ZMA +MB+MC 2 2{dy +¥2 dg+V2 dg|
1'égalité n'ayant lieu que si JABC] est isocele-rectangie en A et M milieu
de I'hypoténuse,

Corollaire 3 :
Sile triangte masque est le triangle {ABC), de cltés a, b, ¢, on a pour
tout triangle :
aZMA + BEMB + 2MC 2 2{bed, + cady + abdp)
I"'égalité n'ayant leu que lorsque M est le centre du cercle circonscrit
au triangle.
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Scolie :

On obtient aussi une condition nécessaire et suifisante pour que
deux triangles [ABC}) et (POR) soient sernblables en disant que la fonction
fiM] = p2MA +22MB + r2MC - 2[g7d 4 + rpdp + pgdc)

peut prendre la valeur 0 {'4® cas de similitude™).

Démonstration du théoréme :

Voyons d'abord le cas ot M est intérieur au triangle {ABC).
Désignons par A’, B, C’ les
projections orthogonales de M
sur les obtés (BC), [CA}, [AB} et
par o, (3, 7y des mesures des
angles en A, B, C.

Le cercle de diamaire [MA]
passe par B et €7, donc !
MA = B¢’ .
sin ox
Be mému;:
=CA et Mea A
MB on et MC any 8 —+

figure 3
Dans le triangle (MB'C’}, on a:

B'CF=MB’24+MC'2- ZMB'MC’ cos [7-of
Or, cos {w—c|mcos {B+y]=cos B cos y-sin 3 sin ¥
d'oly :B'C’? = MB‘2+MC'2-2MB’MC* cosf? cosy +2MB°MC’ sinf3 sivy
—{MB’ siny +MC’ sinf3}2+{MB’ cosy-MC’ cosB)?
> (MB' siny+MC’ sinfy? |

donc : B'C' 2 MB’ siny+MC’ sinf
de méme : C'A" 2 MC’ sinor+MA'’ siny
et : A'B" » MA’ sinS+MB’ sina

Faisons maintenant intervenir le triangle masque, de ¢8t8s 1, ¢, ».
De ce qui précéde, nous déduisons :

¥ 3 - £ # r qz i oA .....ﬂ...;_- r ¥
p‘MA-!—q MB“‘ﬂMC 5ina B C 4 WC A * sin"f B A
» ﬂ.i’a IMB*sic'y + MC'sinf3] 4 EEE{MC’SEQ+M sty |+ m%lMA'sia&MB’s&na;
~MA'j ST o 500 |, o S SY g B0 g s
sinf  siny siny | sing sin

113 sana
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2MA {2951+ MB’ [2r01 + MO {2p4) .
en raison des inégalités telles que .
SinY e sinfl 2
ol Gy ©

qui résultent de la suivante ; x*+3*22xy et du fait que tous les sinus
sont positifs.

L'inégalité annoncée est prouvée, pour qu'il v ait égalité il faut suc-
cessivernent, en remontant les majorations que ;

1} x=y, soit ¢ l%?% =7 |%‘; et de méme :

sinal SMY o sinf SIna:
rlsin‘y ’}!sm plsina "lama
2} MB’ mw-IMC’ cosfi=6, MC’ cosa-MA’ cosy=0,
MA’ cosffZMB’ cosa =0,
ce qui éguivaut :
Y 2 = -4 = L quigréice 4 la relation des sinus dans [ABC,
sin  sinfl  simy
signifie que les triangles (ABC) et {PQR) sont semblables.

2) MA'” | MB' | MO e &quations sont celles de trois droites
cosa  cosfl  cosy

passant par A, B, C et par 0, centre du cercle circonscrit, de rayon R,

au triangle {ABC), car 0A’ =R coscy , OB’ =R cosfl, &C’ =R cosy, st

0 est inférieur & {ABRC]. Donc M doit &z en 0.

Le cas ot M est extéricur an triangle (AEC) semble plus délicat 3
traiter. 1l est, pour le moment, laissé a chercher par ies lecteurs. Comme
d’habitude, les meilleares démonstrations seront publiées dans cetie
rubrique.

Pour terminer, voicl deux letires de Jean KUNTZMANN
{Grenoble} dotnant des critéres de divisibilité par 81 et par
12}, ¢t quelgues réflexions sur I'écriture des nombres,

On connail les critéres de divisibilité par 9 et par 11, On saif moins
gu'il est possible de donner de tels critéres pour 1a divisibilité par 92=81
et 112121, Nous travaillerons sur des nombres de 4 chiffres, la géné-
ralisation est évidente.

Soit le nombre medu . On peut Vécrire :
999m + 9%¢c+ Yd +micrdiu.

Le critére de divigibilité est : m4c+d4+u=9%,
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Supposons le vérifié. Le guotient par 9 est : 11lm+1lcrd+k.

Pour que le nombre de départ soit divisible par 81, il faut et il suffit
que ce nouveau nombre soit multiple de 9, d'oit le critére !

Sm+2c+d+ k=9k' .

On peut d'ailleurs donner un critére de divisibilité du nombre initial
par 27: Sm+2c+d+h=3k" ouencore: -c+d+km3k’7 .

Soit maintenant e divisibilité par 11 et 121 . Le nombre medu peut

s'éerire :
1001m+99¢ + Hd-m+o~-d+u.
La divisibilité s'exprime pac : ~m+e-d+u=11k .
Le quotient par 11 est: 8im+9c+d+k et la divisibilité du nombre de
départ par 121 peut s'exprimer par:
Im-Ze+d+h=11k".

On remarquera que tout ceci peut s'effectuer mentalement.

Singulier ¢t pluriel dans I'écriture des noms de nombres

La lettre de Nouvel An de 'un de mes petits enfants, puis une
enquéte de ' AFNOR (Association Frangaise de Normalisation) m'ont
amend & m'intéresser & I'écriture des noms de nombres ¢t en particu-
lier & l'emploi du singulier et du pluriel.

La situation qui semble avoir 618 complétement abandonnée aux
hommes de leitres est assez confuse. Jugez phutdt :

guatre-vingts hommes
usfre-vingi-on hommes
eix cents hommes
trois mille hommes {mille est mvariabie}
I'an mille neuf cent [c'est un ordinal] jon peut aussi écrire mil).

L'anglais et l'allemand ne me semblent pas connaitre toutes ces
subtilités.

H me semble que nous autres, mathématiciens et enseignants de
mathématique, avons notre mot A dire sur ce sujet. Bt voici ce qus je
dirais personnellement :

Considérons d'abord I'écriture chiffrée. C'est csscnticlement un
codage au moyen des symboles 0, 1, ..., 9 écrits en file. Ce codage sert
i toutes sortes de choses : ordinaux, cardinaux, mais la file secréte de
quatre chiffres de ma carte bancaire n'est ni un ordinai, ni un cardinal.
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Les noms de nombres en frangais constituent un codage qui s'ins-
pire du précédent mails qui gagnerait & &tre débarrassé de ses complica-
tions inutiles, en particulier des phariels.

S on veut insister sur le fait que cectaines collections sont consti-
tudes par des répétitions de sous-collections, il ne mangue pas de subs-
tanfifs ordinaires : dizaine, douzaine, centaine, millier... qui possédent
un pluriel, et ce gue je propose ne fait rien perdre de sa richesse 4 la
langue frangaise.

Il ¥ a d'ailleurs encore d'autres problémes relatifs 3 Fécriture des
nombres, entre autres cehii des traits d’union et celui de la suite mille,
million, milliard. ['en parlerai peut-éire ultéricurement.

ERRATUM : Bulletin n® 362, page 93, ligne 7 :
au liey de “triangle isocéle™, lire “triangle non isocele”.
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