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Journées nationales
1987 Loctudy

Nous publions dans ce numéro les deux conférences
piénires des Journées Nationales de Loctudy.

- pourquol les maths ?

par N. Rouche
G.E.M., 2 chemin du Cyclotron, Louvain-la-Neuve

Belgique
Les réponses ordinaires

Enseigner les mathémstiques, pour qui 7 Pouzrguoi ? On g vite fait
Ie tour des réponses habituelies & cette double question, maig aussi des
objections A ces réponses,

{On entend dire gue les mathématiques sont utiles dans la vie. Mais,
tous comptes faits, trés peu de gens recourent 4 des mathématiques guel-
gue peu substantielles. Bt d'ailleurs, de plus en plus, des machines infor-
maliques &vitent aux usagers d'avoir 4 utiliser des notions mathémati-
gues, 3 commencer par les opérations arithmétigues.

On dit que les mathématiques forment 1’esprit, apportent la rigueur,
apprennent a raisonner. Or 5'i] est vrai gu'elles apprennent 2 raisonner
mathématiquement, peut-on dire gu'elles apprennent 3 raisonner en
général ? Bt n'est-il pas souvent hors de propos de raisonner mathérma-
tiquement en dehors du champ des preblémes mathématigques ?

On dit aussi que les mathématiques méritent d*&tre £ludiées parce
qu'elles sont belles. Mais 3 entendre patler une bonne partie de la popu-
lation, on s'apergeit que cette beauté n'est pas gotiée par tout le monde,
C'est gue sans doute il y a mathématigues et mathématiques, enseigne-
ment et enseignement...

Autre srgament proche du précédent : les mathématiques sont
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comme un jeu, on y prend plaisir et done elles méritent d'8ize prati-
quées pour eles-mémes. Mais 51 seule une minorité y réussit 7 Et d'ail-
leurs les jeux ne sont-ils pas trop gratuits pour beaucoup de gens ?

Enfin, les mathématiques, science réputée difficile, sont pour
certains 'oceasion de se prouver leur force, de s'affirmer intellectuel-
lement. Mais combien d'autres s'y persuadent de leur incapacité, que
ce soit A raison‘ou bien plus souvent i tort ¥

Au total done, sutant de réponses, sutant de doutes. Ce qui faigait
conclure tout récemment & un auteur américain : Pourquoi les maths ?
Parce que {15... Courte répongs e réponse courte, sussi décevante et
vague que les précédentes. Mais faut-il s'en étonner, ¢t peut-on attendre
des réponses convaincantes 3 une question vague ? Enseigner les mathé-
matiques, ?h u'‘est-ce que cela veut dire au juste si on ne précise pas
quelles mathématiques et quel enseignement ?

Force est donc de creuser par dessous le question, 8 un niveau plus
profond. Et pour ¢e faire, commencons par nous interroger sur la cons-
truction du sens, en mathématiques d'une part, et dans la pensée com-
muge de ['autre. Nous le ferons sans tenter de dite g priori en quel sens
{ou en quelle accéption si on préfére) nous prenons le mot sens (ve mot
gqu'on ne peut définir qu'aprés Vavoir défini...}]. Mais nous ne renon.-
gons pas du fout & nous expliquer la-dessus a posferiori {cf. Section 3},

La pensée mathématique dans les traités

Considérons d'abord non pas la pensée mathématique au sens
plein, mais plus modestement les théories mathématiques telles qu'on
peut les trouver dang les traités contemporaing {et méme on faisant
abstraction des avant-propos ou des commentaires les plus généraux].
Elles sont constituées chacune comme un discours formé de mots of
de symboles ; ceux-¢i assemblés de manitre appropriée constituent
des termes, eux-mémes engagés dans des propositions ; ces derniéres
s'enchainent pour former des démonstrations, engagées dans des
théories. Ces unités de sens emboitées et de plus en plus grosses sont
clairement délimitées. Un morcean d‘un mot ou d'un symbole n’a pas
de sens, non plus qu'un terme mal fronqué ou une proposition ina-
chevée. De méme le début et 1a fin d'une démonsiration se reconnais-
sent clairement. Quant & la théorie elle-méme, 5'H est vrai gu'on peut
toujours I'étendre, on discerne sans ambiguité les théorémes qui lui
appartiennent au simple fait qu'ils dérivent des axiomes.

Dans un tel discours, le sens est univoque dés le niveau de base,
celui des mots et des symboles [les abus de langage tolérés sont préci-

£1} Les nutes ont &4 regronpées en fin drarticle,
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sément ceux gui ne menacent pas I'unicité du sens}. Bt de méme powr
les miveaux suivants U dés qu'on & pris connaigsance d'une proposi-
tion ou d'une formule, d'un théoréme ou d'un chapitre de la théorie,
on sait ce que Pauteur a voulu dire. Il ne faut pas avancer dans la lec-
tare pour le savoir. Mais la signification d'une unité de sens détermi-
née dépend de la partie antérieure du discours. I faut done lire dans
T'ordre et Fordre st imposé par le caractére déductif du discours.

Il ne faut pas se méprendre sur la notion de sens utilisée dans cette
analyse. Il g'agit du sens que le lecteur vérifie lorsqu'il déchiffre la
théorie, contrélant pas 4 pas Iz non-contradiction des définitions et
les chainons des démonstrations. Cette vérification se décompose en
une succession de vérifications locales, puisque la conscience claire
ne peut appréhender que peu de choses & la fois. Pour les besoins du
présent exposé, convenons d'appeler sens stroit (2 le sens ainsi asso-
ci€ au parcours de vérification détaillée que requiert tout discours
mathématique. Notons que Funivocité du sens &roit dés le niveau le
plus bas est Ja condition méme d'existence de ia théorie : & défaut de
définition précise des mots &t des symboles, le disvours théorigue ne
tiendrait pas Iz route bien longtemps.,

La pensée commune

Cect dit & propos des thégries mathématigues écrites, interrogeons-
nous malntenant sur la construction du sens dans la pensée commune,
Prenons celleci en un sens a la fois vague et familier, telle gu'on
Vobserve chez une personne qui agit, parle et lit dans la vie quotidienne,
et manie les nombres enfiers comme 2 l'école primaire.

La langue qui véhicule cette pensée se décompose aussi en unitds
de sens emboitées : les mots, les locutions, les phrases, les récits et dia-
logues, ou dans la pensée écrite, les paragraphes, les chapitres, les livres.
Les plus petites de ces unités sont & peu prés clairement délimitées :
un morcean de mot, une phrase conpée arbitrairement n'ont pas de sens
du tout. Par contre, les unités plus grosses sont moins distinctes @ un
dialogue peut &tre repris, le découpage d'un texte en paragraphes ne
s'impose pas, etc.

Qui plus est, chaque unité n'est pas pourvue, comune dans le dis-
cours mathématique, d'un sens univoque, Bt méme, comme le diction-
naire en {ait foi, la pluralité des sens existe au niveau le plus bas : la
plupart des mots ont piusiﬁurs sens. Enfin, beaucoup de mots ont des
sens vagues par nabure, ce & quoi ils renvoient &ant impossible & eerner
nettement. 3 en va ainsi, entre autres, de mots relevant du domaine
moral tels que aimer, libre, progresser, etc,

Cecl Etant, connnent la pensée commune consirutt-clle des messa-
ges assez précis powr suffire aux échanges quotidiens 7 La pluralité des




Bulletin de 'APMEP n°362 - Février 1988

sens d'un mot se réduit par le contexte, et tout d'sbord par les unités
de sens dans lesguelles il se trouve. Chien peut vouloir dire beaucoup
de choses, le chien du voisin, le chien de mon fusil et ve terps de chien
peuvent en dire déji beaucoup moins. Il e va de méme pour les autres
unités de sens en allant vers les plus grosses : chacune est susceptible
d'étre précisée par celles qui 'englobent, et le complément de sens est
souvent dans le discours en aval. L'univecité du sens d"ane unité donnée
est atteinte parfois trés vite, parfois trés lentement, parfois jamais. Il
arrive quune phrase d'un roman fet pas seulement d'un roman poli-
cier) ne puisse &tre complétement saisic qu'aprés de nombreuses pages
de texte. Il arrive qu'un root dit par une personne @ une autre ne prenne
tout son sens qu'en référence A la connaissance qu'elles ont 'une de
Vautre & la suite d'une vie partagée. Enfin, dans la langue orale, la plu-
ralité des sens se trouve aussi rédutte aon seulement par certains moyens
propres a la parole tels que les intonations ou les varlations de débit,
mais encore par le contexte non linguistique, entre autres les objets envi-
ronnant les locuteurs et percas par eux, les gesies, les sensations, les
sentiments, efc. [3).

La fonction — essentielle ~ des mois de la langue comroune est
d'évoquer des choses connues par ailleurs, non par une définition, mais
par P'usage et le contexte (on donne peu de définitions aux bébés qui
apprennent & parler). Les définitions des dicHonnpaires de la langue géné-
rale sont des approximations toujours plus ou moins insatisfaisantes,
Drailleurs, au rebours des dictionnaires mathématiques, les grands dic-
tionnaires de la langue entourent chaque mot de beaucoup d'exempiles,
le plongent dans des contextes variés aidant 3 cerner Pextension de ses
sens. Pour connaitre le sens d'un mot en mathématiques, il faut lire
sa définition. Pour connaitre les sens d'un mot de la langue commune,
il faut en pénétrer, heaucoup plus que les définitions, les usages dans
des contextes divers, En mathématiques, la définition régle 'usage, Dans
la pensée commune, les usages indiguent les acceptions regues beau-
coup plus précisément que les définitions. Paradoxalement, ce sont les
mots les plus usités qui ont le plus grand nombsre de sens, Mais ce n'est
pas pour celz qu'ils sont les moins précis, les plus ambigus. Simplement,
ils sont associés aux contextes les plus familiers, les mieux connus : s
sont donc les plus susceptibles de voir leur sens, en chacune de leurs
occurrences, précisé nettement par le contexte. Ceux qui se moguent
des enchainements circulgires des définitions du dictionnaire n'ont peut-
&tre pas assez réalisé que les mots puisent leur sens précis 3 de tout
autres sources.

La pensée mathématique dans les problémes

Revenons a la pensée mathématique, mais cette fois telie qu'elle
apparait dans la résolution des problémes, et non plus dans le déchif-
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frement d'une théorie. Résoudre un probléme n'est pas une activité prin-
cipalement déductive. L'esprit s'anime dans le désordre apparent de la
pensée créatrice. If fait des conjectures, cherche des exemples et des
contre-exemples, amorce des raisonnements, remonte 'ordre déductif
par Fopération d'analyse {si je pouvais prouver ceci, alots... mais de quoi
cela dépend-il 7), renforve ou allége les hypothdses, efc., ete.

Le caractére non déductif de 1'activité mathématique apparait le plus
clairement lorsque la question attaquée par le chercheur n'est pas
soluble dans le cadre d'une théorie connue de lui, mais au contraire
'oblige 3 inventer ou réinventer des concepts. Car alors la tentative de
démonstration précéde la définition des concepts névessaires. Ceux-ci
sont forgés pour répondre aux nécessités de la démonstration, et sur
le chantier méme de celle-ci. Ce qui ne va pas sans réagir sur }'énoncé
& démontrér, puisque les concepts nouvellement définis y servent habi-
tucllerment, En bref, tout bouge & la fois : 'énoncéd, la preuve ot les
concepts sont ajustés les uns aux aufres par essais successifs, Pesprit
aliant de reprise en reprise jusqu'a la solution.

1. Lakatos (4} a bien montré cela pour le mouvement lent de la créa-
tion mathématique au cours des siécles. 11 appelle proof-generated
concepts les concepts ainsi créés pour permettre de construire une
preuve. On observe une telle marche non déductive de la pensée chez
les éléves auxquels on propose des problémes qui les obligent &
conceptualiser. [Par rapport aux mathématiciens qui travaillent souvent
dans le cadre d'une théorie constituée, les éléves, qui ont tont & appren-
dre, conceptualisent & un rythme soutenu).

Ainsl, la pensée mathématique active n'a pas, comme les théories
écrites dans les traités, en tout point un sens univoque entidrement cons-
truit en amont de ce poini. Comme daps Ia pensée commune, le sens
s’y construit en svel autant qu'en amont, chague unité de sens devant
étre gjustée {irés souvent a posteriori} aux unités de sens plus larges dans
lesquelles elle est successivement immergée, les définitions aux énoncés
et aux preuves, les énoncés aux preuves.

Mais alors une nouvelle question se pose : le type de construction
du sens que nous venons d'analyser au niveau d'un énoncé et de sa
démonstration s'étend-il 3 la construction des théories elles-mémes ?
Est-ce que les lemmes, les théorfines et les corollaires (et par entraine-
ment les preuves et les concepts} doivent étre ajustés et réordonnés au
cours de P'élaboration théorique et pour la servir ? Et dans la lente
progression de ['histoire, les théories elles-mémes n'ont-elies pas £&
changées et brassées pour servir un dessein culturel qui les déborde
chacane ? §i ne fait gudre de doute gque la réponse est oul.

Mais ceci nous fait déboucher sur une nowuvelle acception du mot
sens en mathématiques. Pour bien voir cela, reprenons la guestion 3

la base et par un autre biais.
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Cette pensée math&matique active, dont nous venons de voir qu'elle
ne suit pas I'ordre déductif, a pourtant pour voeation d'y tendre. Elle
cherche & construire un ordre ol les concepts {les définitions} précé-
dent I'énoncé et la preuve. La théorie constituée est le terme de Ia recher-
che. Mais le seul mobile de 1a pensée mathématique en recherche est-il
d'arriver & enchainer techniquement des propositions par les régles de
la fogique 7 Eat-il de produire non déductivement du déductif ? Du sens
étroit 7 Evidemment non,

Revenons pour un moment auy théories Scrites des traités, qui exhi-
bent st bien le sens éireit gu'elles semblent parfois, aux profanes,
n'exhiber que lui. Poincaré, puis Hadamard, 'ont expliqué dans des tex-
tes (5) qui ont gardé toute leur valeur ! on ne peut pas dire que I'on ait
compris une démonstration si on a seulement contrdlé qu'elle relie les
hypothé&ses & la thése sans faute logique. Tl faut aller plus loin jusqu'a
I'embrasser dans une vue intuitive unique, saisir son architecture, son
fil conducteur, ce qui I'a inspirée. Pour saisir ainsi plus largement le
sens d'une définition ou d’un théoréme, il faut lire le texte en aval autant
qu'en amont : les raisons d'étre se trouvent plus foin, on ne peut pas
savoir o0 on va avant d'y avoir ét€ ne fut-ce gqu'une fois, Cetie solida-
rité & grande poriée des parties du discours mathématique devient évi-

-dente dés qu’on se souvient des péripéties de sa construction, de 'ajus-

tement de ces parties les unes aux autres pour servir un dessein
d'ensemble. Mais dans les mathématiques des traités, ces péripéties ont
dispary, Le lecteur est astreint & un travail, souvent difficile et lent, de
reconstruction d'un sens giobal.

Faisons maintenant un pas supplémentaire. Si les théories mathé-
matiques ond, comme nous venons de le voir, un sens large, est-ce
qu'elles le puisent uniguement dans leur structure propre ? Non, car
non. seujement elles se situent les unes par rapport aux autres, servent
les unes dans les autres, mais encore elles entretiennent des relations
souvent intimes avec d'autres disciplines, et particulidrement la physi-
que. En outre, la pensée mathématique s'appuie constamment sur des
intuitions diverses, géométriques, cinématigues ou autres, puisées dans
Punivers familier, ainsi que sur certaines formes de la sensibilité esthé-
tigue. Ces intuitions, dont Hadamard {6 a montré les variations de
nature d'un esprit & I'autre, font & ce point partie intégrante de Ia pensée
mathématique que, sans elies, celleci s'éteindrait.

Le fait est si souvent méconnu dang 'enseignement gu'il est bon
d'y ingister ; il existe en mathématigue un sens riche et profond qui
déborde Je sens &iroit. Et ceci dés le premier niveau : un moft ou un
symbole évoque beaucoup plus gque son sens minimal, celui qui suffit
a assurer son rdle strict dans la construction logigue. I suffit, pour s'en
convaincre, de penser A toutes les inages qu'évoguent dans chague

esprit des mots comme paralizies ouw limite, ou des symboles comme o
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et €. Mais & tous les niveaux, le m&me phénoméne se reproduit:
chaque unité du discours regoeit, par deld son sens étroit, un supplément
de sens, du fait de son immersion dans des unités plus vastes et de toutes
les adhérences qu'elle a établies dans chague esprit avec les mots, les
formes et les choses de la pensée commune. Nous appellerons ce sens
le sens contextuel, pour rappeler que chaque unité du discours le puise
principalement dans ce qui la débozde et 'entoure, en aval autant qu'en
amont, dans le discours théorique et la pensée commune.

Ces deux acceptions du mot sens, 4 saveir sens &troft of sens contex-
tuel, sont opposées 'une 4 1"autre . 1a premidre assigne 2 chaque unité
du discours un unique référent, elle évoque Ia précision, la rigueur ;
la seconde multiplie les référents, ¢lle correspond i la richesse, & Uima-
gination, & la capacité de suggesiion. D'un c6té on dit : le sens est clair,
et de l'autre : c'est plein de sens, ou le sens est profond.

Ces deux faces de la pensée mathématique sont complémentaires.
Non seulement dans toute lecture, mais a fortiori dans tout travail mathé-
matique, les changements de plan se succddent et s’appelient l'un
I'autre : le téléobjectif [la Joupe...} alterne aver le grand angulaire, la
vug nette de peu de choses avec la vue large mais estompée d'une foule
de choses théoriques ou familiéres. Il y a comme un jeu en contrepoint
du sens #roit et du sens contextuel. La pensée locale et univoque est
en l?uelque sorte pilotée par la pensée large, qui véhicule le sens le plus
Ticne.

Insistons sur ce point : existerce d'un contexte ample et significatif
fet donc familier au chercheur) est une condition nécessaire de foute activité
mathématigue. Bourbaki (7 parle du “paysage ot se meut” le chercheur.
On peut, sans la trahir, amplifier quelque peu cette métaphore. Certes,
pour ne pas trébucher, le chercheur doit regarder ol il pose les pieds
iet ¢'est le sens Stroit], mals i reléve aussi fréguemment la tite pour
s'orienter, considérer an loic sou objectif et rep&rer les passages possibles
2 moyenne distance {et c’est le sens contextuel].

Une pensée mathématique sans contexte suffisant

L'histoire de ['enseignement dans les vingt-cing dernidres années
montre a contrario 'importance du contexte dans la pensée mathémati-
que. Pour rapprocher le contenu des mathématiques scolaires des mathé-
matiques vivantes, les promoteurs des "“maths modernes” ont fait
commencer l'engeignement par des structures pauvres, celles gue
Thumanité a lentement dégagées A travers des siécles de problémes et
de sontroverses. Or ces siructures étaigni, powr les commengants, dépour-
vues de contexte significatif,

Cette affirmation importante mérite d'8tze explicitée, ce que nous
ferons grice 4 la distinction suivante {due & P.]. Hilton i8)} entre illus-
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tration et application : une illustration d’une théorie est une situstion
simple gui aide & la comprendre, tandis qu'une application est une situa-
tion complexe que la théerie aide & comprendre.

Or précisément, les structures pauvres enseignées au départ des
maths modernes pouvaient 8tre illustrées, mais & défam de contexte suf-
fisant {dans ['esprit des éléves], elles ne pouvaient quasiment pas étre
appliquées. D'of) cette kyrielle d'exempies sans portée entourant, dans
les manuels des années soixante-dix, non seulement les notions sur les
ensembles ef relations, mais aussi d'autres structures : anneay, groupe,
espace vectariel, ete. Enseignerment centré sur "acquisition des concepts
et des structures, étayé d'illustrations ad Aoc et ne conduisant, par ia
force des choses, gu'd trés peu d'exercices autres que la reconnaissance
d’une structure dans une situation qui V'illustre, 0 va un tel enseigne-
ment dans le paysage connu des éléves ? Est-il étonnant qut'ils alent
demandé tant de fois ""& quoi ¢a sert 7 Ils étaient en réalits semblables
& des myepes profonds auxguels on demandait d'aller quelque dans
un vaste paysage dont ils n'apercevaient, guand tout allait bien, que
fe voisinage tmmédiat de leurs pieds. Quoi d'étonnant 3 ce gue certaing
ajent été fra;rp&; d'immokilité, & ce que d'autres ajent trébuché & chague
pas, & ce qu'd défaut d'apercevoir le paysage, beaucoup se soieni dvadés
dans un univers de sens paralléle, provoquant des cascades d'absurdi-
tés 7 A défaut de sens contextuel, le sens étroit a prévalu : seules les
instructions constantes et détaillées du mailre permettaient d’assurer
la marche. UIne pensée sans confexts est une pensée sans recours ef
qui, par conséguent, se blogue. C'est une illusion de ¢roire qu'un dis-
cours sera compris parce gu'il est simple {et la plupart des débuts axio-
matigues sont simples}. Une pensée privée de mobilité par manque de
référents n'est pas en mesure de comprendre grand chose, Dix années
d'expérnience ool moniré la contradiction sur laquelie oot buté les maths
mlernes : on ne pouvait pas & la fois commencer |'enseignement par
des structures dépourvues de contexte pour los £léves ¢f donner a ceun-
¢i une bonne part d'autonomie {celle vers laguelle poussait |'euphorie
des années soixante et que les promoteurs de la réforme ont célébrée
éloquemment},

A lire les programmes et plus d'un manuel d'aujourd'hui, nous
avons apparemment compris cette lecon que nous ont donnée les maths
modernes {et c'est 14 un point trés positif de leur héritage). Nous n'avons
pas renoncé, heureusement, 8 rapprocher les mathématiques scolaires
des mathématiques vivantes au plan des contenus, mais nous voulons
aussi les rapprocher au plan de la démarche ; on parle partout de cons-
tridre la mathématigue, 3’activités mathématipies, de situations-problémes,
ete.

Mais la pratique a-t-efle suivi le discours ? Arrivons-nous & situer
notre enseignement mathématique au coeur méme du paysage des €lé-
ves, des notions gui leur sont familiéras et qu'ils puisent dans le quoti-
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dien ou leur apprentissage mathématique antérieur ? Car ¢’est seule-
ment dans ce paysage que Jeur pensée peut former des projets, trouver
de Finspiration et des recours en cas de panne. Proposons-nous aux
éleves assez de problémes qui remettent leur savoir en cause ¢t les obli-
gent 4 théoriser ? Ou au contraire leur enseignons-nous souvent des théo-
ries qui, & défaut d'un contexte problématique substantiel, ne peuvent
étre qu'illustrées et non appliquées {9} ¥ Ne nous arrive-t-l pas souvest
d'épargner aux #léves la difficulté de démontrer, et par 13 mérme de lewr
cacher les raisons d'éire des définitions dans leur forme précise et déli-

cate (puisqu‘elles ne revétent cette forme que pour servir dans les
preuves| ? Bt cela sans parier de entralnement que nous organisons
parfois & des calouls qui n'ont ni queue ni téte pour les éldves, puisque
dans leur paysage ils ne viennent de nuile part et ne vont nulle part.

Quand notre enseignement est ainsi congu, il est, essentiellement
par défaut de problémes sur le terrain des éléves, une entreprise assez
formidable de conceptualisation prématurée. Non pas parce gue les
cancepts ¢n question seraient proposés a des éleves trop jeunes jon peut
méme croire que beaucoup d'apprentissages pourraient se faire plus 16t),
mais bien, répétons-le, parce gu'on n'a besoin ni de concepis ni de théo-
ries pour répondre A des questions qu'on ne se pose pas. Nous trans-
portons les dléves de leur terrain sur le nitee. Sur celui-ci, ils sont alié-
nés du sens contextuel, et par conséquent confinés au seut sens qui reste,
I sens étroit. Ne pouvant apercevoir la portée des concepts, Hs croient
que les définitions disent 1'essence de certaines choses mystérieuses,
dont on les pric de croire quelies sont importantes et utiles. Leur esprit
est coincé, Le professeur garde sen) H'initlative. Clest hai qui dit ou il
faut aller. Mais ses directives paraissent arbitraires.

Ce tablean est bien sombre, et sans doute est-l poussé 3 Fextréme
pour des raisons de clarté. Néanmoins les difficultés sont 14, Elles étaient
1a & Yépoque des maths modernes. Elles sont toujours 13 aujourd’hui.
Qui plus est, il ne faudrait sans doute pas fouiller longtemps pour les
retrouver dans les mémoires de ceux qui ont &é 4 école avant les maths
modernes. Ces difficultés sont profondes, elles ont traversé les sidcles,
Les “maths modernes” ne les ont pas créfes, mais en exaltant certaines
d'entre elles, elles ont permis de les comprendre mieux. Quoi qu'il en
soit, toutes les lecons de Uhistoire ancienne et récente n'ont pas &2 tirées
dans la pratique. Que faire ?

Que faire ?

Dans des classes encore trop peu nombreuses, des professeurs expé-
rimentent une fagon nouvelle, gorteuse d'espoir, d'organiser Vappren-
tissage des mathématiques, Esguissons-la.
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On présente aux éléves une situation problématigue assez ample,
contenant beaucoup d'objets et de relations. On leur pose, dans leur
langage |familier et aussi plus ou moins mathématigue selon leur age},
des questions netles, ¢'est-g-dire telles que 'on puisse reconnigitre quand
on a une selution. Il ne fauf pas non plus gue toutes les sohations dépen-
dent d'astuces de pensée. Chaque &léve deit pouvoir gonstruire quelgue
chose, avancer des pions. 1l faut enfin que ces questions obligent & cons-
truire un morceau de théorie mathématigue.

Cela semble faire beaucoup de conditions. Pourtant on connait pas
mal de situations problématiques de ce genre susceptibles chacune d'étre
prise puis reprise au cours des &tudes, obligeant chagque fois & construire
un peu plus de mathématiques. Citons-en quelques-unes :

* jes problémes isopérimétriques ;

® les sections du cube ou d'autres corps simples ;

* Jes problémes d'existence de pavages ocu de polyddres de types
donnés ;

¢ la mesure d'ohjets inaccessibles {la “grande géométrie” comme on
I'appelie a PIREM de Bordeanx ; elle conduit au théoréme de Thalés,
4 la similitude et 3 iz trigonométrie) ;

# les premiers processus infinis [des suites d'objets géométriques,
cinématiques, numériques] ;

* les représentations planes d’objets de l'espace (projections orthogonale
et paraligle, perspective coniquel ;

* certaines classes d'expériences aléatoires ;

* les pavages de rectangles avec des carrés [conduisantaup.gc.d. ala
oommune mesure, aux irrationnels} ;

# les surfaces définies par les fonctions de deux variables ;

* la construction des cartes de géographie ;

& les cadrans solaires et les éléments de Ia cosmographie ;

* gic,

Bien entendu, il faudrait encore montrer comment poser dans
chaque cas ct dans le langage des €leves jau milieu de leur paysage)
des questions nettes, obligeant 3 théoriser et permettant & chacun de
marquer des points. ’Au milieu du peysage des éléves’ : pour les plus
jeunes, ce paysage n'est pas iraversé par des frontidres entre disciplines.
Les mathématiques n'ont pas dans leur esprit une existence indépen-
dante du reste, et pour cux toute évidence est bonne & prendre, d'ol
qu'clie vienne. fIs doivent encore apprendre, et ¢'est essentiel mais loin
d'étre immédiat, gu'une propriété géométrique constatée empirique-
merit, ce n'est pas la méme chose que cette méme propriété déduite
dans le cadre d'une théorie donnée. Pag contre, le ""paysage’” des éléveas
plus avancés contient plus de mathématiques, déja plus sres de leur
statut. Les situations problématiques seront donc, pour ey, plus mathé-
matisées dés ke départ.
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Powr qu‘une situation problématique mobilise la pensée des éléves
et que ceux-ci s'adjugent U'essentiel de Vinitdative, il ne faut pas que le
professeur les atfende ailleurs que dans les questions posées. Cest le
cas $i velles-ci iflustrent un point de théorie sans toutefois en imposer
T'usage, et si néanmoins le professeur entend gue la classe aboutisse
& cetie théorie. Leg éléves sentent tout de suite gu'on veut les mener
atlleurs que dans les probldmes de départ.

3i au eontragire lintérét du professeur est congruent 4 celui des
éléves, si le probléme posé est bien le probléme posé et ne cache aucune
intention subreptice, si le défi est suffisant mais non trop grand, alors
les éléves se mettent en marche, mobilisent leur pensée imaginative et
critique. 1ls font fleche de tout bois, entremélant des expériences et des
raisonnements {de courte portée au début]. lls tombent en arrét devant
les contradictions et paradoxes. Avec leurs connaissances acquises et
leurs observations nouvelles, ils se mettent & construire des réponses
organisées ofl les mathématiques ont leur part. Iis font, comme disait
Valéry “des pas admirables dans les pas de leur raison’'. Bt bien entendn,
il faut les aider pour gu'ils rejoignent les mathématiques constituées.

Mais, objectera-t-on, il n'est pas si facile de mobiliser Ia pensée des
élaves. Il arrive trop souvent que des enseignants, ayant mis leur espoir
dans une situation problématique longuement mirie, ne renconirent
que la lassitude de la classe, Comment concilier cette constatation décou-
rageante avec fe sentiment, fort lui aussi, gu'on trouve parfois la bonne
stimulation et qu'alors "ils” démarrent ?

C'est sans doute qu'un &ldve (et a fortiori une classe) est un systéme
incroyablement complexe, soumis & des déterminants physiologiques,
psychologiques et sociaux inextricables. De sorte qu'il se trouve souvent
des facteurs inattendus, ou méme cachés, pour empécher les démarches
attendues. La présence méme 4 1'école, ce lien de beaucoup de
contraintes, n'est pas la moindre de ces causes gui peuvent démobili-
ser un adolescent. Des souvenirs malhevureux d'apprentissages mathé-
matigues antéricurs en sont une auire. Quire cesdeux 3, ilyena d
n'en plus finir..,

Les mathématiques sont une face de la pensée

Quoi qu'il en soit, ne suffit-il pas d'avoir vu un #ldve une seule fois
se metire & penser et agir sur un chantier de problémes A sa portée pour
savoir que la pensée mathématisante est latente dans son esprit ? Et le
grand nombre de fois oi I'on constate un éveil de ce genre, fut-il éphé-
mére, n'incite-t-il pas & croire que la pensée mathématisante est latente
dans tout esprit 7 Et enfin, n'est-ce pas parce que 'imagination et la
logique appartiennent & 1’essence m&me de la pensée gue celle-ci, solli-
citée du ¢61é des figures et des nombres, et non entravée par ailleurs,

se met 3 esquisser des mathématiques ? §i ces affirmations ne sont que
vraisemblables, si elles paraissent, par nature, impossibles 4 prouver,
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n'importe-t-il pas néanmoins, pour chague personne et pour la société,
d'en faire le pari?

8i I'on accepte ces conclusions, les mathématigues n'ont rien d'une
discipline & part, située & cété de la pensée commune, et gui pourrait
faire I'objet pour certains d'un supplément d'instruction. Elles sont, pour
ainsi dire, une face de la pensée. 11 n'y a pas des esprits concrets 4 obté
des esprits abstraits. Toute pensée est conceptualisante par nature et
encline aux mathématiques.

Mals alors, la réponse i Ia guestion ""Enseigner les mathématiques,
pour qui ? Pourguel 7' devient évidente. De quel droit amputerait-on,
par défaut d'enseignement, la pensée de guelquun de sa face mathé-
matique ? Ne pas éduquer mathématiquement un enfant, ¢'est mutiler,
défigurer sa pensée. 1i faut enseigner les mathématiques 3 tous. Aver
une resiriction majeure : tout citoyen a le droit d'étre préservé des
mathématiques réduites au sens étroit. Tout citoyen a droit au sens, dans
'acception la plus pleine du met.
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NOTES ’

{1} Why math ? Becouse. C'est la conclusion de 1], Dudley analysant Vouvreage Why Aath 7
de R.P. Driver (§pringer, New York, 1984) dans Amee. Math. Monthly 84 {1987), 479-483,
{2] On peut discuter de 'opportunité du mot sens dans cette acception, alors que ce qui
est en cause est proche de la syntade du discours mathématique. Mais 14 n'est pas notre
PIOpOS.
{3) Sur les unités de sens emboitdes et ks construction du sens, of. G. Baleson, Commuti.
cetion, dans Y. Winkin (éditeur|, La nouvelle commumication, B4, du Seuii, Paris, 1961 ;
p. 127. .
i# 1. Lakatos, Proof and refutations, The legic of mathematical discovery, Cambridge Univ,
Press, 19706,
i5) H. Poincars, Science ¢f méthode, Flammarion, Parts, 1947 ; |. Hadamard, Besai sur la
peywchalogie de Finvention dans le domaine mathématigue, Gauthier-Yillars, Pacis, rééd, 1975,

o Op, oit.

{7} N. Bourbak:, L'architecture des mathématikques, dans ¥. Le Livnneis [dditeur], Les gromis
courants de lo pensée mothématigue, Cabiets du Sad, 1948,

{8] P.J. Hilton, Le langage des caldgories, trad. paxr 1.C. Matthys, CBDIC, Paris, 1973,

{9 1l plent des exemples d’enseignements théorigues smbrayant sur des probidmes trop
ténus, En volel un. On s'obstine en. Baigi?uc 4 enseigner Vaxiomatique des probebilités
de Kelmogorov A deg éléves qui, pendant longtetups, et pour certsins d#finitivement, ne
tratteront que des cas finis. Ce qui & deux conséquences majeures © Ia premidre 25t que
les débutants deivent se dépétrer avec vn niveau ensembliste de ples gue dans Vaxiomd-
tigue élémentaire {ce qe G'est pas rien ¢ il est plos difficile d= joner avec 1 ensemble
de parties d'un ensemble gu'avee sculement les Siéments de ce dermiey] | In seconde est
que lorsque certaing £dves arvivent & des caa infinis, qui justifient vraiment Uaxiomatique
de Kolmogorow, it leur est bien difficile de perceveir I'enjeu par contreste, puisgqu'sh ce
stade ids o'ont pas réalisé que cefte axipmatique est Lrop géntrale pour ke cas o, QQuant
& ¢ceux, nombreux, qui en restent aux cas finis, ils ne comprennent jamais ce qu'on lear
4 voulu avac cette prosse machine.
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