
études 

sur le problème de collatz 

E. Ehrhart, Strasbourg 

Pour Hilbert un problème est "beau", si l'on peut l'expliquer au 
premier passant de la rue, tout en étant très difficile à résoudre. Parmi 
les plus connus, citons: 

- Le problème des treize boules, posé par Newton et résolu en 1952 en 
Allemagne. 

- Le problème des qllJ1tre cOllleurs, posé en 1852 en Angleterre et résolu 
en 1976 aux Etats-Unis par ordinateur. 
- Le problème de Fermat, toujours ouvert : on sait à présent que l'équa­
tion x"+ Y"-Z" n'a pas de solution entière non nulle pour n compris 
entre 2 et un nombre de l'ordre de 10" (Conférence de S. Lang du 15 
mai 1982 au Palais de la Découvertel. En 1983, Gerd Falting, jeune pro­
fesseur 11 l'Université de Wuppertal, a démontré que l'équation ne pour­
rait avoir qu'un nombre fini de solutions entières, quel que soit l'entier 
n>2. Les X, Y, Z étant premiers entre eux. 

Depuis une trentaine d'années, un nouveau "beau" problème cir­
cule dans le monde mathématique. Plusieurs prix sont offerts pour sa 
résolution. C'est le problème de Collatz, ainsi nommé d'après le profes­
seur de Hambourg qui l'a lancé. 

Définition : Une suite de Collatz est définie par la récurrence 

~ 3un+ 11 si un est impair ; 
U'!+l= (",/2, si"n e~t pm, 

Elle dépend d'un paramètre : son premier terme Ill' entier positif. 
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Conjecture: Pour toute suite de Collatz, il existe k tel que uk = 1 . 

Par ordinateur, le Japonais Ishihata l'a vérifiée pour <3.1012 .u i
Voici deux exemples de suites de Collatz : 


Pour = lZ, u.-lZ,6,3,1O,5,16,8,4,Z,1, ... Ik= 101.
ui 
Pour u l -13, u =13,4O,ZO,1O,5.16,8,4,Z,1, ... Ik= 101.n 

Pour u1..5O, k n'est relativement grand que pour u) =27 (k = 11ZI 
et en conséquence pour ul -31,41,47, car ces nombres figurent parmi 
les premiers termes de la suite u.=27,8Z..4J, 124,6Z,.31,94,47, ... 

Remarquons que k peut tire aWlSi grand que l'on veut, car claire­
ment k-N+ 1 pour = ZN. Pour n de 1 à k tous les termes de la ul
suite engendrée par ce ul sont pairs, à part uk = 1 . 

La proposition suivante montre également que k peut être arbitrai­
rement grand là supposer qu'il existe). 

Proposition. nexiste une suite dè Collatz globalement croissante jusqu'il 
!lm où l'entier N est arbitraire. (Ici un * 1 pour tout n"2NJ. 

Pour n de 1 à ZN les termes de cette suite sont alternativement 
impairs et pairs. 

C'est la suite engendrée par II I =ZN i-l ,où i est un entier impair 
arbitraire. Nous établirons la proposition pour ui =ZN-1 (où N> Il, 
la démonstration étant pareille pour i quelconque. 

On voit en effet immédiatement que 
111 =zN_l u2 =3 1.ZN _Z 
ua=31.ZN - I -1 u4 =32.2N- 1 _Z 
115=32.ZN- Z-l ~6=3a.2N-Z-2 

um_I=3N- 121-1 um=sN21-2 

En passant d'une ligne à la suivante un facteur 2 du produit est rem­
placé par un facteur 3. Les termes de rang impair forment donc une 
suite croissante, ainsi que les termes de rang pair. 

Relllarques. 
11 Pour III = 1 la suite de Collatz est un = 1,4,Z,1,4,2, ... Si la conjecture 
est exacte, toute suite de Collatz est donc de période 3 il partir de etuk 
il y a une infinité de k convenables. 
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Z) Considérons la suite définie par la récurrence 

\ 5un+ 1, si u. est impair ; 
"u+ 1= 1U./Z, si u. est pair. 

Pour ul-1, u.=1,6,3,16,8,4,2,1, ... est de période 7: il y a une infi­
nité de termes u.-1 dans la suite. Il en est de même pour ul-ZN , 

car uN+l=l. 

Pour 1l\-13, un=13,66,33,166.83,416,Z08,104.5Z.Z6.13 •... est de 
période 10: il n'y a aucun terme u. = 1 dans la suite. 
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sur la raréfaction des nombres 

•premzers 


E. Ehrhart, Strasbourg 

Rectification typographique. Dans l'article paru sous le titre ci­
dessus dans le Bulletin 357 : 

page 16. au lieu de numérateur i L2Zn - LZn • il faut lire 

J!.. LZZn _.!l.. LZo . 
62' 
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