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les problemes
de l’a.p.m.e.p.

Cette rubrigue propose des problemes choisis pour Voriginalité de leur
cargcilre ; esthétique, subtii, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution
nécessite intiatives, démarche inventive, recherche, effort intellectuel,

Eile gecueille tous ceux gui aimont inventer, chercher de "“beawe pro-
bigmes™... st possibie tromver des solutions, et les invite & donner libre cours
& leur imagination crégirice.

Priorité est naturellement réservée aux énonceés composes par des col-
Rgues et au dictogue ouvert entre eux par le jeu des réponses et des soli-
tions, gui sont 3 envayer it adresse suivante ;

{réponses @ des probldmes différents sur feuilles séparées 8.V.P.) _

M. Dominigue ROUX
32, cours Gay-Lussac
87000 LIMOGES

ENONCES

ENONCE N° 134 {Jean-Pierre TISO, Besancon)

Démontrer que Ay, Aqz.....A, éant 7 sous-groupes d'un groupe 4G,
H=AAs . A, est un sous-groupe de G si et seulement &

AH = AH = ... = AH.

ENONCE N*® 135 (Robert CHARDARD, Les Ulis)

Quels sont les entiers s pour lesquels 2741 est somme de denx
carrés 7

ENONCE N° 136 (Dominique ROUX, Limoges)

Quel ast 'isebarycentre des quatre cantres des cercles tangents aux
trais c6tés d*un triangle ?
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SOLUTIONS

ENONCE N° 119 (Dominique ROUX, Limoges)
Prouver que la courbe paramétrée de R? définie par !
Bk
i) = o e L
)=+ 5 + & +
7

=l 0
y{t)—~“+ !+7!+...

z(%%a»%-r%m., oi ¢ décrit R,
est incluse dans une surface cubique (surface algébrique de degeé 3).
SOLUTION (Gérard LAVAU, Mesnil Fsnard)

Soit j lz complexs de module ! er d'argument i . On a alogs

3

XD+ +2(f) = of

MO+ B+ Patl) = o

X+ 290 + iz = eft
Don

(0D + WO + 2O + (D + 22 0AD) + 20 + J2(8)) = e Titefi=1
En développant, on obtient : .
N2+ 2003 +2(2)3 = Ix(py{Ha(f) = 1
La courbe paramétrée est dong incluse dans la surface cubique d’énustion :
Sy -3z = 1.

Autres yolutions, utifisant cetfe méthode ; J. BOUTELOUP (Rouen),
Robert CHARDARD {Les Ulis), D. FERREOL {Paris), Georges GLAESER
(Strasbourg), Denis HUNEAU {Troves}, Jean LEMAIRE (Lille}, Georges
LION {imeoges), Francois LO JACOMO (Paris, Bernard LUCET
(Nancy}), René MANZONI (Le Havre), Claude MORIEN (Limoges), Jean
ONIMUS {Auxerre), Didier TROTOUX (Evreux).

Autres solutions, urilisamt des méthodes de résolution du svstéme diffé-
rentiel 3" =32, ¥ =X, 2' =y, avec conditions initiales : x(0)== 1, y(0)=2(0)=0:
Mazcel BOUTEILLER (Brive), Jean-Charles LECCIA {Annecy Le Vieux),
Thierry LEGAY (Paris), Georges LION (Limoges), Pierre MANAC'H
{Lorient), Jean NORDON (Paris), Charles NOTARI (Noé), Danie]
PECKER (Paris).

Une solution fauxre, d'un lectenr g pense que i courbe proposée est
incluse dans une guadrigee de révolution.
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Complément n® 1
Georges LION et Danie! PECKER observent une généralisation d’one
particnlarité de ce systéme différentiel.

Soit un gystéme différentiel linéaire, & coeffigients constants, d’incon-
nues x, ¥, 7 et dont la matrice admet pour valeurs propres Ay, Az, As .
1} existe des entiers relatifs p, g, ricls que ph; +gha+rhs=0 alors toute
courbe intégrale est incluse dans Ia surface algdbrigue d’&guation ;

§%x.5,2) BLx, y,2) &7 5,2} = constante,
oh £, b, & sont des combinaisons linéaires telles que :
Eg (f’}’r;Z'} = }‘ﬂ f} (an’sZ] x {pour im 1,2;3} ’
et par suite ot I{x,1,2) = A; M,

Complément n° 2 ;
J. BOUTELOUP, F. LO JACOMO et C. MORIN analysent, d’un
point de vue géométrique, la configuration obtenue. _
Lasurface 8 ’&quation ; 2+ ¥ + 22— 3xvr = 1 est de révolution
autour de Paxe Dir = y=z). Bn effet, en effectuant le changement de repére
orthonormal, défini par .

1
X TE — Zx" -
7 @x—-y~2}
1
Y = e g
¥z o-2)
]
L= & x+y+2)
v3
par lequel P'axe ID devient Paxe OZ, I'équation de la surface § devient ;
Z = D3 _
HX*+Y?)

5 a une forme d'entonnoir asymptote 2 1’axe de révolution D et au
plan normal P ’&uation : x+ y+27=0.

Un caleu} simple permet de vérifier que la courbe proposée se pro-
jette orthogonalement sur ke plan P selon la spirale logarithmigue 4’ é&ua-
tion polairs ¢

- 8
s 2o A o3
r 3e . {0 2).
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Complément n° 3

Il est surprenant de constater qu'aucune réponse n’évoque la ques-
tion de savoir s'il existe d*autres surfaces cubiques que la surface S, répon-
dant & Iénoncé 119. En fait, 'unicité de S peut se démontrer ainsi :

Supposons que deux surface cubiques distinctes S et S' contiennent
Ia courbe donnée. Pour tout plan II (sauf éventuellement pour un nombre
fini de plans) les intersections de II avec S et 8’ sont des cubiques planes
C et C'. Un théoréme de Bezout nous permet d’affirmer que le nombre
des points réels communs & C et C’ cst au maximum 9, si on choisit IT
non parell¢éle & P, afin que C soit une courbe irréductible. Par suite, la
courbe donnée dans 1'énoncé 119 rencontrerait en particulier tout plan
contenant I’axe D en au plus 9 points réels, alors que le complément n® 2
ci-dessus montre qu’une telle intersection est formée d’une infinité de
points. Cette contradiction prouve que la courbe proposée est contenue
dans une seule surface cubique, et par suite n’est pas contenue dans une
quadrique (car la réunion d'une quadrique propre et d’un plan est une
surface cubique).

ENONCE N° 120 (Jean BERRARD, Paris)

On donne un triangle ABC de centre de gravité G, Comment faut-il
placer le point M dans le plan pour que les médiatrices de [MA], [MB],
[MC] forment un triangle admettant aussi G comme centre de gravité ?

SOLUTION de Jean ONIMUS (Auxerre)

Soit O le centre du cercle
circonscrit 4 ABC, a,b,c les
milieux des segments [BC],
[CA], [ABI], et A, B', C' les
points de rencontre des média-
trices de [MA], [MB], [MC].

A' est le centre du cercle
circonscrit au triangle MBC,
donc est sur la médiatrice Oa de
IBC]. D¢ méme, B' est sur Ob
et C' est sur Oc. G étant le centre
de gravité de ABC (ou de abc)
et G' étant le centre de gravité
de A'B'C’', on a la relation :

— —— — —
aA'+bB +¢cC'=3GG" .
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Ponc ABC et A'B'C' ont méme centre de gravité si ¢t seulement si :
el —- —i-
aA +BR +0 = 0.
&'l en est ainsi, on peut construrre us iriangle PQR aves :
QR aA‘ RP bB' PQ cC‘
Cetriangle a ses cités perpendiculaires & coux du triangle ARC, done

lui est directement semblable. Une rotation d’angle + T o - :%: rend

2
im cc‘ités de PQR parailéles 4 ceux da ABC, d’on :

L ; g = o
5 oA am ° BC,aA = CA ) = AB,CH = = T (mod 27).

Les trois triangles isocéles BA'C, CB’A, AC'B soni directement
semblables et ¢

ABAC=FCERA=(CACE  (mod 27

or
ABAT)=2MBMC), BECFA=2MCMA), ©A,CH)=20MA MB)
d’oi ; MB,MC)= (MC,MA}=(MAMB) (mod 7).

La somme de ces trois angles valant & fmod o), leur valeur commune
est + % os ~ 3?:1 , a valeur 0 étant diminée puisque A,B,C ne sont pas
alignés.

Dans le cas géndral, on obient deux points M et M* solutions, &
sont les points d'ol Pont voit les frofs odtés de ABC sous up méme angle
de droiie,

On fes obtient en consiruisant les centres A', B, C' des trois triangles
égutlatéraux extéricurs & ABC et de ¢ftés BC, CA, AB ; puis les cenires
A", B", C" des trols triangles équilatéraux ““intérieurs®® de cdtés BC, CA,
AB. Le point M’ est commun aux trois cercles, de cenire A' passarnt par
B et C, de centre B’ passant par C et A, et de centre C’ passant par A
¢t B, De méme, pour M” avec les centres A”, B, C".

On reconnaft 12 configuration des deux triangles de Napoiéon A'B'C’ et
A'B"C", qui sont éguilatéraux et de méme cenire G ; ainsi que le point
de Fermat {ou de Torricelli) M’

Dians fe cas particulier ot ABC est &guilatéral, il vy a plus que deux
solatons ; M est quelconque sur Je cercle circonscrit A ABC et M” esten O,

Auntres bonnes selutions ; L’auteur, Jean BOUCHENCT (Ivry), Jean
COSTESEQUE (Touloust), René MANZONI {ie Havre), Charles
MNOTARI (No#).
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Solutions partiellss : Suzanne CHRETIEN (Villernombie), Francois COU-
LOWINER {(Forges-les-Eaux), Frangois L JACOMO (Paris),

Une réponse fausse.

ENONCE N° 121 (Frangoise CREHANGE, Antony)
Pour quels téels o ¢t b Véquation du cinguidme degré .

i—-a 1 l+g 1 a 1 1 i
x+8 +8 +8 +8 =§

1+e e+ 1¥ I—a (x—1% i+a x+1 I—a x-1
est-clle résoluble dang € par radicaux ? Btudier Pexistence de racines
multiples.

SOLUTION : L:auteur de cette solution souhgire garder Ianonymat.
L’énuation s'éerit :  faxi=»b ol :

B Betx) , 8ltex)
flax)=x+ (Ul - +(3 +a¥l+x)*

On suppose a*+#1 . Observons que @ f{— %-,-—x)w —fla,x} . On peat
donc supposer a*<1.

Effectuons un changement de variable © x= %-“2.5 {i-gm =144

et de paramétres : a=-2tL pi1=_ 2P ,
m=1 m

Véquation s'écrit :
P A+ x) & 1+ ax) 4 X1

_——— T

m {J-afl-2p (Q+a}l+x® 2

= Q+o(-L+i-L -y Ll
Arot-5 ! z")+}+t

L équation prend 1a forme suivante :
BY:  BrAQnm+1 - m-pit £t - py+ 2m2+ m) 4+ m2 =0

Drautre part, construisons & partir de deux nombres complexes x;
ot xy irois autres nombres x3, Xy, x5 ainsi

1 -
X3m — +x1+xg‘ Xy Xpxs , Xg= = 14+ 3 .
1+x3 (1 +x; M2 +x3) 1+xg

On observe gue :

Xl -+ Xg) = xp209(1 + X5) = X3%4{1 + X3) = Xgxs(} + X2} = xyx5{1 +x3)
Ia valeur commune étant ;
= Xixall x4 0)

Q+xp( +2)
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Calculons les _foactions syméirigues éiémentaires de x;, X», X3, X4, Xz

m _ 2
* XX = KXy et Xgim — JE
1 XXX S 12“ ES

¢ l4x +xptxyge~dpXs et 14X Fxg+Xgm XXy
doll 24 xitx3+xy+xgtxs= —x3(l +xy+xg=m
si+ Lyl L % g st28 Ll amo2
X3 X 1+xp+Xx2 m Xi m
done @ XpxaXaXs + XIXgXaXs + X XoXaXs + X\ XoXaXs + X XpXsXa = 2m* + m
® Xy X3+ XpXg+ XX + Xgxy +xexa= b — 3, introduisons alors un second
paramétre p, en posant ©
XpXa T Xoxy + Xaxg b XgXz + XsXj = 2 — p
onadonc Lxgy=t-m-p
® Xi09Xgw B XX
d’ot  Xyxexg XXXy + XXX+ Xakgks +X1Xaxs = Im+ p
et X ¥pry= —m(l+x2), doll :
XpXaXy + XpXaXg + XaXeXs + XpX4%5 + X3X305 = — w0 — 3m

En fin de compte xLx,%3,X8.%5 sont les racines de {*équation :
B 152~ i)+ {1 — 1 p) + M2 — P+ Ui+ m) + P =0
qui est Péguation {E) ci-dessus.
Observant que chacune des racines de PPéguation (E) s’exprime ration-
netlernent en fonction de deux quelcongues d*enire elles, nous pouvons

sonclure, en utilisant yn théoréme de Galois, que FPégugiion est towiours
résaluble par radiceux (et le groupe de Galois est métacycliquel.

Mais Ia résoudre effectivement serait une autre affaira! Référence :
Encyclopddie Universalis, VI, p. 84,

Cas ol # existe nne racine multiple :
Les relations exprimant xy, X4, X5 en fonction de x| et X3 permetient
de constater que :
X| =Xy = X3=2Xs
X=Xy &2 X=X
X=X o Xp=2X3
X =Xg &= Xa= Xy
X2=Xg e xymAY
En conséquence, il existe une racine multiple, alors :

* pu biex oeite racine est double f il existe une seconde racine double
&t une racine simple,
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* oy bien "équation admet une racine quintuple.
Dans le premier cas, Péquation (B) s¢ factorise comme suit :
g+ o7 F o+ P+ &%"i y=0
Revenant 4 'dquation initiale f{a.x)= b nous voyons gue ses racines
sont slors de la forme
X H-g: {simple), x'=1- 2o {double), ¥'= 1] m.é_ {double).

I....
La raci . 1 £¥5
a racine est guintuple pour W =a+ 1, donc pour az-_-_-mzmm.

Auire solution . L'auteur.
Solution partielle © Charfes NOTARI (No#).

Compléments ;

appelant 4y, us, ty, wg, us les racines de I"éguation Hax)=b,
Madame CREHANGE obtient les dix relations suivantes enire ces nombres,
qu'il esi possible de déduire des relations ci-dessus entre X[, X2, X3, X4, X5,
par le biais du changement de variable adopté ;

WU 8 b Uy~ UKty + Mgy~ g Jy - g - S =0
1)ttty -+ Hylty - Uy + e~y —~ Iy~ iy~ 5=0
Lgtistig + Wateg — tathy + tistly — Wy — Juy — iy — 5 =0
Ualigles + Uglls — Ul + Uty — iy ~ Mg~ tig — § =0
Uauste] + sy — Uglt) + tights — g — s -ty — § =0
gl iy — B Uy + gty — Uity — ey — 30y — g+ 5 =0
Uttty ~ Watdy b Watis~ sy ~tig— Jug — s+ 5 =0
B Mates Yyl b gy~ Hylg =~ Mg = 3y~ + 5 =0
Binligdy — Baly + Mples — tiptiy — Uy — 3y — s + 5 =0
Ustistey — Uy + Wty — Walis — tig — Bls — 1y + 5 =0

Ce sont A nouvean des relations qui permettent d’exprimer rationnellement
toutes ley racines en fonction de deux quelcongues d’entre elies.

Madame Créhange signalc sussi que Ia fonction y=f{g,x) a, selon
Ies valeurs de @, deux ou six extrema réels. Lorsqu’il y en a six coux<i
peuvent 8ire regroupds en trois paires, les ordonnées de deux extrema de
chague paire &ant égales.

Autrement dgit, i courbe représentative de cette fonction adimet irois
tangentes doubles paraliéles & Paxe des sbscisses. Voici deux exemples
numériques obtenus par ordinateur :
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Dypour a=0 I fonction a deux minima réels A ¢t B,

x(A)=0,087378 HAY=",692616
X(B)=4,678574 #B)=7,692616
2) pour g= % )& fonction a six extrema réels :
*A)= -3 Hay=~ 3
x{B)=~ — 3,457427 HBy= ~ ll LH68585
X{Cyme — 2 HCy= — ?
KD - 1, 744563 HDys — 11 668585
xEy=~ —§,542573 HE)= 17293585
X(Fr=9,744563 MF)y=17,293585
COURRIER DE LECTEURS
Y) Solution tardive

ENONCE N* 116 ; Marc LAVENIR {Montceau-les-Mines).

2) Monsieur L. THIBERGE (Paris) nous fait parvenir une excellente lat-
tre généralisant e résultat géométrique €udié dans le probléme n® 117,
La veoici, In extenso, livrée auy lecteurs.

[Note : au sujer des foyers G’ et G de Vellipse {E) tangente aux chtés
du triangle en leurs milietx, les lecteurs sont invités A consulter le livre
de Yvonoe et Rend SORTAIS (Le Many) ¢ La péométrie du triangle
{Hermann, 1987), page [44].

“k. Le probléme proposé par M. J. LEGRAND, de Biarritz, sous le n®
117 dans le Bulietin de I'A.P.M.E.P. n° 366 de septembre 1986 {p. 555)
présente un grand intérét.

. C'est & juste titre que R. DELTHEIL et D, CAIRE "oni publié dans
leurs Complémants de Géomitrie (Paris, Baillidre 1951, p. 352}, un ouvrage
excelent aujourd iui épuisé ; les auteurs y retienanent une suggestmn de
A, HENNEQUIN, noire ami regretté, & savon'

Les médianes du triangle ABC § mconnu recoupant le cercle circons-
erit @) en P, @, R donnés, d'affixes 2, 23, 73, le centre de gravité G du
triangle ABC est 'lmage de Pune ou 'autre des racines de Péquation du
second degré
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(N 1o 1 4 =0
F il 4| I—%s L— 23

la construction de telles images ost classigue.
On peut ajonter : les points (' et G" obtenus, en général distincts,

sont les foyers de Pellipse {E) qed iouche les ¢Siés du triangle POR en leurs
milisux. (E) a pour cenire le centre de gravité du triangle PGR.

H. La simpHeité de ce résultat se Ialsse micux apprécier si, plus générale-
ment, on vient 4 remplacer dans énoncé Ie centre de graviié par le bary-
centre <3 des points A, B, C, affectés des coefficients x, 3, ¥ donnés :

afy@ +8+9)1#0;

on supposc, pour avoir affaire A des triangles stricts seulement, que G n’ap-
partient pas an cercle circonserit (@) :

ByYBC? +yCA* + aBAB 0 .
L'&qguation (1) devient :

@ e 4.8 _, 1 o,

ses solutions, si général distinctes, sont les affixes de deux points G’ et G".

a) Il existe une conique (I") ayant pour foyers G° et G et touchant les coiés
du triangle PQR .

b} Le barycentre O de P (8 ++y), Qfy +a), R(x + ) est le centre de (T).

<) Le baryeentre H de P (8), Qfya), R{a) est tel que ('} rouche cha-
cun des ¢btés QR, RP, PO, respectivement en son point de renicontre avec
PH, QH, RH .

4} Au sens de la Géométrie du Triangle, G' ef " sont deux poinis
“imverses' par rapport au triangle PQR ¢ les triangles A'R'C ot AYBYCT
associés A G et G sont tels gue A'A", B'B”, C'C" onl respectivement
méme médiatrice que QR, RP, P

On reconnait deux cas particuliers :
» dans 1a section I, les points O et H coincident avec le centre de gravité
du triangle PR ; .
» dans le cas of Péguation {2} a upe racine double, {I') est un cercle
inscrit ou exinscrit au triangle PQR.

HY. On peut convenir de donner un sensaucas a+ 3+ =0 ;G estalors
le point 4 Pinfini d’une direction ¢A) ; les triangles A{a), B(3), Ciy) et
P(cx), (), Ki*¥} sent symétriques par rapport auv diamdtre (L) de {Q} per-
peadicnlaire & (A) ; le point O est, v aussi, le point 4 Uinfini de (A) ; e
retour de PQR 4 ABC ast unigue.
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Que sont devenus les points G et G" de Ia section 11 ? L*éguation
(2) s’abaisse an premier degré ; on convient d’interpréter cet abatssement
comme relagf au point 2 Uinfini de (A), G o5t e G.

G est le foyer de la parabole (I} gui remplace la conique & centre
(') de la section 11, parabole dont la direction d’axe est (4) et qui touche
les oftés du triangle POR ; les points de confact restent ceux qui onf &¢
définis au ILc).

Par malheur, le foyer G” est un point de () er doit donc $tre récusé.”

%) Jean RUFFIN {Royat) cooununique des informations et précisions an
sujef des commentaires 4 la solution de I"énoncé n® 112.

Le théoréme de JACOBSON £noncé en haut de la page 216 du Bulls-
tin n° 358, reste vrai méme si 'anneau n’est pas nnitaire. Référence : 4a
elementary proof of a theorem of Jacobsen par 1.N. HERETEIN, dans
Duke Mathemgiical Journgl 21 {1934), pages 45 4 43. On notera au pas-
sage 'astucieux raispnnement suivant, qui permet de démontrer que tout
&ément nilpotent est nul.

Supposons que x soif nilpotent et non nul.
Soit k le plus petit entier positif il que =0,
Par hypothése, il existe un entier n, n>=1, tel que xt=x.

B k=n, alors x=xt=y=0 : coniradiction.

i k<n, alors x=xF=xt~k xX=(0 ; comradiction.
si k>n, alors Quxf=xk-—nyn=xX—fixzxk+l-a,
Mais k41—-n>0 et k+1-n<k: contradiction !

4) Pour le prochain Bulletin : intdressantes réponses 4 la question posée
page 355 du Hulletin n° 359,

Erraiz : )

IDans le Bulletin n® 359, certaines barres horizomtales de radicaux ont
&té trop prolonpgédes, Ceci s’est prodmt page 350 anx Hgnes 9 et 10, e
page 351 aux lipoes 1 el 6.
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