
découpage du segment [0,1). Je suis habitué à ce genre de formule en com­
binatoire mais j'avoue avoir été surpris la prenùére fois que j'ai vu appa­
raître des logarithmes dans des formules de dénombrement concernant des 
problèmes à paramètres tous entiers. Rien de plus naturel pourtant: si n 
est un entier positif alors p= 2- est un entier positif, cependant 

n  = In(p). 
ln (2) 

Cette solution permet aussi de comprendre pourquoi on trouve dans 
le bagage de fonctions de tout micro-ordinateur outre les polynômes, cos, 
sin, exponentieUes et logarithmes, deux fonctions capitales: valeur abso­
lue et partie entière. 

Moi qui croyais avoir tout fait pour faciliter la découverte de la solu· 
tion ensembliste (plus simple ... quand on l'a trouvée), vous devinez ma 
surprise de recevoir ... une solution analytique. 

Enfin, je conseille au lecteur non familiarisé avec ces questions de 
résoudre l'exercice suivant: 

"E est un ensemble infIni, aeE, trouver une bijection entre E et 
E-lal" 
Il constatera la simplicité qui résulte de l'impossibilité de faire de la 

géométrie ou de l'analyse, pour résoudre le problème, si l'ensemble E n'a 
été a priori muni d'aucune structure (géométrique, algébrique ...). L'inté­
rêt didactique que je vois à cela est de montrer qu'il est difflcile et pour­
tant parfois profltable de s'interdire d'utiliser une structure même si eUe 
existe a priori dans l'ensemble que l'on étudie. C'est l'un des apports de 
ce que l'on convient d'appeler: mathématiques modernes. 

premières activités  
mathématiques en seconde  

par Francis Labroue 
Lycée François  Villon,  Paris  ]4e 

La classe de seconde présente une particularité: à la différence de la 
plupart des classes de collège et de lycée, son programme de mathémati­
ques comporte peu de notions nouvelles. 

Aussi dans les objectifs de cet enseignement figure plus encore qu'ail­
leurs l'acquisition de méthodes de travail efficaces par la pratique de pra­
blèmes, afin d'envisager l'avenir avec un maximum de chances de réussite. 

Une teUe finalité, gui ne concerne pas uniguement klllIIitbtmiitiqUCII, 
peut paraître à la fois très stimulante et un peu ambitieuse, un jour de ren­
trée, à un professeur découvrant dans une classe de seconde ses nombreux 
élèves aux motivations les plus diverses ! 
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Que faire? Comment, en mathématiques aussi,  participer aux nou­
veautés de la rentrée en seconde (une nouvelle année scolaire avec une ou 
plusieurs nouvelles matières et, presque toujours, un nouvel établissement) 
et tirer profit d'une certaine bonne volontée collective ? 

En établissant à l'aide d'un questionnaire à remplir en temps limité 
un "bilan de rentrée" après quatre ans de collège .•. et plus de deux mois 
de vacances ? 

En posant des exercices ponctuels de révision... par exemple de calculs 
dans R? 

Ou en proposant, après un rapide exposé des objectifs de la classe 
en mathématiques, un problème mêlant les aspects numériques et géomé­
triques et conduisant, comme le recommande l'introduction au programme, 
à "mettre en lumière différentes phoses d'un raisonnement mathématique: 
conjecture,  mise en  œuvre d'arguments,  élaboration  d'une stratégie de 
démonstration et rédaction  de  la  démonstration" ? 

Voici un exemple d'une telle activité qui, s'appuyant uniquement sur 
des résultats étudiés au collège, peut être envisagée dés le début de la seconde 
(le point de départ figure en exercice dans quelques manuels). 

L'expérimentation en a été faite à la rentrée 1985 dans une classe de 
36 élèves ayant tous choisis l'option "langue vivante III", dont la moitié 
déclarait le jour de la rentrée souhaiter continuer en première Al, la sec­
tion S n'intéressant que 6 élèves. Quelques mois plus tard les vœux avaient 
évolué et un tiers de la classe était en première S à la rentrée 1986 • 

• 

Première activité (menée en classe entière) 

On trace un demi-cercle dont le diamètre est un segment de longueur 
i donnée: 

A B 

425 

Bulletin de l'APMEP n°360 - Septembre 1987



On divise le dÎamètre précédent par deux et on construit deux demi­cercles  : 

A  B 

On divise chacun des diamètres précédents par deux et on construit de nou­
veaux demi-cercles : 

A B 
On construit de façon analogue une figure 4, une figure 5 ... 

Sans difficulœ apparente la classe observe par des questions­réponses 
orales qu'en répétant celte opération on obtient une succession de demi­
cere/es de plus en plus nombreux et de diamètres de plus en plus petits; 
donc ces demi-cercles sont de plus en plus proches du segment de longueur t. 

Question : Que devient la longueur totale de ces demi-cercles situés 
entre A et B lorsque le nombre de ceux-ci augmente 1 

On demande tout d'abord une réponse intuitive, individuelle et écrite, 
obtenue en regardant les figures et sans effectuer le moindre calcul. 

Après quelques instants de réflexion, un peu moins de la moitié de 
la e/asse pense que cette longueur se rapproche de la longueur t du seg­
ment, quelques élèves écrivent qu'elle est constante, l'autre moitié n'ins­
crivant aucune réponse. 

On observe sans surprise qu 'unefois les résultats proclamés, les indé­
cis semblent se railler à la majoriœ tandis que les rares tenants d'une 
longueur censtante s'affirment sûrs de la justesse de leur point de vue. 

A la question, comment prouver aux autres que l'on a raison, la 
réponse jaillit, faisant immédiatement l'unam/nité: par une 
DEMONSTRATION! 

Très rapidement des élèves proposent de calculer cette longueur pour 
les figures l, 2 et 3, et un travail individuel et écrit s'enGaGe pour lequel 
il est nécessaire de rappeler, pour une minorité et sans dramatisation, la 
formule donnant la longueur d'un cercle en fonction de son diamètre. 
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Line correction au tableau s'impose avec d'unepart un rappel des résul­
tats utiles pour mener à bien les calculs sur les fractions et d'autre part 
un rappel du problème posé .' dans quel but ces calculs sont-ils effectués? 

C'est aion; la surprise chez la plupart des élèves et le triomphe de ceux 
qui proclamaient que la longueur étudiée est constante. 

A-t-on démontré ce dernier résultat? 
Oui, non, les avis divergent, et deux idées sont formulées petit à petit : 

- ce n'estpas parcequ'un résultat est démontré pour lesfigures 1,2 et 3 
qu'" est toujours vrai; 

- c'est toujours le mbne procédé qui permet de passer d'une figure à la 
suivante. 

La recherche d'une description détailiée de ceprocédé pennet depré· 
ciser la démonstration ..  puisque l'on passe d'une figure à la suivante en 
remplaçant une ou plusieurs fois un demi-cercle par deux demi·cercles de 
diamètre moitié, il suffit de justifier que dans un tel changement élémen­
taire la longueur est conse1'1lée, et ceci quelle que soit la longueur d du 
diamètre du demi-cercle de départ. 

II ne reste plus à chaque élève qu'à rédiger la démonstration avec des 
phrases simples et précises et des flguJ'eS dessinées avec soin... ce qui 
demande un certain temps et s'avère très difficile dons bien des cos. 

Une rédaction est enfin réalisée coUectivement au tableau. 

En conclusion,  on  peut  récapituler  les  objectifs de cette  première 
activité: 

1.  Mettre en évidence la nét:essité de démontrer: ici,  sans démonstration 
presque  toute  la classe proposait ou acceptait  une répanse fausse. 

2.  Observer les différentes phases d'un raisonnement mathématiQue: choix 
d'une conjecture,  recherche  d'arguments qui  peuvent la  justif"Ier ou 
conduire à une nouvelle conjecture, organisation des arguments permet­
tant de construire une démonstration, enfin rédaction de la 
démonstration. 

3. Combler certaines lacunes: non seulement l'oubli de certains résultats 
est mis en évidence, mais le déroulement de l'activité nécessite leur uti­
lisation répétée et favorise donc leur mémorisation et leur maî'trise. 

4. Remarquer que les calculs ne constituent pas un but en soi mais sont 
un outil pour parvenir à des résultats (ICi des longueurs) qui doivent être 
interprétés en fonction du problème posé (longueurs égales). 

5. Insister sur la qualité de l'expression orale, écrite et graphique: l'exis­
tence d'opinions contradictoires dans III clil5~ rend ÎIldi$pensable la 
recherche de clarté et de précision dans la communication. 
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6. Mobiliser l'at/ention des élèves plus longtemps que d'habitude sur un 
sujet donné; la nouveauté du problème, la relative simplicité de la pré­
sentation graphique et des notions mathématiques mises en jeu, les 
rebondissements dans la recherche d'une solution créent à cet égard des 
conditions particulièrement favorables. 

7. Constater que l'aspect apparemment paradoxal du résulJat (la longueur 
totale reste constante et supérieure à une fois et demi la longueur du 
segment alors que les demi-cercles sont de plus en plus proches de ce 
segment) conduit à prolonger cette première étude et à se poser de nou­
velles questions. 

C'est l'objet des activités suivantes . 

•  

Deuxième activité (menée en classe entière, terminée en exercice pour 
la séance suivante) 

On prolonge l'activité précédente d'une nouvelle question à résoudre 
individuellement et par écrit. 

Question: Que devient l'aire totale de ces demi-disques situés entre 
A et B lorsque le nombre de ceux-ci augmente? 

Laformule donnant l'aire d'un cercle étant rappelée, les élèves. petit 
à petit, calculent les aires correspondant auxfigures J, 2 et3. C'estl'occa­
sion de combler de nombreuses lacunes: fraction élevée au carré ... 

L'étude, sans indication mais avec documents (corrigé de la première 
activité), du passage d'une figure à la suivante constitue une difficulté 
encore infranchissable pour la plupart des élèves. 

Le corrigé se rIXe trois objectifs: 

1. Montrer comment le raisonnement utilisé lors de la première activité peut 
s'adapter au nouveau problème, c'est-à-dire: apprendreà utiliser dans 
une nouveile situation une démarche déjà rencontrée et décrite dans un 
document. 

2. Distinguer résultat qualitatif et résultat quantitatif. 
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L'étude du changement élémentaire décrit dans la première activité peut 
conduire à  un résultat qualitatif ­ l'aire correspondant à  la  figure b 
est plus petite que celle correspondant à la figure a  -!'dont la démons-
tration tient en un seul mot  "regardez 1"...  et quelques hachures. 
Elle peut aussi déboucher sur un résultat quantitatif­l'aire correspon-
dant à  la figure b  est  la moitié de celle correspondant à la lIgUfe a  -
dont la  démonstration se  résume à  quelques  lignes  de calcul. 

On retrouve cette distinction lorsqu'on conclut J'activité: à la différence 
des longueurs qui restent constantes, les aires considérées sont chaque 
fois divisées par deux lors du passage d'une figure à la suivante. L'aire 
étudiée devient donc de plus en plus petite lorsque le nombre de demi-
cercles augmente. 

Cette deruière phrase traduit un résultat qualitatif, ne nécessitant l'in-
troduction d'aucune définition nouvelle (suite, convergence •.. )  ; il peut 
donc être obtenu en restant dans le cadre des instructions et commen-
taires du programme de seconde. On signale aux élèves qu'ils pourront 
préciser ce  résultat dans  les  classes  ultérieures. 

3.  Introduire une perspective historique: la fIgUfe b avec l'égalité des aires 
de la partie hachurée et des deux petits demi­disques prend un tout autre 
relief lorsqu'on l'accompagne d'informations historiques sur les grandes 
étapes du développement scientifique:  le  cercle en tant qu'objet géo-
métrique lié au nombre 'Ir est à cet égard un sujet d'une grande richesse 
dont une classe de seconde peut  tirer profit. 

Peut­être est­ce parce que l'on étudie des demi­cercles que l'on obtient 
ces  résultats un peu déroutants. 

Aussi  les  activités  suivantes  vont­elle  faire  intervenir  de  nouvelles 
figures  géométriques. 

• 

Troisième activité (recherche commencée en Travaux Dirigés, à termi-
ner  sous  forme  de devoir rédigé en temps libre) 

Il s'agit de reprendre les questions posées lors des deux premières acti-
vités, les demi­cercles étant remplacés par des triangles rectangles isocèles 
dont l'hypoténuse est  située sur  le  segment AB. 

A  figure 1 A ..  figure 2  B 
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Pour le calcul d'un côté de l'angle droit,  kI trigonométrie dans le trian­
gle rectangle n'évoque aucun souvenir précis; en revanche l'énoncé du théo­
rème de Pythagore est connu de presque toute la classe. 

Cependant son utilisation dans un but précis ­ ici, ca/culer un côté 
de l'angle droit ­ est une difficulté che:. kI plupart des élèves: ceux-ci 
effectuent des calcuis en oublklnt ce qu'ils cherchent. 

D'autre part l'utilisation 
d'un résultat géométrique (ici la 
présence d'un carré) pouréviter 
certains calcuis ou controler leur 
exactitude, semble constituer 
une nouveauté relevant de la 
magie ! 

EIlfin, des progrès, encore 
A Bmodestes mais cependant très 

encourageants, sont à noter dans kI rédaction des démonstrations • 

• 

Quatrième activité (complétant  le  sujet de devoir) 

Le tracé des figures doit litre soigné et chaque répanse justifiée par 
des explications claires et précises. 

Entre deux points M et N distants d'une longueur f, on construit la 
succession de figures suivantes obtenues en remplaçant chaque demi­cercle 
de la première activité  par un carré et un segment: 

2  1.  1. 
2  4 

1 

\[ - -' - 1 
M N M Nfigure 1 ftgUre 2 

ou par un segment et un demi­cercle situé alternativement au­dessus et au­
dessous du segment : 

M l N M2 

figure 1 
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1.  Tracer,  dans chaque cas,  la  figure  3 lorsque  16 cm. 
2.  a) Calculer, en fonction de  f, pour chacune des trois figures compor­

tant des carrés, la longueur de la ligne tracée joignant M à N et l'aire 
de la surface comprise entre cette ligne et le segment MN. Que constate­
t-on 1 

b) Même question pour les trois figures comportant des demi-cercles 

3. (Pour chaque calcul, on demande la valeur exacte du résultat et éven­
tuellement sa valeur approchée à 10- 1 prés obtenue à l'aide d'une cal­
culatrice : il serait illusoire de dépasser la précision du millimètre). 
On considère la figure 2 relative aux carrés. 

a) Pour quelle valeur de t la longueur calculée au 2. est-elle égale à 
10 cm 1 
b) Pour quelle valeur de f l'aire calculée au 2. est-elle égale à 6 cm' ? 

4. Reprendre la question 3. en considérant la figure 2 relative aux demi­
cercles. 

Le devoir étant à  rendre la  semaine suivante,  les élèves sont invités 
à commencer la recherche des réponses le plus tdt possible et à apporter 
en clas.se leur brouillon lorsqu'ils sont en situation de blocage.  Bien que 
renouvelé à chaque séance cet appel à exposer ses difficultés sur le devoir 
ne recueille que très peu d'écho, saufen ce qui concerne l'utilisation d'une 
calculatrice. 

La correction des copies montre un travail presque toujours sérieux : 
soin dIlns  le tracé des figures,  efforts pour rédiger les démonstrations ... 
En revanche,  les e"eurs sont nombreuses dIlns les calculs comportant des 
fractions,  et les deux dernières questions ne sont traitées correctement que 
dans de très rares  cas. 

Le corrigé est presque exclusivement consacré à la recherche d'une 
méthode de résolution pour les questions 3. et 4. 

On commence par essayer de poser le problème en répondant aux 
deux questions : 
- que sait-on? (de quels renseignements intéressants dispose-t-on ? où 

les trouver 7) 
- que cherche-t-on ? 

Puis on cherche à proprement parler une méthode de résolution: 
comment utiliser ces informations? à quel type de probléme déjà étudié 
est-on ramené?... 

Il parait utile de rappeler à ce sujet quelques "évidences", surtout 
si elles ne sont pas ressenties comme telles par un nombre non négligeable 
d'élèves. 
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•  Chacun est capable de se poser ces questions et de répondre, au moins 
partiellement, à certaines d'entre elles; si la résolution d'un exercice ne 
semble pas très facile, ces réponses, mêmes incomplètes, doivent ngurer 
sur la copie; en effet, le fait de ne plus être devant une feuille blanche, 
d'avoir ainsi déplacé tout seulles difficultès,  facilite  la poursuite de la 
recherche. 

•  Pour reconnaitre qu'un problème ressemble à  une situation déjà ren­
contrée et pouvoir ainsi utiliser une solution déjà rédigée, il est néces­
saire d'avoir regardé de très près certains corrigés d'exercices et quelques 
démonstrations de théorèmes du cours signalées par le professeur comme 
particulièrement utiles. Très concrètement, cela signifie qu'un élève doit 
non seulement connaitre des rèsultats mais aussi s'imprégner de certaines 
méthodes de démonstration, par exemple en essayant de refaire tout seul 
certains exercices déjà corrigés en classe. En cas d'échec ses documents 
personnels doivent lui permettre de situer et de surmonter ses difÏlcultès ; 
sinon, il est urgent de prendre contact avec le professeur. 

• Ennn un résultat numérique obtenu lors d'une activité mathématique 
n'est pas nécessairement un nombre entier: autrement dit, si le résultat 
n'est pas un nombre entier on n'a pas nécessairement faux et on n'est 
pas obligé de tout rayer sur sa copie. L'êtude de la pertinence d'un rèsul­
tat numérique au regard du problêtne posé est d'une autre nature! 

Cinquième activité (donnée en devoir surveillé) 

Il s'agit de deux exercices reprenant les questions posées dans les acti­
vités précédentes; dans le premier les demi-cercles de la première activité 
sont remplacés par des rectangles pour lesquels, comme précédemment, 
la longueur considérée est constante. Dans le second, on envisage de nou­
veaux rectangles situés alternativement au-dessus et au-dessous du segment : 
la longueur considérée augmente à chaque changement de rJgure tandis 
que l'aire reste constante. 

Ce premier devoir surveillé avec des résultats très contrastés, souvent 
ressentis comme décevants, a permis à la plupart des élèves de commencer 
à mieuxpercevoir où sesituaient leurs difficultés: lacunes concernant des 
résultats mathématiques. mauvaise gestion du  temps pendant le contrlJle, 
inaptitude à refaire des démonstrations que l'on avait  "comprises" lors 
d'un corrigé antérieur,  confusion dans la rédaction ... 

Le moment devient très favorable paur proposeraux élèves une aide, 
en par/iepersonnalisée, qui nepeut trouver sa pleine eff=ité que si œux­ci 
ont une attitude active: ils cherchent à mieux déterminer leurs manques 
et ils demandent au professeur des activités spéciftqUeS d'abordpOlir com­
bler leurs lacunes puis pour justifier leurs progrès lorsqu'ils se sentent 
prêts... 

432 

Bulletin de l'APMEP n°360 - Septembre 1987



• • 

La géométrie dans l'espace, abordée dans la classe à l'issue de la troi­
sième activité, permet de mettre en pratique les bonnes résolutions: cette 
portie est vécue par les élèves comme une découverte. bien qu'en cinquième 
et troisième les programmes la mentionnent; elle permet l'étude de situa­
tions nouvelles où les calculs n'interviennent pas nécessairement, permet­
tant ainsi d'une part de mieux concentrer l'attention sur l'observation des 
figures et l'apprentissage des démonstrations, et d'autre part de ne pas 
reproduire immédiatement chez les élèves la hiérarchie des classes 
antérieures. 

• 

Conclusion 

Intervenant à  un moment privilégié, la rentrée scolaire, le choix des 
premières  activités mathématiques dans une  classe est  important; celles 
décrites ci­dessus  ne sont qu'une possibilité qui pourrait être complétée, 
par exemple par la recherche d'une configuration satisfaisant à  telle ou 
telle contrainte lors du passage d'une figure à  la suivante ; d'autre part, 
leur présentation pourrait être reliée à  la technologie et  aux arts décora­
tifs: la longueur étudiée correspondant à celle d'une piéce en fer forgé 
ou en bois, et la surface considérée mnt recouverte de peinture, de feuille 
de métal ou de film plastique ... 

Il n'en demeure pas moins que ce premier travail mathématique est 
destiné à favoriser la réussite de chaque élève au cours de la classe de 
seconde. Aussi il cherche à être rassurant en utilisant des notions étudiées 
au collège et à éveiller l'intérêt par la nouveauté de la présentation et l'en­
richissement apporté par chaque nouvelle activité, tout en mettant en 
évidence, chez chaque élève, certaines lacunes (résuitats mathématiques, 
méthode de recherche de résolution ... ) et en permettant de commencer à 
les combler, tout ceci en quelques heures seulement. 

En substituant à une succession d'exercices ponctuels et répétitifs de 
révision un ensemble de problèmes plus généraux, on peut respecter la glo­
balité et la spécificité de l'enseignement des mathématiques en seconde: 
les contenus des programmes du collège sont mis en œuvre lors d'activités 
faisant émerger des questions qui ne seront abordées de façon systèmatique 
qu'en Première et en Terminale. . 
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