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dans nos classes

une belle fonction inventée par
des étudiants de d.e.u.g.

Christophe Beesau, Jérome Beesau, Bertrand Tortevoix
Etudiants en DEUG premiere année,

Michel Riviére
Maiire de Conférences, Faculté des Sciences, Le Mans

H m’arrive assez souvent de proposer aux étudiants de premidre année
intéressés par les maths, de petits exercioes qui nie sont pas en relation directe
avec le cours. lis sont purement mathématiques ou du genre probidmes
plaisanty ef délectables. A la différence des exercices courants, on ne guide
pas vers ka solution et le temps de recherche est illimits,

Le lecteur non familiarisé avec la question suivante ¢t n’ayant pas de
solution toute faite, aura ke plos grand avantage 4 chercher le temps qu'il
fandra sa propre solution & cette question avant de lire la suite s’H veut
en apprécier intérée,

“Trouver une bijection emtre {0,1} et 10,1]7.

Cet exercice bloque tonjours beaucoup €t n"obtenait jamais de solu-
tion directe sans guidage, sauf cette année avec en prime une soltrizon aussi
superbe quiinattendue. FHe se préte & des commentaires didactiques et
permet de comprendre oh est la difficulté de 1’exercice. I ’a@ pensé qu’elle
intéragserait les coliegues. Ayant constaté dans ke passé ia difficulté (pour
un étudiant de premiére annés} de cette question, en ’absence de tout cours
sur les ensembles infinis, }'ai pensé en faciliter Ia résolution en posant,
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avant, deux auires exercices. Résuliat : Pexercice & &té résolu donc le gui-
dage #tait {pent-8fre) nifle mais (st peu de pédagogues seront sarpris} Ia
soluiion n'est pas du tout celle gue visait le guidage...

Pai done d'abord posé ies deux questions suivantes :
“Trouver une bilection entre N et N*°°,
“Trouver une bijection enfre W+ of B+,

Environ un mois pins tard, Bertrand Tortevoix m’a2pportait les solu-
tions suivantes. Je Iui laisse la parole.

La sohition de Berirand Torievoix

Problbwme :
a) Trouver une bijection ¢ : N — N*
b) Trouver une bijection 6 : R+— R*+

a) Il est immédiat que : ¢ N — N* est une bijection de N dang N*
A=A+l

b) Pour frouver une bijection de R+ dans R*+, j'oriente ma recherche
dans un premier temps, vers des fonctions continues :

Pour qu'une fonction continue soit bijective, it faut ot il suffit qu'elle
soit strictement monotone sur Pintervalle considéré. Supposons gue & une
fonction continue soit solution de noire probidme, § est done alors stricte-
ment monotone sur R+ : supposons alors & strictemnent croissante soit
yp € R*+ 1elque 8(0)= yg . Nous pouvons éorire VxeR*, 8(9)3 #o> 0,
donc Vye)l,.pi , ¥1'a pas d*antéeédent par § ce qui est en contradiction
avec le fait que f est une bijection de R+ dans R*+. 8 ne pewt pas étre
continue striclement croisante,

i

A

Sfigure !

x>y
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De méme, supposons 8 strictement décroissante sur R+,
yo=0(0) devient alors un majorant de ensemble des images de R+ par8 :

VoeR+, 0<8x)«< 3, done ¥V y>3,

¥ a pas d’antécédent par & dans R+, ce qui est en contradiction avec
le fait que @ est une bijection de R* dans R*+ . & ne peut pas #tre conti-
nug sirictement décroissante.

v

o Jigure 2
X

Conclusion : § ne peut pas &re une foriction continie,

@ w’est pas apparemment une fonction “classique’’, je vais donc
m’orienter vers une démarche de titonaement, en essayant de constriire
graphiguement une représentation d'une bijection de R+ dans R*+,

Jattribue arbitrairement 4 0 la valeur 1 :

¥i

figyre 3

xy
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Je cherche A atieindre toutes les valeurs de Pintervalle 10,17.
Je trace donc par exemple ke segment reliant le peint (0,1) et Ie point
{1,0% en excluant ce dernier.

figure ¢

=y

Au point d’abscisse 1, j'attribue arbitrairement la valeur 2 et trace
un segment paralléle zu précédent rejoignant le point (1,2) et le point (2,1)
ce demier étant exclu.

yh

Sigure 5
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Selon fe méme procédé répété A Pinfing, je trace ainsi ls repsésenta-
tion d'une bijection de R+ danz R%+,

L'alture de cette courbe rappelle celle de fonctions en escalier comme
celie de 1a fonction partie entidre. De plus, chaque segment est paralléle
a la droite y= —x.

vi

4

- Jigure &

En fait, te graphe que & obtenu est la représentation graphigue de
la fonetion suivante

R+ -+ R*+
x =+ 2EBH+1-x

Il ne s”agit gire d*une solution A nodre problémes, il en existe beaucoup
&’antres.

Je demande 4 Tortevoix de venir présenter se solution au {ableau powr
les autres &tudiants et je distribue de nouveaux exercices piaisants... dont
celui-ci -

‘““Frouver une bijection entre 0,1} et 0,13,

Cing jonrs phis tard, Christophe et $ér6me Becsau me donnens la sols-
tion qu'ils vont vous présenter mgimenal}t. ‘

Géométriguement, elle s'inspire manifestement de la solution précés»
dente. Analytiquement, ¢’est sans doute ce qu'on peut faire de plus beau
. dans le genre,
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La solution de Christophe et Jéréme Beesau

On sait gque, par théoréme, ’image par une fonction continue d’un
segment est un segment ; donc, la fonction selution ne peut pas étre conti-
nuwe. On cherche alors une fonction admettant un point de discontinuité,
mais ceci ne fait que déplacer le probléme vers un intervalle contenu dans
[0,1]. On pense donc 4 une fonction admettant une infinité de points de
discontinuité ; il vient alors I’idée d*une fonction dont le graphe serait la
figure ci-dessous. Les peints de discontinuité sont les éléments de la suite
(Bppeny = 1— % ", I'image de 1 est 1, et I’intervalle [(,1] est découpé
en une succession d’intervalles du type [w,. #,.[ ayant pour image un
segment de droite, de pente 1.

La fonction a donc une expression du type f(x)=x+K , o0 K est
une fonction de nr constante sur [#,, 4, ([ ; comme f(u,) = % "H, on

3 {47

peut trouver K : K= > . On cherche alors une fonction g,

associant & tout x de [u, w,y1[ la valeur de n qui correspond :

1
an+1

soit Xe[un wpygl: upLx<uyy =1—2—ln~.<_,x<l—

1
2n+1

d—h

<l~x£i
2n

— zngl 1 <2n+l

—-Xx
In 1 lx
=< e < n+1
( In i li
D'oll g(x) = E|l——=
£(x) o2 1
E 1-x
On a alors ’expression de 1a fonction : In 2

Nl
vxe[0,1[, £ =x 1+2.(2)
£(1) = 1
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Sigure 7

Un étudiant de premidre année cherche naturcllement i constraire la
solution & I"alde des fonetions usuelles. En géndeal, il n’y parvient pas et
on a compris pourgued : la solution trouvée icl ae saute pas aux yeux, Cest
le moins gqu’on puisse dire. En fait, ¢’est ke détour par ia géométrie qui
permet la construction.

Crite selution a Pintérét didactique de donner une expression analy-
tigue aves des logarithmes pour une fonction affine par morceanx. On peut
en &tre surpris mais en analysant la solution, on verra qu'a travers I utili-
sation de la fonction partle entiére, les logarithmes ne concerment que le
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découpage du segment [0,1]. Je suis habitué A ce genre de formule en com-
binateire mais j'avoune gvoir été surpris Ia premiére fois que i"ai v appa-
raftre des logarithmes dans des formules de dénombrement concernant des
problemes & parametres tous entiers. Rien de pius naturel pourtant : si #
est un entier positif afors p=27 e¢st nn entier positif, cependant

In(p)

In €2}

Cetie solution permet aussi de comprendre pourquoi on trouve dans
1e bagagpe de forictions de tout micro-ordinateur sutre les polynbmes, tos,
sin, exponenticlies ef logarithmes, deux fonctions capitales ; valeut abso-
lue et partie entiére.

Moi gui croyais avoir tout fait pour facikiter 1z découverte de l solu-
tion ensembliste {plus simpie... quand on Pa trouvée), vous devinez ma
surprise de recevoir... une sofution analytique.

Enfin, je conseille au lecteur non farmniliarisé avec ces guestions de
résoudre 1'exercice saivant ©

SR {e;s}t un ensembie infini, 2cE , trouver une bijection entre £ &

E _ EL

1t constatera I simplicité qui résulte de Pimpossibilité de faire de la
géométrie ou de I'analyse, pour résoudre le probléme, si I’ensemble En'a
dté a4 priori muni d*aucune siructure (2éoméirique, aleébrique...). L inté-
rét didactique que je vois & cela est de montrer qu'il est difficile et pour-
tant parfots profitable de s'interdire d*utiliser une structure méme si elle
existe a priori dans "ensemble gue Pon étudie, Cest Uun des apports de
ce gue Pon convient d'appeler ¢ mathématiques modernes,
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