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‘matériaux pour
une documentation

[’enseignement de la géométrie
au college:
[’archipel des isométries

Le G.E.M. {Groupe 4’Enseignement Mathématiqoe) de I'Université
dea Louvain La Neuve en Belginue rassemble depuis 1978 une qoarantaine
de personnes : enseignanis du secondaire, universitaires et éfudiants en
mathématigques. Ses recherches reposent sur la conception suivante :
apprendre des mathématiques, ¢’est construire un savoir sur des chantiers
de problémes. Ses travaux ont donné lien 4 de nombreuses publications(1}
— trop per connues en France — dans lesquelles le professeur de mathé-
matiques peut trouver de nombreuses démarches et situations-problémes
utilisables en collége ou en lycde,

Les travaux du G.E.M. sur Penseignement de la géométrie au collége
ont £té publiés dans un ouvrage intitulé L erchipel des isomdtries, ilz ont
&té expérimeniés dans plusieurs clusses dont Ies éléves ont entre 12 &t 14 ans
{uos sixidme, cinquiéme et quatriéme). Cet article se propose de préscnter
cet ouvrage ¢t kes probiématiques didactiques du G.E.M.

{1} G.E.M. - Chemin du Cyclotron, B-k348 Louvain La Neuve, Belgigus,
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1. Ea route vers Parchipel des isométries

1) Regarder et réfléchir

L.a premitre fiche proposée awx éleves s'intitule *“la valse de Palpha-
bet”. En volci ["énoneé :

““I'u trouvera dans chacuen des dessins ci-aprés une letire en trait plein

2t une letire en trait poingilé.

1) Pour chacun des dessins dis commment on peot obtenir Pimage &

purtiy de la letére en trait plein. La réponse doit 8tre précise : une

petsonne qui o'gurait pas vu la lettre en pointillé doit pouvoeir ls

dessiner.

2) Dans Pensemble de ces dessins trouves-tu des cas qui se res-

semblent 77

Phusienrs dessins accompagnent Ia fiche dont huit que nous présen-
tons, 4 titre d’exempies, dans la page suivante,
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Les isoméiries mises en jeu sont **fammilifres” : transiations, rotations,
symétries. Les transformations plus générales ne sont pas présentes pour
éviter unie situation “‘touffue’”. I} n'y a pas de lettres pourvues de symitrie
afin de pouvoir distinguer retournement et déplacement et afin que Fiso-
métrie & découvrir soit unique.

Cette fiche est utilisée par les éléves pendant guatre heures environ
de réflexions, de discussions, de manipulations utilisant des abjets divers ;
découpages, calques, miroirs, ete.

1l s’agit de trouver le "“mouvement ke plus simple’” qui permeite d’ob-
tenir une leitre & partir de I'autre. Ce principe est implicite mais il peut
dtre contratié par Ia forme de la figure {voir figures 6 et 7) ou par la rela-
tion de 1a figure & son environnement kmmédiat (voir figare 53, En effet,
les éléves recherchent des mouvements s'insérant le plus simplement pos-
sible dans la structure locale {forme de la figure, environnement, disposi-
tion des éléments canoniques de la figure).

La figure 6 conduit les £léves d un *‘cheminement vers les rotations™
qui commence par le regard, par un geste de la main, qui continue avec
P'utilisation de déconpages, du cothpas, du papier calque, qui passe par
des raisonnements puis revient aux ingtrumernts {régle et compas). L.2 néces-
sité de trouver icl ua seul mouvement constitue dé3& un premier obstacle
épistémologique dont ke franchistement passe par des essnis, des erreurs,
deg titonnements et conduit 4 la consiruction d’un premier ilot déductif
et 4 Ia définition du concept de médiatrice.

2. Obstacle épistéminlogigue ef problime

“L’abservaiion prerigre esi toujours un premier obstacke pour i cul
ture scientifique (...} i v a rupture et non pas continuité enire Pobserva-
tion ef Pexpérimentation’ a écrit le philosophe Bachelard (5. Le savoir
quotidien est obstacle A la construction scientifique mais, cependant, yne
théorie ne pent Btre construite sans référence 4 auire chose gu’elle méme.
La résolution de cette apparente contradiction nécessite Pexistence d'un
conlexte probiématique. Bn effet, ¢’est le probléme posé (dégager Ja méme
rép'e de transformations pour toutes les translations, rotations, ste.) qui
conduit an dépassement des diverses observations et A la construction d’une
stricture théofigue unigne.

“Le sens du probiéme donne la marque du véritable esprit scientifique,
toute connaissance est réponse A une guestion® écrit encore Bachelard.
Pour qu'il y ait connaissance, pour qu'il y ait franchissement de Pobstacle
épistémuologique, il faut qu’ll y ait probléme. C'est le probiéme posé qui
donne sens 4 la théorie puisque a théorie n’a de sens que par rapport aux
guestions guelle permet de résoudre.

{2 La formation de Pesprit scientifigue.
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3. Mesurer

La seconde fiche distribuée aux &léves précise que ls régle 4 trouver
doit pouvoir s'appliquer au passage de chaque point de la figure de départ
ay point qui lui correspond dans Pimage. Cette directive pose de nouvelies
questions aux ¢léves ; queks sont les points correspondants des deux
figures ? Dans une rotation gue signifie “‘tous les points tournent d’un
méme angle” 7 Comment mesurer un angle ?
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A partir de 13, les éléves élaborent des définitions dont PPenseignant
va réaliser la synthése. Voici quelgues exemples des premiers $nonoés pro-
duits par une classe :

“Dans upe transiation, les poeints sont envoydés ¢ une méme distance
suivant une direction donnée et dans ie méme sers. Dans une rotation,
les points rournent d'un méme angle sur des cercles de méme centre et dans
le méme sens, Dans une symétrie orthogonaie, fes poinis sont envoyés per-
pendiculairement 3 un axe, au-dels de cet axe et & une distance de Paxe
égale @ lewr distance de départ”.

Usne définition de isométrie est donnée : iso = méme, métrie =
mesure, une isométrie conserve les mesures. Une premiére classification
en déplacements et retouprnements peut &ire établie.

Ces définitions congoivent les isoméirics comme des transformationy
qui envoient des points sur des points. Cela ne signifie pas gue les &éves
considérent une figure copme un ensemble de poinis ; cela signifie que
Pon peut marquer des points sur une figure. Ces définitions ne fonf pas
référence au motif, donc {'idée ¢’isométrie n'est pas attachée & la figure,
Cependant, Je plan entier n’est pas transformeé par une isoméirie, En par-
ticulier, aucune mention particulidre n'est accordée aux peints fixes des
transformations.

Ces définitions ont wne forte connotation cinématique, il faudra
attendre les premiers raisonnements pour qu'il #o soit autrement. Cela tient
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3 la formation du concept d’isométrie qui ne peut se faire qu’a fravers la
construction de la théorie des isoméiries, Cest aussi pour cetts raison que
1s transformation identique est ignorée, elle ne devient nécessaire que
lorsque ['on vewt dire que la composition d'une transiation est une
translation.

Malgré toutes ces insuffisances, une premiére étape de la construg-
tion conceptuelle a é1é franchie. Pour aller plus ioin, il devient nécessaire
d’introduire un nouvean champ de problémes & partir desquels les élcves
seront amenés 4 préciser, reciifier, diversifier lenrs connaissanees. Cette
procédure de construction du savoir est conforme aux conceptions de
Bachelard sur la connaissanee car “Fesprif seientifigne se constitue comme
un ensemble d'erreurs rectifiées” et i n'y & “‘pas de vérité sans erreur
rectifiée™,

4, La valewr instramentale du savoir mathématique © le concept de
médiatrice

Les travaux du G.E.M, s’appuient sur une goacepiion instrumentale
du savoir mathématique ; les concepts mathématiques sont des outils pour
résoudre des problémes et pour raisonner. CPest ainsi que le concept de
médiatrice ne sera pas révélé aux éldves par le pliage d'une feuille de papier
mais constryit par ics éleves pour résoudre un probléme de construction.

Le probleme posé est le suivant @
“Probiéme I : on donre deux figures et on sait que la seconde a 616

abrtenue & partir de la premtitre par une rotation. Trowve le centre et
Vangle de cette rotation™.

Ce probléme gonduif lwi-méme i un autre probléme :

“Probidme 2 ! on donne detix points A et A°. Trouve le centre et
{angle d’une rotation gui envoig A sur A'. Trouve lex centrex éf
angles de toutes les rotations qui envolent 4 sur A",

La recherche des didves aboutii & Ia réponse suivante : Pensemble des
cenires de rotations est une droite perpendiculaire au segment AA’ en son
milien, Ceite droite est appelée médiatrice de AA’. Ainsi, le concept de
médiatrice est construit comme réponse & un probléme qui ni donne sens
et valewer opératoire (3 comparer avee la médiairce-pliage).

Un premier théordme est énonicé : “La médlatrice d’un segment de
droite est Pensemble des poinis éguidistanis de ses extrémités”, 11 peut étre
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démoniré comune conséquence du théoréme de Pythagore, lui-méme obteny
par découpage de Iz surface d’un carréd .

5. Dessiner et raisonner
La fiche suivante place les éléves stir un nowveay terrain de recherche,

La succession de mofifs géométrigues.

Descine un motif de ton choix. Reproduis le deuxiéme mofif ainsi
obfenu en utilisans @ houveau une ispmétrie. Continue ainsi d repro-
duire le dernier motif obrenu.

Chercher des composées dTsoméiries.

Numdrgte trois motifz obtenus successivement ;

I} e?plique par quelie isométrie fu es passé du 1+ au 2% puis du 2¢

au 3c;

2) peut-gn gasser du I au 3 par une isomgerie ?

3) cherche Ie plus possibie de composées d'isométries et énonce fes

Propriétés gque i déconvres,

A partir de ce nouvean contexte problématique, les éWves sont ame-
nés 4 construire une premiére théorie des isométries par alternance de téton-
nements inductifs et de raisonnements. Les énoncéds “non généralerment
vrais”, proposés par certains, sont contestés par d'autres aves contre-
exentiples 4 Vappui. It s’agit d’obtenir des ¢noneés vrais pour n'importe
aguel motif, done un moyen siir de pouvair prévenir tout nouvean contre-
exemple. Ce moyen ¢’est la démonstration, mais gu’est-ce gque démontrer ?
Le G.E.M. s’appuie, pour répondre & cette question, sur la notion d’ilot
déductif,

6. La notion d’ilot dédacHf

Le principe d'flot déductif est ainsi défini par le mathématicien
Dicudonng : “'L’enseignement des promidres années du secondaire devrait
8tre un mélange d'expériences géomélriques el de ralsonnements partiels
sur les résuitais de ces expériences” {...) “Mais if convient de débarrasser
Penseignament de la supersiition consistant d vouloir d n'importe quel prix
ront raftacher & une source axiomgtigue unique’’ 3.

(3} Algdbre iHindairg #1 gdométrie Slémentaire.
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Comment se constrit un Hof déductif 7 Le G.E.M. en déorit les
étapes : on énonce une conjecture de fagon plus on moins claire, la conjec-
© tnre se précise avec les eszais de démonsiration, 1¢ lot des exemples et contre-
exemiples s”enrichit, Je besoin de rigueur se falt sentir, les concepts s¢ per-
fectionnent, des outils se ¢réent sur le champ de la démonstration. Dans
un méme temps, les énoncés, les concepts et les démonstrations se recti-
fient et se perfectionnent en s*éclairant les ums et les autres au fur ef & mesure
du travaii de construction de Pilot. En effet, la clarté est un objectif 4 attein-
dre et non un préalable, En essayant de démontrer, les éléves s apergol-
vent que les concepts spontanés ne sont pas approprids su raisonnement
recherché,

Cruand |'éléve resseni-il Iz besoin de démontrer 7 Cela peut étre par
dégir d’argumenter, dans I rencontre d’un fait surprenant ou par désir
de généraliser. Cela suppose que 1’éleéve ait fait suffisamment sien le pro-
blémie posé pour avoir envie d’en relever le défi,

1. Construction d’un ilot déductif : démonstration 4’un théordme

Afin de préc.iser comment se construit un Yot déductif, considérons
la‘ proposition suivante : “Le compesée de deux symétries orthogonales
d’axes paratléles est une transiation de direction perpendiculaire aux axes™.

En examinant pgusieurs poinis x situés 4 gauche de 1"axe D, on ohserve
que chacun de ces points soumis & la composée des deux symétries *‘avance’”
de la méme distance. Pourquoi ? Cette premidre situation est résolue en
dé;mnntram, par les propriétés des distances, gue pour chaque point x
d’image x” nous avons ddx, ¥} =2d(0,0°).

0 n
b : N . xu
x 0 x i b
) x' 0‘
X b ’ q 2
X o

Une situation plus complexe est ensuite proposée aux dldves sous la
forme du probléme suivant : “On compose deux symétries orthogonales
d'axes parallles. En varien: la position du point de départ, trowve tous
les cas possibles de sauwts™,
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Cette situation nécessite de reprendre la démonstration *‘en eunis-
sant les distances d*an signe™, ce que les éléves font sans difficulté. Ea
reiation de Chasles est introduite, elle aussi, comme qutil pour résoudre
un probléme, et permet d'établir que 3{x,x")=25(0,0"}

D D
xﬂ ,
X ol — X
) 'H 0
X - - Y
L
x - X
0 Y| O
x
o X}y
x i o
1 g "
x X
. 0 1 ¥
| o — $ - ¥
0 X1y
x - - X'
0 G’ x L1]
x* - * » X
0 1]

An fur et 3 mesure de Ia construction, "énoncé du théoréme se com-
plete tandis gue la démonstraiion se rectifie &t gue se crée un nouveau
concept-outil, L utilité de la premiére figure est bien claire : elle estincom-
pltte mais elle présente Pavantage d*8tre suffisamiment simple pour suggé.
rer le résnltat & démontrer (Enoncé d’une conjecture) et pour se préter 4
une démonsiration simple.

A partir de nouveaux problémes, de nouveaux ilots sont construits,
puis des ponts sont ietés entre les flots, des théorémes étabiis dans un flot
servent dans d’audres et un ordre est établi dans | génération des théo-
rémes. Au bout de cette construction, il v a P'archipet des isométries, Au
bout de ce travail, i ¥ a la construction d'un savoir mathématique.
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1I. La construction du savoir mathématique

1. Les mathématigues : aa savolr qoi se constrait

Les travaux du G.E.M. reposent sur Unie certaine conception du savoir
maihématique que partageni les enseignanis des IREM qui éindient 1"his-
tpire et Vépistémologic des muathématiques @). Le savoir mathématique
n'est pas un savoir énonciatif, un discours ou un langage fombé do ciel,
le savoir mathématique est un savoir i se construit 3 partir de problémes.
Par conséguent, “‘appreadre des mathématiques, & tous les nivequx, c’es!
construire un savoir sur des chantiers de problémes (5",

Revenons 4 la construction du concept d’isométrie : au &ébur, flva
des points margués sur la fipure, puis une isemétrie est représeniée par
deux points, puis Pextension de isométrie au plan devient utile pour des
raisons de démonstration, ensuite les différenss types d'isométrie sont &u-
diés, enfin les isométries sont remplacées par des symboles loregu’elles
deviennent les éléments d’un groupe. La construciion du concept d'iso-
métrie s’est faite élape par stape,

Chague éape de la construction d™un savoir mathématique corres-
pond & un contexte problématique & chaqgue fois bien définl. La connais-
sance acquise & chague étape est un appui pour la construction d’une nou-
velle connaissance, mais aussi un obstacle 4 cette construction. Les obs-
tacles épistémologiques ne sont pas des accidents de parcours 3 £liminer
des processus d’apprentissage, au contraire, ils participent 3 la construc.
tion du savoir de ’éléve. Les obstacles seront franchis grice 4 la proposi-
tion par 'enseignant d'un anouvesu contexte problématique gul oblige &
repenser le savoir déja construit. L'intervention de I"enseignant est ici déter-
minante car ¢'est grice A elie que les éléves consiruisent des champs de
concepts et non des savoirs ponctiels ¢t isolés, et gue les enseignants peuvent
‘“traiter le programme’’.

A chaque éiape de la construction du savoir mathématique, les
concepts sont. rectifiés, les démonstrations sont modifiées, les outils s’amé-
liorent. Peu & peu les théories construites s’accordent 4 d*autres théories
déja construites et les défis de la construction théorique se font sentir.

2. Lrappropriation du savoir mathématique

“Le vrai probleme gqu'a  affronfer Penseignement des mathématigues
r'est pas ke probidme de la riguenr mais ie probiéme de la consiruction

(4) Réile des probiémes dans Phistoire ot activig mathématique ; actes du colloque inter-

IREM da Montpeltier, 1985,
{5) G E.M., Dislogue n® 54 bis.
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du sens'’ écrit René Thom. La question justement soulevée est 'absence
de sens et de signification du savoir mathématique chez les éléves et m&me
chez les enseignants. L'enseignement traditicnne] des mathématiques doane
des réponses & des questions gui ne sont jamais posées, or les concepts
et les théories mathématiques ne prennent sens que par rapport aux ques-
Hous ¢t sux problémes qu'ils permettent de résoudre, Nous retrouvons ici
la néeegsité pour Penseignement d'une conception instrementale des
mathémaiiques &), 3 opposer 4 un enseignement qui se Téduit ap discours
mathématique — veire au vocabulaire mathématigoe —. H est primordial
de distinguer, comme le fait le G.E. M., le sens Jexico! d*un concept mathé-
sriafique de vou sens confexiuel, ¢'est-a-dire de ga signification & I"intéricur
d’une certaine théorie mathématigue ¢f dans un certain contexie
problématigue.

Plenseignement doit partir de problémes, mais encore faut-i que les
problémes eux-mémes présentent un sens pour I'éléve. Comment Péléve
peut-if 8res mis en sityation de recherche vis-A-vis d"un probleme ? A quelies
conditions peut-il y avoir appropriation du savoir mathématique par
1’éléve 7

Le G.E.M. répond 2 ces gquestions en posant le principe suivant : “en-
sefgnement doft partir (mais pas camper 1 sur lg terrain familier de 'éléve
¢t dans se langue” (1. Ce principe, comme on le voit dans L Archipel des
isométriey, doit &tre mis en ceuvre dés la formulation des probléres, !
remet en cause un certain nombre de pré&jugés sur le réle de I’évidence,
de la rigueur et de 'erreur dans "activité mathématique.

Pour qu’il ¥ ait appropriation du savoir mathématigne par ’édve,
il ne fant pas nier Pévidence de I’éléve on la rejeter de Penseignement.
“L ‘évidence éianf partie du sujet, it s'agit de comprendre-vromment elle
intervient, quels savoirs elle apparte et quels obwtacles elle oppose & la cons-
titution de nouveaux savoirs. La réinfégration du sujet dons Pacte de con-
naissance est life 4 cetve prise en compte de Pévidence, o'esi-d-dire du savoir
i3 présent pour Fapprofondir, o rransformer ou le dépasser’ @. A cette
condition, i o’y aura pas concomitance dans ’esprit de ’éidve enire un
savoir absolu ef vrai et un savolr quotidien ef {aux, il y aurs transforma-
tion du savoir de Péléve,

De méme, la rigneur ne doit pas apparaitre comme un absolu exié-
rieur 4 P'éléve, comme un ensemble de régles a priovi dont I"éléve ne voit
pas fa signification. La rigueur esi relative & I'état des connaissances de
Példve et au contexte problématique dans lequel elle intervient. La rigueur
t’a de sens gue par Tapport aux erreurs qr’elie permet d'éviter ou 4 un

(6) CHARLOY, Les contertus non mathématiques de Penseignement des maihématigries.
(7} G.E.M. Dialogue 0° 54 bis.
{8) BKOVUICHE, Ewclide, Xlein, Hiibert &f les aufres.
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ceriain nombre d’objectifs de clarté nécessaires 4 la résolution d'un pro-
bléme on 4 Iz communication des résuitats dans i classe.

Si on admet que la consituction du savoir mathématigue passe par
1z recherche des éléves et que les obutacles épistémmologiques renconirés dans
cette congtruction sont des pasties intégrantes de cette construction, alors
il faudra dive avec Bachelard : “Erreur tu 7'es pas un mal §.,,) erreur posi-
tive, erreur normale, erreur utile”’. En effet, il ne pent y avoir recherche
s'il 5"y a pas doute ¢t errenr car lewr présence appelle la recherche du savoir
ef leur reconnaisagnce révéle Ia portée du savoir,

Toutes ces conditions sont nécessaires pour qu’il y ait appropriation
du savoir mathématique par PéRve mais sont insuffisantes, car la condi-
tion essentietle pour que P éldve 5’investisse dans la recherche mathématique
— comuane dans toute activité intellectuelle ~— est gu’il s'en sente capable
et qu'il soit considéré .

Cela impliquze 2 Ia fols maltrize des conternns et maitrise dos méthodes
pédagogiques, car le maitre doit &tre capable de laisser libre conrs aux
recherches des éldves tout en sachant faire alterner Jes momenis de recherche
et les montents de synthése,

Ce type d’enseignement remef aussi en cause les fonchions ¢t les fone-
tionnement du contrBle des connaissances, car si certaines erreurs, nous
I"avons vu, ont un sens, d’autres n'en oht pas.

L& re-construction de la théorie que les etiseignants sont ametés A éla-
borer nécessite de bonnes connaissances e une prise de conscience des obs-
tacles #pistémologiques — par observation des éléves et/ou par une dtude
historique ef épistémologique des mathématiques —. L’appropriation du
savolr mathématigue par les dléves suppose ausst que les enseignants por-
tent nn awire regard sur Jes éldves ¢ dléves capables de chercher, &ldves
capables de construdte, éléves capables de faire des mathématiques.

Evchyne BARBIN
Université du Maine
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