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études

arcs de cercle a tangente
rationnelle et entiers imaginaires
premiers

par J.P. Friedelmeyer
LET Couffignal, Strasbourg

Le numéro spécial du Petit Archiméde comsacré au nombre * pré-
sente & deux reprises (p. 154 et p, 201) des relations utilisées pour le caloul
des décimales de 7 . On rouve ainsi, cnire auires :

T~ Arctanm,} +Amn.§- | {Hutton 1776)

X _ Arctand. + Arctan- + Arctanl  (Strassnitzky 1840)

4 2 5 8 (aussi atiribuée 3 DASE)
Z =4 Arctan ; —~Arct.a.n2; 5 (Machin 1706)

T Arctan ; +2 Arctan-s% +Amn;-3-9 (Gtormer 1896)

x = mm%z Arctan ,739- (Buler 1775)
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On peut s’interroger sur la fagon dont ces relations ont éé trouvées,
et sur 1a possibilité d’en trouver d'autres, 1.'idée de base est évidemment
{a formule d’addition classique :

(1) Arctan ¢ + Arctan b = Arctan %‘5‘ + k% pour ab#1
oh k=€ si ab<l

k=l 51 ab>l avec a>»0 e b>0
= -1 5t ab>1 avec a<0 e b,

Cette relation est complétée par

Arctan a + Arctan % = {sign @} -;;:- lorsque ab=1 .

Nous nous limiterons dans Ia site aux expressions de la forme Arctan®

avec pel g entiers naturels. G<p<yg 1
{si 0<g<p Arctan % = :g- mArctan%)

Alors convient la formule {1} avec k=0 .

A. Un premier cas simple est la défermination de toutes les solutions

(%.%) D @ 1 5 entiers vérifiant Q<p<q

(o, g) premiers entre eux 0<rey
{r. 5) premiers entre eux

P r X
et Arctan?-i-Arctan?u?

Cette relation est équivalente &
A:ctan-_E- = Arcian | — Arctanngu = Arctanp 21—

g+p

On a done, quels que scient les entiers p ot ¢ vérifiant O<p<g:
£ a-pF - X
{2) Arctan g + Arcian 776 :

Par exemple ;

P s 4§ 3 + Arclan 3 3
5 i T
=81 g= Arc — e W
p=5;qg=7 tan 5 + Aretan 3 e y
p=1;¢g=10 Arctan L + Arctan 2 = I
’ 10 H 4

Remargue : 1a relation reste vraie pour p, g réels positifs quelconqgues tels
que < p<g: par exemple
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1; g=v3 Arctan ;}3 + Arctan {;3.._-:“ =

R

@oti Arctan Y3=1 — Arctan @-v3) = X
V34 1 ¢ ! 12
Aprés cela, on peut déterminer d’autres relations 3 deux termes en
combinant 12 relation (2) avec cefles-ci, valables pour x vérifiant

|x] < tan 2—% donc en pasticulier pour x=%~, n entier tel que

«:T < tan 21&_, K &ant le coefficient de Arctan x dans le 1¢ membre.

2 Arctan x = Arctan 2%

1-x
3 Arctan x = Arctan %:%;
¢ Accan x = Arctan SO,
5 Arctan x = Arctan %
6 Arctan x = Arctan l%%

Le principe est de déterminer un neN* eof un k&N* tels gue
k Arctan _}F solt proche de :ﬁ: puis de compléter,

Exemplel:  4Arctan-- ‘ = Arctan 1% = T _ Arctan 119

119 2 120
; 119 i . %
ef {2): Arcian ——- l + Arctan 530 vy

&’oi 1a formule citée de Machin :
T i
— = 4 Arctan — - Arcian —.
4 5 239
1

Exemple 2 5 Arctan T = Arctan 2879

3353
;gg est irréductible car 2879 est premier:

par {2) I = Arctan 2812 4 Arctan 237

4 3353 3116

237

mg A.rctan 3 (vmrEx 3 en fin d’article, §19)

©f
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dfet: 1a formule citde d"Euler

¥ . ! 4 2 Arctan 2
) 3 Arctan — T 5
Exemple 2: 3 Arctan . Arcian 47 _ T . Arctan 3.
4 52 4 oo
avec Arctan 3 _ Arctan L. = Arctan .
99 20 1985

Nous avons la formule de Stormer (1896) :

1
4 = SArctanT + Arctanm + ALDLAN s 1985

(1 v a d"ailleurs une erreur dans la formule de Stdrmer citde par le Petit
Archiméde p. 218, qui donne 1988 au lieu de 1985).

B. Tout cela resie assez empirique, et sans direction ni méthode préeise.
Une recherche plus svatématique consiste 4 résoudre sn nombres enticrs
positifs , . .

Arctan — + Agctal — + AfClan — = A
(K} rcta " + Agctan 5 T 7 i

On peut supposet OKx$yEr et alors X3 A cause de
1 r 1 47

3 Arctan — < 2 Arctan — = Arctan 21,
4 < 4 G 4 52)

Cela revient 4 résoudre dans N?

S0it, pour x=12: P —;—- oun y1—-3ry+3d =

zy—1
&oit, pour x=3 %f:% = —;— ou yr—2y+g) = |

En remarguant gque 4=+ -(¥—23% en posant w=y+7;
v=y—z, o ¢st ramené 3 résoudre

SO wl—vi-2u=4 ou (U—-6P—vi=40 ef, avet w=l~H:

(w— vilw+¥)=40 qui n'est possible qu'avec w—vel a4 w+v=20 ou
w—yv=4 ¢t w—vy=10; ce qui donne les solutions

y=15, z=4 ou y=8, 7=5,
50t Ww~vi-~B=d4 ou (W—4P—vi=20 o, avec w=H~4:
(w—v)(w+ vl=20 quin'est possible qu'aver w—vy=2 ef w+vw= 10 ce
qui donne lz seule solution =3 ;z="7.
D’ol trois solutions (et {rois sculement} 4 Péguation (3) :

% | 1 i
2w Arclan - + ATCIEA e 4+ ATCIENR we
4 2 5 Ar B
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1 I 1
= Arcian -= + Arctan — + Ar =
5 r i (:tan13

mZArctan%+Arctan—%;.

Pour introduire la suite, avec 1"aspect le plus intéressant de ces
sommes. il nous faut revenir & la formule (1), appliquée A des rationnels £. p

et --- positifs, inféricurs a 1.

Ona Arcmn£-+ﬁ.rctan—~—Arctanﬁ§%;

Or, on vérifie facilement Pidentité (24 g+ s = (ps+ gre+ (gs - pri.

Celle-ci va nous permettre de traiter la question sous une forme
nouvele et plus riche potentiellement : au liew d’additionner des Arctan,
cherchons 4 décomposer un are 4 tangente rationnelle, en somme d’arcs
du méme type. Mais pour cela, nous sommes obligés de faire d'abord un
petit détour par arithmétigue et la théorie des nombres.

-p-la\ AL

C, Bécomposition 4’on ¢atier en somme de deax carrds

(Voir & ce sujet, par excmple, le Que sais-je 7 sur jes nombres pre-
miers par Emile Borel - chap. ¥ &t VI).

Trois théorémes mportants :

1) Le produit de la somme de deux carrés par ln somme de detux carrds
est la somme de deux carrés.

En effet ; {F+ I+ d) = (ge+ bdy + (ad — bey
mais sussi 1 {@+ P)ei+ &Y = {gc— bdyr+ {ad + bey?
Par exemple : 5 = 24 12 17 = 424 12

Sx17 w 85 = 924224+ 72162

2} Si un nombre premier divise In somme de deux carrés premiers entre
eux, i est lul-méme la somme de deux carrés, premiers enire eux.

Par exemple : 291+ 577 = 4090 = 10X 409
409 est premier 409 = 3024 3

3) Tout nombre premier de la forme 4n+ I ext ln somme de deux
carrés, et cette décomposition est alors unigue, & Pordre prés.

Les nombres premiers d¢ Iz forme 4a+3 ne sont pas décomposa-
bles en somme de deux carrés.
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Nombres premier imaginaires

Les démonstrations sur ces résultats d’arithmétique sont grandemicnt
facilitées par "utilisation des nombres complexes, de la forme a+ bi,
(a,b)Z> appelés aussi entiers de Gauss,

1’ensembie G des entiers de (Gauss est un anneau principal auguel par
conséquent s’ applique intégralement la théorie des diviseurs, du P.GLC.D,,
eic. En particulier, un entier de Ciauss sera dit premier s’il n’admet
d’autre diviseur que | et lui-méme. 11y a trois sortes de nombres premiers
dang G :
1} les nombres premiers réels de la forme 4+ 3
2) les nombres imaginaires a¥ib iels que @+ bl=4n+ 1}
3 les nombres FI1%#{ qui sont les diviseurs {au sens complexe) de 2.

Afors tout nombre rée} entier N se décompose de fagon unigue en pro-
dait de nombres premiers complexes, produit dont on peut regrouper les
termes sous la forme

N = K@+ + b ... (dh+%) = Km
o K rassemble les nombres premiers de la forme 4m4+ 3 ainsi gue les
produits du type (ag+ ib )™ (a, B, )% qui sont réels, et puissances
pdaires de nombres premiers de fa forme {(4n+ 1) . I reste
m= @+ Y@+ B ... @+ B avec dt+kE = (@, +ibXNa, —ib,) premicrs
On démontre qu'il ¥ a autant de décompositions disfincfes de m en

somme de deux carrés quw’il y a de paire [A,, B, distincfes obtenues en
prenant :

— un facteur {a,+ib;) ou (a;—iby) dans af+b%
— un facteut {a,+iby) ou (@,—ik,) dans B+bk etc.
— un facteur {a,+ib,) ouv {eg,—ib) dans a}+ b}
¢t ¢n les multipliant pour obtemir un entier complexe A + /By
Exemple : m=2X17x29=98 or 2=13+13; 17T=@+4]2
29=52422 donc
m={1 +E ~ D&+ D4 — D5+ 20(5 - 2i).
11 ¥ a huit groupements possibles qui sont les quatre
guivants, ples leura conjuguds @
(14 DA+ DE+2p = S+3L |
(14 D4+ DS ~2 = 25+ 19
(1+ DA~ (5 +2) = 19+25(
(14 D4 ~D(S—20) = 31+ 54

Cela nous donne pour m denx décompositions
986 = 3245 = 1524252,

4
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D. Application i la décomposition de Arctan %—
Chacune des redations {4) se traduit immédiatement par une relation
en Arctan, gue I'on peut vérifier ;
x 1 2 . 3
- + Alctgn 2 + Aretan 5 = Arctan
x

-+ Arcian 1 Arctan 2
4 5

H

Arctan ==
2

et deux aufres analogues, Pourquoi ?
Premigre approche
On a les refations ;
{@+ ) (cr+ dl) = (ge -+ bd¥: + (ad - be)r = (ac— bd) + {ad + bcy et

Arctan 2 3 Arctan £ = fan 2dtbe
3 ikl

Alnsic (224132429 = 5% 13 =65 =8+ | =72 442
donne : Arctan % + Arctan %- = Argian -} .

La difficulté vient du fait qu’on ne salt pas directement & quel nombre
F Arc:an-%m ; ¥ Arctan B ; = Arctan -_-;4_ : ¥ Arctan »E:- associer

la somme Arcian -%-« + Arcian «%— par sxemple.

Le détour par les eniiers complexes permet de lever cette difficulté.
Soit Adécomposer  Arctan % en somme d°arcs & tangente rationnelle

(A et B entiers ; A=+0}.
Az+ Rz étant déja une sommie de carrés, n’aura pas de facieurs pre-
miers de Ia forme 4243 (Théoréme 2 dun § C).

:F
xriy 1+:x—

Comme <= 17 = —%
X
L'égalité A +iB=(m+ ibyHas+iby) ... {ap+ib,} cntraine

AvB | (@xib)\ [oribs) | (abiby
lgd'g—sz

a pour Argument 2 Aretan {7 {xs:0).

A-iB _ | i ap - iby
; A+iB k¥ ay + fh
Arghiddidy o ¥V Ayo PHETUE
dong aussi g(A—fB) = 2 (ak_fbk)

k=h
ot Arctan B = L Asctan % fap+0 pour tout &} .
A k=1 ap
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Exemple I :
' L m= = 170= 2=1241?
Soit Arctan — M= 1324 2= 170=2X5X 17

13 m=(+ )~ DR+ Y- DA+ BU-)  S=2a D

Deux décompositions distinctes possibles données par
(+HZ+D@+] = 1413
(1+32+dE—) = 7T+11§
engendrent deux relations en Ascian @

Arctanl+Arctan%—-+Arctanui~=ﬁxc:an13 -—2- -—Arctan%
Oou encore

KA Arctan—+Arcmn-l-+Aman-—

4 2 4 13
mizls anssi ; . "

e — . = Al X —~ Ar an—-—
Arciani-rArctauz Arctan4 Arxcian 5 P ot i
donc

x 1 1 1

e = —— — -+ Arctan —

F Arcian > Arcian x LA m
Exempile 2

Déterminer -g- rationnel tel que

X - Arctan L + Arctan - + Arctan L + Arctan L + Arctan £

4 3 + cLEn yl cran 3 anso + 7

H suffit pour cela de faire intervenir le produit
(I-HEB+H4+-D5+H0+ ) = 4702 - 6i

d'od P .. 6 _ 3

q 4702 2351

X = Ar i IS ..L+
7 ct&ln 3 Arctan Amtan T +Arctansg+ﬁrc 2351
etmmmei 31 w 78%

X Arctan.l +Axctw_l- +Arctant + ArctanL + Aretan 1 4 Arvctan 1
4 3 4 3 50 T84 1843187
Exemplz 3

L’exemple Z du prensier paragraphe donne Asctan 237 =3 Arcian i,
3116 79
ce qui peut évidemment se vérifiar 2 posteriori 8z appliquant

2 Arctan ¥ « Arctan 2%
nx (-
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'Mais comment Pétablir 4 pricri ? La méthode précédente nous en donne
Pexplication. En effet

231+ 31162 = 9765625 = 3123 = 50

F=2+1 dou $=%4+3 S=28+7,

Chacune de ces trois décompositions est unique.

o 384412
55 = QBT HD = 10 o
CGardons 382+ 412 3 cause de 41-~38=3 & 41+38=<79.
31252 peut se décomposer soit en (38-+41)(38 -4142, soit en
(38 + 413036 — 41 {41 + 3841 ~ 381 . Le seul produit donnant 3116+ 237i
est (38 +410{(d1—38) d'od I relation :

237 41 3% :

&3 o _— = A 1 2
Arctan 3116 Arctan 18 Arctan by {relation (2) § A)
= (25. +Arcian-§-‘|- T _ Arctan 3|

4 79 ) 4 74
= 2 Arctan 3
79

Mais on peut remarguer aussi gue
38+41F = (=240 of 41-38i = {1+2))
= —{2—{F {facteurs premiers de 31252

gui donnent ;

237 1

: —— == 2-»- e
Arcian 3114 7+ 3 Arctan 5 Arctan 3
1 3n 237
M 1 PRI Bl et F
gu encore : 1) Arctan ) 2 Arctan T
. i 3 _
done : 20 Arctan > + 4 Arctan % an

E. Un pen d'histeire

est bien siir Causs qui a ke premier utilisé ces méthodes pour trou-
ver des formules en Arctangente, Calculateur infarigable, il construit des
tables de décompuosition en facteurs premiers de la forme 4n+ 1 des
nombres @+ 1, @2+ 4, ... 2+ 81 pour tous les cas ol bes facteurs inter-
venant sont inféricurs & 200, et pour les vateurs de g ailant de 2 jusqu’a
des nombres de Pordre de 108 ou 100 selon Ies cas.
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Le but essentiel de ces tables £tait pour Gauss de rendre plus facile
Ie calcul des arcs & tangente rationnelle, caleul qu’il désignait par fe vocabie
“Cyklotechnie’”. Voici un exemple d'un tel ealeul, trouvé dans les manus-
crits de Guuss, 1 ¥ désigne par

21, [51, 183, 0171, (293, (371, 1411, 5531, 1641, ... {197} et (18), (57), &39), (”32)
les Arccotan x= Arctan_;- paur x égal &

1,2 2, 4, 2,6, 5 2 8 14 et 18 57,239 2, .
2T a2 s A
A 1"aide des tables, it obtient par décompuositionde 1847, 57 44,230 +7 en
factewrs complexes premdets ;
{18) =[2] x2-2]{5]-{13]
(37 = —[2]+3[51 - 13}
{239) =3{2} —4]13]
d'od 2] =12(18)+ B(57)— 5(239)
[5] = T(18)+ 5(57)—3(239)
[13] = O9(18)+6(57) ~4{239)
plus loin, a "aide des tables :
{268) = —2[51+2[13]1-[17
(38) = -151 +2[17
et par élimination de [17] et introduction des valeurs de [5] et [13] obte-

nues phus haut (3834 Z{268)= {18} — {57} — {239) .
Dol les deux tedy belles formules de Gauss

_ 1
T =12 Arctauﬁ +8 Arctan & 5 Arctan-—-239

X 4 1 1 i
ot -Z_!z Arctan38 +20 Arcs:ans? +7 A’mzsg + 24 Arczanmm

par dlimination de (18).
¥. L'slgorithme de Todd

En 1946, J.C.P. Miller, engagé dans la tabulation de 1n I'(x+ i) uti-
lisz la relation

in I'(x+ p+1) = n(x*+ )+ Arctan 73:- +1n Tx+ i

pour déplacer 1'argument dans une région ol son développement gn série
converge avec une rapidité suffisante. I eut besoin, pour ce faire, de tables

d’Arctan{-g-) et souleva la question de PPexistence d*une décompaosition de
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Agctan(n) en combinaison Enédire d*Arcian{p) svec p<n pour un entier
positif 7 quelconque. La réponse compléte 3 cetfe question, ainsi que la
congtruction d’un ajgerithme donnant la décomposition éventuelie ont été
fourniz par John Todd dans ua article publié dans I"American Math.
Moathly 56 (1949, p. 517-528, dont voici les résultats essentiels :

Définition : Nous dirons que Arctan(n) est indécomposable s'il ne peut
pas 8tre exprimé comme somme finie de {a forme

Arctan {m) = & f,. Arctan (n,)
ot les [, sont des entiers (positifs ou négatifs) ¢f les a, des entiers posi-

iifs strictement inférieurs 8 n . Si une telle représeniation existe, nous
dirons que Arctan (7) est décomposable.

Théoréme A : Arcian (n) est décomposable si et seulement si tout diviseur
premier de l +r* ost aussi un diviseur premier de 14 & pour
d=12,..n—1

Théoréme B : Arctan (n) est décomposable si et seulement si le plys grand
facteur premger de 1+ n* est inférieur strictement 3 2a.

L algorithme de Todd

Soit nz2 vérifiant une telle condition, II suffit d’exprimer 1 +in
comme produit d'un nombre réel ef d'entiers complexes de la forme
{1+iw,) avec H<w <n.

Commencons par décomposer 14 in comme produit de facteurs
complexes premiers. Soit u+ v celui de ces facteurs de plus grand module
et n’étant pas de fa forme (14 /w,) ou associde®,

Supposons gue ce factenr se présente avec Pexposant f21 doncque

{5) 14 in=(u+ vy (c+id)

Considérons alors Péquation d'inconnues ¢ et b, ol w reste 4 définir :
{6} (e +ib) = 1+iw

ou (7} att—byv=1 et avitbu=w,.

Observons qu’il est possible de choisir o et Btelsque |wi<a . Comme
#*+ v est un facteur premier de 1+ n*, il est aussi un facteur premier
de 14-a" pour d<n d'apréds le théordme A. Todd avait démontré dans
un lemne que dans ces conditions 4+ fv est un facteur de 1544 . Nous
-pouv(:im certainemestt déterminer g ¢t b pour que w=F4 et donc
lwi=d<n .

Proctdons alors de la facon suivante,
Muitiplions (1) par {g*+ &) pour obtenir

Ll vinfar + BY = (1 +inyfla~ib)i(c+ id)

* Denx entiers de Gauss sont assockés 2f lewr rapport o5t uns unité, 'ést-d-dire #1 o T4,
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et recommengons |'opération avec un nouveau facteur premier 4, + v, tel

ue

4 (a— W+ id} = (u,+ v (o id).

Aprés un nombre fini d*étapes, nous arriverons & une relation de la forme :
(1 +imy Higd+ b9 = TH(E 4+ fw )

et in décomposition de Arctan{a) en découle en prenant les arguments des
deux membres @

Arctan(n) = Lf, Arcian {wy) .

Exempie [ : Soit A décomposer Arctan {$13}
La décomposition est possiblecar 5158 +1=2x 131017 ¢t 101 <2Xx 3518,
On a 1+515 = (§-5)(1 + 10
1ci aucun caleul n'est nécessaire car la décomposition en facteurs pre-
miers st tont de syite de Ia forme souhaitée et dong
Arctan (515 = 2 Arctan 10 ~ Arctan 5.

Exempie 2 : Décomposons Arctan (682)
6822+ 1 = 5 612
1+ 682 = (1+2D%5 -6

Cherchons g, b et w tels que

(S~6ia+ib) = 1+iw Sg+6b=1

~ba+ibh=w
dont les golutions sont |
ga=—11+6k b=1+5k woa [T —11& .

Choisizsons g=—1 b=1 w=1l1
{1 +682)(2%) = (I +119%~ 1~ DH1+ 20
d*ob la décomposition 3

Arctan (682) = 2 Arctan (11} + 3 Asctan 2 ~ >

En pratique, sil'on dispose d’une table de décomposition en facteurs
premiers de 1+ #* comme celle de Gauss (voir en annexe), on pent aller
beaucoup plus vite. Soit 4 décomposer par exemple Arctan 100,

L.a table nous donne 1000+ 1=73% 137
gt P HI=2xEIXTI AP+ i=2%xS5x1IV?
dou (1+106% 100=(} + 271 + 371

Donc les composanies de Arctan {100} sont Arctan (27) ef Arctan (37) avec
T

‘les coefficients =1 compléids par un multiple de T
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Amnsi 1001+ 1008 = {1+ 2737+ 5
= (0 4+27H 32D xi

d’oit la relation  Arctan 100 = Arctan 27) — Arcten (37} + -‘2!_

On trouvers en annexe la décomposition de Arctan{n) pour n inférieur
3 100.

Une derniére rermargute pour terminer. Le lecteur peut 5’étonner que
x

F'on prenne toujours T eomme Arc 3 décomposer en somme (finie) d’arcs
& tangente rationnelie. 11 se irouve que c’est I seul qui soit ainsi décompo-
sable, avec ses multiples. Par contre, o pourrait décosniposer pareillement
1;— en somme d’Arctan ﬂ%{ en utilisant une décomposition des ontiers
& I'aide d’entiers presmiers de 1a forme 3224 b2, définis & partir de I'an-
neaw des nombres {2+ iW3) ¢ et b entiers. (Pour la possibilité et Funi-
cité d’une telle décomposition, voir, par exemple, Théorie des nombres
par Borevitch et Chafarevitch - Ganthier-Villars - Chap, i11).

Exemple %aﬁcmn? -«Arctanli-f
an rejation avee 7 = Ix 140
12 = Ix 12434
84 = TXi2=IX12+,
ei Pidentité
(Ba2+ b3+ 3 = MHafl - abp+ Baa+ b3y

Annexe

Pour simplifier les notations, Arctan(n) cst remplacé par (n).

()=3(1)-()

M= (D +2AD

(8= 5(1) - (2) - (5}
(13)=5(1)— ()~ (4)
(17)={1)+22)-(12)
(18)= (1) - 2(2) + (5)
@21 =21) + (3~ (5)
BO=1H-(2) -2
@3h=21)+ )~
(3= (1) +22)- )
(38)= - (1) + 24
(41)={1}~2(2) + 2(12)
(43)=3(D~22) +(6)
(46)=3(1) + 223~ (12)~ (27)
(AN=41}+2)-@)~-()

0=2(1)+ (D —(11} .
(35} =4(1) + (4} — (5}~ (34)
37 = ~4(1)+ 33+ ()

(68} =8(1) - 3(2) - (6)

(70 = —2(1) — (2) + 2(53 + {12}

(7= -3+ @)+ @+ (11}
(3=~ -3~
{73} =3(1) + 2(2) — (12} {22}
{76) =2(1) + (25} — 33)
(83)=5(1)— 2(+ (5 - 23)
(91) = 2(1} + (9 - (10)
(93y=5(1)— 2(2) + (6)— (80)
(98 =7(1) - (2} - {4} - (13)
(3% =3(D~2)-x5)+ (12}

(100} =2(1)+ 27) - 37)
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’ Annexe2
Table de décomposition de a* + | en facteurs premiers par Gauss {extrait}
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Suppiément zu Petit Archiméde n” 64-65. Numéro spécial.
C.G.F. GAUSS Werke 2 (1836-1876), p. 477, 523.

John TODD, 4 prablem nn Arciangent Relations, Am. Ma. Monthly 56
(1949), p. SF7-524.

Emile BOREL, Les nombres pramiers, *Que fais-ie’’, P.UF.
BOREVITCH-CHAFAREVITCH, Theurie des nombres, Gauthier-Villars,

SEROUL Raymond, L’Ouvert n® 45, Régionale A.P.M.E.P. de Stras-
bourg, gue je remercis poar ses informations sur Palgorithme de Todd.
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