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études

de utilité d’un tri préalable
ou somme de deux variables
normales ‘‘tronquées’’

par E, Bernay
Lycée Chevrollier, Angers

Nous trouvens dans un cuvrage de Mathématigues appliguées (réf.
Probabilités - initiation 4 la recherche opérationnelie de C. GOUJET ¢1
C., NICOLAS aux Editions Masson) I'exercice suivant

“{Jne machine 4 empagueter des henbong prépare dessacheis de25 g ¢
leur poids réel est en fait une variable aléatoire de moyenne 25 et d*écart
type 2 (loi normale).

Un distributear commande des paguets de 50 g et refuse sysiémati-
guement ceux dort e poids est inférieur 4 46 g. Pour préparer ¢es paqueis
de 50 g sans désorganiser le mode actuel d'empaguetage, deux solutions
sont envisagées :

a) réunir denx sachets de 25 g, Quel esi alors le pourcentage de paguets
gui seront renvoeyés par be distributeur 7

b} répartir d*abord es sachets de 25 g en deux classes : ceux de plus
de 25 g et ceux de moins de 25 g. Pws on prend un sacher dans la pre-
miére classe et on fe réunit avec un sachei de la deuxidme classe. Quelle
sera alors la proportion de paguets refusés par le distributcur 7%

¥.a question a) est classique et se résoud sans difficultés car 1a somme
de deux aléas normaux indépendanis est un aléa normai {cf. annexe 1),
Par contre, la guestion b) améne & se poser le probléme suivant : en addi-
tionnant deux aléas normaux ‘‘tronqués’ définiz par exemple par leurs
densités :
« pour le 1+ aléa Ty :
y - »
fiix} = 2p(x) = —e ¢ 2 pour x< @
Va2q

£,0) = 0 pour xz2§
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s pour le 2¢ aléa T @
fol) = 0 pour x<0

X
fof) = 200 = 2 ¢ 2
varx

obtient-on un aléz normal 7

pour x4

On verra que la réponse est négative {annexe I} mais que "approxi-
mation normale fournit un résultat numérique “*proche’ de la réalité
{annexe I).

Dans 'gnnexe I, nous répondons d'abord 3 le question a} puis 4 la
question b) en faisant "hypothése (fausse en réalitd) que {a somme des deux
aléas *‘normaux wonqués™ est normale : # suffira de calonlar le nouvel
écari-gge qui, étant plus petit que le précédent (le facteur est

VZ s = 0,85235), expligue 1a proportion moindte de paguets refuséds
et justifie [utilité d'un tri préalable,

Dans "annexe I, nous répondons de fagon précise a la question b)

en déterminant successivement la densité (par un produit de convolation)

puis la fonction de répartition (calcuf d’une intégrale donble “générali-
sée™ de la somme des deux aléas *‘normaux tronqués’. Nous retrouvons

également I'écart-type et son facteur |/2— %. La réponse numérique se
fait par le ¢alcul approché d’une intégrale généralisée {annexe LIT),

Dans 'annexe I, nous comparons les résultats numérigques des ques-
tions a) et b) (approsimation normale de 'annexe 1, caleul direct de Pannexe
11} en prepant successivement comme limite inférieure de poids acceptés
par le distributeur (poids en grammes) : 44, 45,@1?;3 ] 47, 48, 49, 50,

Sur les trois tronquées on pourra consulier ;

1. MATLHOT, Efude des lols de probabilités réelles (ronguées i droite
¢t spplicsitons siafistiques. Thése de 3¢ cycle, Clerment 11, 19835,

ANNEXE 1

Notation :

T désignera une variable gaussienne centrée réduite {71 suit fa lol nov-
male X (0;1)) dont la fonction de répurtition {tabnléc) sera notée @
r

N1 xN@x) = Prob (T€x) et la densité sy n(x) = e 2.

5
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Réponse 8) :

X; désignant la variable atéatoire du poids du premier sachet, Xy suit
la Ipd normale N (25:2). H en est de meme pour X, variable aléatoire du
poids du deuxiéme sachet. X et X; étant indépendants, X; -+X; suit la loi
normale N (50:2v2), donc :

Prob (X, + X, <46 = P(TK ig%" = =V3) = N(~ 1419 = 0,079
soit eniviron 8 % de paguetls refusés.

Réponse b) :

X désignant la variable aléatoire du poids du sachet de 1a premidre
classe {plue de 25 g) et X la variable aléatoire du poids d"un sachet initial
(X suit Ia loi N'(25:2)), on a:

pour x< 25, P(X; <x}=0
pouir x> 25, P(X, <3 = P(X <x/X > 25) ~ PEI<R<X)

PX>25
% {F : fonction de répartition de X}

= 2R0) ~ 1 car F(25)=0,5
d’ob la densité f; de X ¢
pour x<€ 28, £1(x)=0
pour x> 28, fi{x)}=2f{x)
un calcul analogue donne la densité 3 de Xy :
pour x= 25, fx)=2£(x)

pour x>25, fhixi=0

en utilisant les résultats classiques :

ofnt f estla densité de X

ey

+m---'x:- +n¢uf’mw
[ ¢ Idxmlfm j xe Zdx=] etf xe zdxw [
Jo e

on détermine successivernent les parameéires de ces deux lois, scit

= 20 fei pr=25 et =32), E{Xg)=m- 23___’
E{X m+m{mm o=2), E{Xz2) e

VX)= V(X = o*(1 —%).

X et X étant indépendantss, E{X1 + X} = B{{ )+ B(Xa) = 2m (= 50)
et V(Xi+X= V(xl) + VX3 =02~ —}

ou Ox, 4+ x, =0 2-?(?‘-1,’?@5).
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En admaetfani que X+ X, suit une loi aormale (faux en réalitd)

Prob {X; +Xs < 46) = P{T< %’%9 y=N(—2,346) = 0,0095

soit environ 1% de paguets refusés.
Généralisation :

On vient d*4tablir que si T suit une loi normaie et si X, X5 sont obte-
nus en tronquant T 4 13 moyenns (gui est ici la médiane)
V(X + Xp) < 2VN).
Or, ¢e résuliat ¢st encore viai si T a une fonction de répartition F

quelconque, en effet ; soit & un réelf et & un nombre compris entre Fia)
et Fla+0) D<a<i).

Les deux répartitions tronquées associées 4 a o & sont

F(x)
GO = pe gsa
i X>»a
F{x}
Dix) = e xX=a
4] xsa
Soient X, et X; deux variables indépendantes de lois respectives G et D.
Ona:
Ex=4 | xdFpo+ 2=Ha 5
& - }'" W,ﬂ[ e
EXy= A [ xdBx)+ Feth-a 4
i—o la, + w{ ) s

+

X0

i

+ o
de sorte que X;+X;=2 l x dF(O=2ET si a=1—c=

i
c'est-d-dire si o est une médigne de T, alors
EX?=2 { x* dF() + (1 —2F(a) &
. ]—m,y[ j
EX%:w2 f x dF(0) + 2F e+~ 13 a?
£ Ja, + o]

et var(X;+Xp=E} +EX3 - (EX)) - (EXp) = 2ET —(EX;)) ~(BEXy)®
dou 2 varT —var(X; + Xp) = (BX ¥+ EX)* ~ HET)
= %(EXQ-EXQ‘?»O

sauf si T st concenirée ¢n 4.
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ANNEXE I

1. Densit¢ de 1z somme dé denx aléas normaux ‘“‘trongués’™ centrés
indépendants

Soit Ty "aléa normal *“‘tranqué”™ centré de densité f, définie par -
r!
f{n = -~3_:;~ e 2 sietssulementsi f<0
vIr

fifry = 0 si et seulement st 7220
¢t T; Paléa normal “tronqut?” centré de densité f5 définie par -

2 =10 . g et seulement si 10
) = 2. e 2
A = 5F

alors Ty + Tz a pour degsité le produit de convolution de fy et de f; défini
par :

st ef seulement si £20

4 o
Getp e =1 = | -0 10 a

%

Le résubtat s'obtient sans difficultés :
xt *

z...%.. »‘2 *® "'"
fix) el /Ez' e~ # du

2. Gmphe de Iz densiié
— I est paire

() = L
()] 7z

— £ dérivable sur R* et pour x>0
x

Y NP N AL SR
'ix) we [2/£ e-¥ dy 3 }

2
soit (<O et 3= —

w %,

L
x
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x o =N X f(x
~b - 0 8,564
P& x 8.5 0,384
: 1 6,21
1,5 €¢.,093
fex) A \ 0 2 0,033
yli

o
oy
>y

Remargue : f n’est pas la deosité d'une variable gaussienne puisgue sa
dérivée présente un saut en 0. 14 encore ce résultat est général ; notons
cormune ci-dessus F la fonction de répartition de T =t X, X; les variables
obtermes en tronquant en @ quelcongue.

Supposens en outre P absolument continue et de densité £ dérivable
et & dérivée continue ; les densités de G et D sont ;

= M2 1 = 10 ]
g(x} pe - § d{x) -
et cefle de X+ X, est:
o6 = /j: #(0) Bx - Ddf = ﬁ: 1 gx - £yt

xgal ey

= "&"Ei"’:&"? [ : K5 Wx—ndi st x> 2a
_ 1 f“" £(6) £ - 1ydi si x< 20
a{l -0} Ja
de¢ sorfe que

10




Bulletin de 'APMEP n°357 - Février 1987

¥ E —.—.......!L............... a —_ 1
&' (x) s ﬁm fin f'{x—ndr six>2a

: 1 " e 2 . .
|m -/a f(f] 14 {x f}df 51 x@Z&t

bm erpge 1 fmf F(2a—t)dr =
etque  Hm gtg=—to |10 FQa—ndrep

alors que lim qa’(x)m««-u-l—-_-.. /‘a A Qo Ndi=v
xj2a ofl —a) f-e

¥n intégrant par parties on obtient :
+
B = - fO) f2a -t ] I S f = ¢} 12a ~ Dat
4 afl-a) Ja

ce{l —x)
et en faisant le changement de variable t=2a-r
4y
PR i ) 2
RVt -

si done fl)+#0 ¢ a un saut au point d’abscizse a.

3. Fonction de répartition .

o [ [ ([

T 4

2
x
. [2 . ([+m e—“‘du) dv {%’=i}
X feo tv 2
H

<
- 4 @) du dv ot DVl /. 3
H] e udv o Dy M<i

représenté ci-dessous,
Vi

nobx

i1
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pour x<0: en coordonnées polaites
4 ) 0 P'I'm
= / pe—dpl db

Fo=2 ][]
T | J 2inb
x x
=2 4,7 Gin% g
T 9
%
F)=1 f” e 1
Ol X = — e — F I
T Jx uyu~—1 ( sin“ﬂ)

et pour des raisons de symérrie: F{) = % &t Flxy=1 - F(~ x} pour x>0,

4. Calcul de Vécari-type
Soit Xp=T;+T; alors évidemment E(Xg)=0 et

2 4 o 4 i*= -—‘f« b
E(Xa)z-/ wx’f{x}dx=? fﬁ xXe x e dul de
) . £
32 (v . e ] x
= = y ¥ s | [
7o ‘/ﬁ € [/v e ul dv (v 2)

= 32 {/ ¥ a8+ v duy dy
. Al ¥y

ok A(wy) = {1V} / 0K vy ci-contre

vk
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en coordonnées polaires :
S

Exp = 2 Fsmw U; peﬂdp}]

par parties : [+mp e~p dp = j ,aé““"pdp-—%

il K 0

T T

R ) 1——c0528) _x b
et ]0 sin® § dg ]; (%2 4o T %
d’od EQG)=2~ - of onen déduit: o = Fz-'i

v % T
ANNEXE 11

Résnltais numériques

I} Rappelons la fonction de répartition de la somme de deux aléas
“tronqués'’ normaux, centrés of indépendants, calenlés dans Pannexe {1 :

] 1 /s it | |
Ffl‘}-—_ P{XQQI e — du pour x<{}
* P2 uvu—1
2
et Ecart; = l ,...‘_
s0n ¥pe ifxn

Dans Pénoncd initial, en appelant X la somme des aléas normaux
“trongués” X; et X; on a vu que B(X)=3%50 e ox=2 sz..é :

donc Xg= —}5»'?9- ef PX<k)=P(Xpx kzﬁﬂ)mp(k—zsej .

Alnsi, si k€ | 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50|

= “tzﬂf{*s;mz's; -2; -15; -1, -0.5:¢}.

2) L’éiude analytique de F pourrait donner lieu 3 des développements
intéressants ; en ce gui concerne le caleul numdérique de Pintégrale pour
les valeurs de x ci-dessus, j’ai “‘négligé’*® Ie “‘reste®’ :

> ¥
/“’ e_?u 4 -EaA

dﬂ'g et -4 4
Ja u\fzwi A VA -1

13
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et utilisé la méthode de SIMPSON de la CASIO FX 180 P pour calculer :
x
-—u
A
f L dig
2 uvu-1

Le tablean ci-dessous donne successivement les valeurs de & puis de x
(cf. ci-dessus) puis de A et de N {nombre de divisions de ’intervalle [2,A])

44 | 45 | 456 | 47 | 48 | &9

—3|-25) =2 |-15] ~1 -05| (x—0 ne figure pas car
s | 8 [ 216|321 Foy= L)
128 | 518 | 512 | 512 | 512 | 512 2

2P| = |

3) Le tableau ci-dessous donne pour les valeurs de k précédentes
successivement :
— la réponse a la question a) ("*pas de tri*’)
— la réponse A la question b) (tri préalable)
1. par 'approximation normale {annexe I)
2. par le calcul direct de F(x) (cf. ci-dessous)

k 44 45 46 47 48 49 50
sams tri |0,017 |0,0385 ] 0,079 0,144 | 0,24 0,362 0,5

avec tri
normale 0,00022 | 0,0017 | 0,0085 §0,0352 | 0,12 0,279 0,35

a‘;&}" 0,00057 |0,00297] 0,012 |0,0417 | 0,115 | 0,262 | 0,5

On constate bien 1'utilité d*un tri préalable et le risque d’ une approxi-
mation normale ‘‘hétive’’ méme ‘‘proche’ de la réalité,

14
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