
études 

de l'utilité d'un tri préalable 

ou somme de deux variables 


normales Htronquées" 

par E. Bernay 

Lycée Chevrollier, Angers 

Nous trouvons dans un ouvrage de Mathématiques appliquées (réf. 
Probabilités initiation à la recberche opérationnelle de C. GOUJET et 
C. NICOLAS aux Editions Masson) l'exercice suivant: 

"Une machine à empaqueter des bonbons prépare des sacbet~ de 25 g ; 
leur poids réel est en fait une variable aléatoire de moyenne 25 et d'écart 
type 2 (loi normale). 

Un distributeur commande des paquets de 50 g et refuse .ystémati­
quèment ceux dont le poids est inférieur à 46 g. Pour préparer ces paquets 
de 50 g sans désorganiser le mode actuel d'empaquetage, deux solutions 
sont envisagées : 

a) réunir deux sacbets de 25 g. Quel est alors le pourcentage de paquets 
qui seront renvoyés par le distributeur? 

b) répartir d'abord les sachets de 25 g en deux classes: ceux de plus 
de 25 g et ceux de moins de 25 g. Puis on prend un sachet dans la pre­
nùère classe et on le réunit avec un sachet de la deuxième classe. Quelle 
sera alors la proportion de paquets refusés par le distributeur?" 

La question a) est classique et se résoud sans difficultés car la somme 
de deux aléas normaux indépendants est un aléa normal (cf. annexe I). 
Par contre, la question b) amène à se poser le problème suivant: en addi­
tionnant deux aléas normaux "tronqués" défrois par exemple par leurs 
densités: 
• pour le 1" aléa Tl: 

-~ 
2 e 2jfl(x) = 2n(x) = 

{fif 
pour x<O 

!fl(x) = 0 pour x;"O 
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• pour le 2' aléa Tz : 
f2(x) = 0 pour x<O 


x' 

2 e 2f2(X) = 2n(x) = pour x;;'O

{iir 
obtient-on un aléa normal ? 

On verra que la réponse est négative (annexe Il) mais que l'approxi­
mation normale fournit un résultat numérique "proche" de la réalité 
(annexe I). 

Dans l'annexe l, nous répondons d'abord à la question a) puis à la 
question b) en faisant l'hypothèse (fausse en réalité) que la somme des deux 
aléas "normaux tronqués" est normale: il suffira de calculer le nouvel 
écart-type qui, étant plus petit que le précédent (le facteur est 

V2 -! '" 0,8525), explique la proportion moindre de paquets refusés 

et justifie l'utilité d'un tri préalable. 

Dans l'annexe II, nous répondons de façon précise à la question b) 
en déterminant successivement la densité (par un produit de convolution) 
puis la fonction de répartition (calcul d'une intégrale double "générali­
sée'~ de la somme des deux aléas Hnormaux tronqués". Nous retrouvons 

également l'écart-type et son facteur V2 - ~ .La réponse numérique se 

fait par le calcul approché d'une intégrale généralisée (annexe lU). 

Dans l'annexe III, nous comparons les résultats numériques des ques­
tions a) et b) (approximation normale de l'annexe l, calcul direct de l'annexe 
II) en prenant successivement comme limite inférieure de poids acceptés 
par le distributeur (poids en grammes) : 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50. 

(énoncé) 

Sur les trois tronquées on pourra consulter: 

L. MAILHOT, Etude des lois de probabilités réelles tronquées il droite 
et applications statistiques. Thése de 3' cycle, Clermont Il, 1985. 

ANNEXE 1 

Notation: 

T désignera une variable gaussienne centrée réduite (T suit la loi nor­
male \' (0;1)) dont la fonction de répartition (tabulée) sera notée : 

.t' 
N : x~N(x) = Prob (T,;;;x) et la densité n:x~n(x) = _~ e 2 

v21l' 
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Réponse a): 

XI désignant la variable aléatoire du poids du premier sachet, Xl suit 
la loi normale .N' (25;2). Il en est de même pour X2' variable aléatoire du 
poids du deuxième sachet. Xl et X2 étant indépendants, Xl + Xl suit la loi 
normale .J'"(50:2v'2), donc: 

Prob (Xl +X2>;46) peT>; 46-':;0 = -v'2) == N( -1,414) '" 0,079 
2 '12 

soit environ 8 % de paquets refusés. 

Réponse b): 

X1 désignant la variable aléatoire du poids du sachet de la première 
classe (plus de 25 g) et X la variable aléatoire du poids d'un sachet initial 
(X suit la loi X (25 ;2», on a : 
pour x>; 25, P(X I<x)=O 

pour x>25 P(XI<x) = P(X <x/X> 25)= P(25<X<x) 
, P(X>25) 

= F(x) - F(25) (F: fonction de répartition de X) 
1- F(25) 

=2F(x)-1 car F(25) =0,5 

d'où la densité fI de XI : 

Jpour x>;25, fl(x)=O où f est la densité de X 

j

\pour x> 25, fl(x) = 2f(x) 

un calcul analogue donne la densité f2 de Xl : 

pour x>;25, f2(x)=2f(x) 
pour x>25, f2(x)=0 

en utilisant les résultats classiques: 

+'" x' ~; 
{ + '"e - 2 dx= lF'. j.+O'x~ f dx= 1 et / X'e 1 dx= IJ!.. 

• 0 ~ 2 fi " 0 2 

on détermine successivement les paramètres de ces deux lois, soit 

E(Xtl=m+~ (ici m=25 et <1=2), E(XÛ= m _ 211..,. 
V2ir v2'1r 

V(XI) = V(X;ù = a'(l _l..).
'Ir 

XI et X2 étant indépendantes, E{XI + Xû E(XI)+ E(X;ù= 2m (= SO) 

et V(XI + X;ù= V(X I) + V(X;ù= u'(2- .±.)
r----......--- 11" 

ou ux, u V2- ! (= l,70S). 
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En admettant que Xl +XZ suit une loi normale (faux en réalité) 

Prob (Xl + Xz < 46) = P(T< 4~~~O ) =N( - 2,346) = 0,0095 

soil environ 1 % de paquets refusés. 

Génénùislltion : 
On vient d'établir que si T suit une loi normale et si Xl> X2 sont obte­

nus en tronquant T à la moyenne (qui est ici la médiane) 
V(XI + X2)<2V(T). 

Or, ce résultat est encore vrai si T a une fonction de répartition F 
quelconque. en effet: soi! a un réel et 0: un nombre compris entre F(a) 
et F(a+O) (0<0:<1). 

Les deux répartitions tronquées associées à a et 0: sont: 

iFO:(tX) a~a
G(x) = 

x>a 

x>a 
D(x) = 

x~a 

Soient XI et X2 deux variables indépendantes de lois respectives G et D. 
On a: 

EXI =..L r x dF(x) + 0: - F(a) a 
0: .' j_ oo,a[ 0: 

EX2=_I_,' x dF(x) + F(a+O}-o: a 

1-0: ja,+oo[ 1-0: 


de sorte que Xl +X2=2 (+: x dF(x) = 2ET si 0:=1-0:= ~ . , 
c'est-à-dire si a est une médiane de T, alors 

EXy=2 /' x' dF(x)+(1-2F(a» a' 
, I-oo.a[ J 

EX~=2 r x' dF(x) + (2F(a+O) 1) a' 
]a, +oo( 

et var(XI+Xû=ET+EX~-(EXI)'-(EXÛ' = 2ET'-(EXI)'-(EXz)' 

d'où 2 varT-var(X1 +Xz) = (EX1)'+(EX:z}' 2(ET)' 

~ (EX2 - EXI)'>O 

sauf si T est concentrée en a, 
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ANNEXE II 


1. Densité de la somme de denx aléas normaux "tronqués" centrés 
Indépendants 

Soit TI l'aléa normal "tronqué" centré de densité fi définie par: 

" 1 si et seulement si t< 0 

si et seulement si t;;, 0 

et T2 l'aléa normal "tronquî" centré de densité f2 définie par: 
f2(1) = 0 si et seulement si t <0 

t' 

f2(t) = 	 .1
2 " e 2" si et seulement si 1;;'0 


v 21[" 


alors Tl +T2 a pour densité le produit de convolution de fi et de f2 défini 
par: 

(fi' fû (x) f(x) 

Le résultat s'obtient sans difficultés,: 
x' • 

f(x) = 
'1r 

e-"4 /,: '" e-u' 'du 
E 

• 2 

Z. Grapbe de la densité 

- f est paire 

- f(O) = 1­n 
- f dérivaole sur R' et pour x>O : 

f'(x) = 1. e- f [-~ (+'" e 
1[" 2 1~ 

." 2 
soit r(x)< 0 et fd(O) = -1­

1[" 
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x 0 +00 

f(x) 
11" 

1; ______
f(x) 0 

X f(x 

0 
0,5 
1 
1,5 
2 

0,564 
0,384 
0,21 
0,093 
0,033 

y 

, , ,• x•x' _2 _1 01 1 2 

Remarque: f n'est pas la densité d'une variable gaussienne puisque sa 
dérivée présente un saut en 0, Là encore ce résultat est général : notons 
comme ci-dessus F la fonction de répartition de T et X b X2 les variables 
obtenues en tronquant en a quelconque. 

Supposons en outre F absolument continue et de densité f dérivable 
et à dérivée continue ; les densités de G et D sont: 

g(x) = 1i& llx~al et d(x) = 1i& LX>al a· I-a . . 

et cene de Xl +X2 est: 

",(x) t: g(t) h(x-t)dt = f:: h(t) g(x-t)dt 

1 r· f(l) f(x - t)dt si x~ 2a 
a(l -a) .1-,., 

1-:::-1,---:- j'.+'" f(t) f(x - t)dt si x~2a 
aO a) 

de sorte que 

!O 
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j
'P'(x) = j 00(1 ~a) L: f(t) f(x-t)dt si x~2a 

'+"" . 1 
Il f(t) f(x-t)dt si x';;la 

1 00(1-00) 

j '+Oo 
et que Iirn 'P'(x) = ----,-:-"--,­ a f(t) f'(2a-t)dt=p.

",ha 00(1-00) 

1alors que Iirn 'P'(x) f-: f(t) f'(2a- t)dt= 1/ 
x-l,2a 00(1-00) 

En intégrant par parties on obtient: 

p. 	 = _ f(/)f(la-t)] +"" + 1 jAH<' f(t)f(la-t)at 
00(1-00) a 00(1 a) Il 

et en faisant le changement de variable t= la - t' 

p. = Il + ....fl&.. 
00(1-00) 

si donc f(a) ..O 'P' a un saut au point d'abscisse a. 

3. FODCtioD de répartitioD 


F(x)= Cf(t)dt=; t e- 4 ((~""e-U'dU) 


= "4 ""[f e-V' (' r:"" e-.'d~)2dV [v=~l
'li" ,-00 Jlvl 	 2 

~.(î 	 1 v s:~l 
.)) D{u,v) r(<J'+>') du dv où D(u,v)= (u, v) 1 IVI:: r 

représenté ci-dessous, 

Il 
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---

pour x< 0 : en coordonnées polaires 

F(x)~ ~ l: li":'"' p e-p' dpl d8 
4 2sin8 J 

T x' 
2- ­ 4 e 4sin l 8 dO 

o 
x' 

ou F(x)~..!. r+~ 
11" 01 x 

e ~ 
u vu-l 

du (u=-!....-_)
sin); fi 

et pour des raisons de symétrie: F(O) = ~ et F(x) =1- F( - x) pour x> 0, 

4, Calcul de l'kart-type 

Soit Xo = Tl + T 2 alors évidemment E(Xo) =0 'et 

E(Xàl= I+:rf(x)dx=~ j:+~re-~ f!iWe-u'dUJdX 

= ;! j~+w v' e-v' [.!:+œ e-u' dU] dl' (v= ~) 
~ 32 ri' v' ,,-(u'+ v') du dl' 

'!f " â(u. v) 

où Ll.(u.l') = {<u.v) 1 0';; v,;;u! ci-contre 
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en coordonnées polaires : 

E(X5) = ~ .I} sin' e (j~+<» ,,' e-p' dp»)dO 

par parties : 

et 

I~d'où E(X51 = 2 - -.! et on en déduit : (1 = 11 2 - 11"
11" 

ANNEXE III 

Résultats numériques 

I) Rappelons la fonction de répartition de la somme de deux aléas 
"tronqués" normaux, centrés et indépendants, calculée dans l'annexe Il : 

, -u 

1 /+"" 
r 

4eF(x) = PO<O<;;x)=- -- du pour x<O 
11".2 u.fûl 

et son écart-type ax., = Vq-!. 

Dans l'énoncé initial, en appelant X la somme des aléas normaux 

"tronqués" XI et X2 on a vu que E(X)=50 et ax =2l/2-! : 
donc Xo= X-50 el P(X";k) =P(Xo"; k- 50)= F (k- 50) . 

2 2 2 

Ainsi, si k E /44, 45, 46, 47, 48, 49, 50 ) 

x k~50E1-3:-2,5;-2; 1,5;-I;-O,5;Cl. 

2) L'étude analytique de F pourrait donner Ueu à des développements 
intéressants: en ce qui concerne le calcul numérique de l'intégrale pour 
les valeurs de x ci-dessus, j'ai "'négligé" Je "reste" : 

r 

,;:'" u -"4" -~~-e 4 
A 

du '" x'A 1 
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et utilisé la méthode de SIMPSON de la CASIO FX 180 P pour calculer : 

rA fu 
e- du 

J2 ulU-l 

Le tableau ci-dessous donne successivement les valeurs de k puis de x 
(cf. ci-dessus) puis de A et de N (nombre de divisions de l'intervalle [2,AD 

k 44 45 46 47 48 49 

x -3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 

A 5 8 12 16 32 128 

N 128 518 512 512 512 512 

(x = ° ne figure pas car 

F(O) = ~ ) 

3) Le tableau ci-dessous donne pour les valeurs de k précédentes 
successivement: 
- la réponse à la question a) ("pas de tri") 
- la réponse à la question b) (tri préalable) 

1. par l'approximation normale (annexe 1) 
2. par le calcul direct de F(x) (cf. ci-dessous) 

k 44 45 46 47 48 49 50 

sans tri 0,017 0,0385 0,079 0,144 0,24 0,362 0,5 

avec tri 
normale 0,00022 0,0017 0,0095 0,0392 0,12 0,279 0,5 

avec tri 
F(x) 

0,00057 0,00297 0,012 0,0417 0,115 0,262 0,5 

On constate bien l'utilité d'un tri préalable et le risque d'une approxi­
mation normale "hâtive" même "proche" de la réalité. 
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