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échanges

sur la raréfaction
des nombres premiers

par E. Ehrhart
Strabourg

Une certaine régularité dans la raréfaction des nombres premiers appa-
rait dans la proposition suivante @

Théoreme ; La premidre moitié deg 2n premiers nombres entiers contient
plus de nombres premiers que la seconde, pour n supéricur a 10.

Démonstration {par Guy Robin, professeur 3 I'Université de Limoges)

En désignant traditionnellement par 7, le nombre de nombres pre-
miers jusge’a s compris, il faut prouver gue
{1) Ny < 2y {n>=>10).

Désignons par p an nombre premier et par La le logarithme népérien de
a. ’aprés Schoenfeld [1]

L Lp = n+ Rin
pen
avec
N | 312 .
Rin) » T {n> 10000}

On en déduit (par bne démonstration érudife que rous ne reproduisons
pas ici) ’

n 5
> A (1+m) (> 10006,

15




Bulletin de 'APMEP n°357 - Février 1987

Comme d'autre part suivant Rosser et Schoenfeld {21
T, € L [ m%_) (n3252),

L.z
On a done Vencadrement
’ n ML) a (; L) :
@ in Vtem s ™= o U, (> 10000)

Il en résulte : <
=12n—1Ln
n

L2
ialon L~ " LaLzn

2n 5_13
2 -2 10
ps oA (L2+ Z 2) >0 (r>10060)

Or, (1} est vrai également pour n< 10000, comme on Fa vérifié par
ordinatenr.
Remargues :

1) Soit 7, le nombre de nombres premiers de Pintervalle [n+ 1, 24).
Quangd » tend vers Pinfini,

27y— Ay 2

T =1, 7(';,**1!‘:,""4'00, Wy Ty~
Tn

De Ia relation clagsique ,~ L-l"'; résulte immédiatement

4
-3~}

Tr o Tauo¥n o T o2 LB

Tﬂ jr(] ﬂ‘n LH+I.12
Comme 1r,,—-':r;,x2'a',,~»r2“ ,» on déduit de (2} ;
2n 2 5
- - 22 gy 2 5 12
LnLZn L2-5) < Ap-y < Lalzn W5 i 21.2 2
Dou Ix’ff (Rp=%L) = L4—-§_ = 0,083
. ' 4 :
Par suite T, %y, ~ Lfn L4-3) e Wy-wy koo

2) Pour n< 18000 , le maximum de %, — 7 est 204, [l est atteint 14 Fois
pour 9941 < <9944, 9949 9956, n=9973, n=9974.

Pour n>10000, le minimum de #,—7), est trés probablement 191,

Commentuaire :
En avril 1986, javais communiqué le théoréme comme conjecture ;

— aux professeurs Foata et Mignotre de Strasbourg, spécialistes en théorie
des nombres. 1ls mi’ont dit n'avolr jamais rencontré en littérature cetie
conjecture, sang doute tres difficile & démontrer ;
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— au “'American Mathematical Monthly”, dont le “‘referee” n'a non plus
trouvé de trace imprimée de cetie conjecture. Il "estime trop difficile
pour s& rubrique des *‘advanced problems™. I m'a appris gque 8
conjecture plus générale

'x(a_;.m@rn‘i‘rm (Hﬂm?z}
a déja €€ émise, “'mais qu'elle £tait probablement fausse® ;

— 3 Monsieur Dominique Roux, reaponsable de la rubrique des problémes
du Builetin de PA P.M.E.P., en observant que Pencadrement de 1,
donné par Rosser ef Schoenfeld [2] :

noy H n 3
EL I 5 V.. o Bl —

| &= +(‘}.‘J..n) < W< ( + 2Ln) {n252)
pe suffié pas pour établir (1) car i conduit &

n L 3Lm-L2n

Lal2n 2Lnl2n
ol 1a parenthése est négative ;

— a1 Centre de Calcul de Strasbourg, i M. Strosser a bien voulu vérifier
Ia conjecture pour Pintervalle [11,10000] de »

— 4 3. Robin qui m’a envoyé sa splendide démonstration, M, Roux hsi
avait défd transmis ma conjecture.

Les personnes compétentss consuitées pensent gue ce théoréme inédit
est important.

Postscriptum :

Quelquss temps aprés "eavoi de cet article au Bulietin, M, Robin m'a
communigué une information intéressante : *“Dans {3}, les auteurs affir-
ment avoir démaontréd {1} et que lewr démonsiration paraltra ultériesrement.
A ma connaissance, elle i’est pas parue, mais corame je vous Pai montré,
la preuve est conséquence facile du travail de Rosser et Schoenfeld”’.

M. Robin m*a également envoy# la démonstration d'une propasition
plus générale que e lui avais soumise comme conjecture :

REp—Hpe >

Théortme 2 : Quels que soient les entiers k ef n supérieurs @ 2,
Fin < KWy

11} Schoenteld, Shaper Donds Tor the Chebyshevy Fonctions 8(x) and ¢{x3, It, Mathematics
of Computation, Veol. 30, pp. 337360 {1975},

2] Rosser of Schoenfald, Approximste formulay for some fonctions of prime pumbers,
IHlingis fournal of Mathematics, vol. 4, pp. 64-54 {1962},

i3] Rosser et Schoenfeld, Sharper bonds for the Chebyshey Funclions 8(x) and $ix}, I
Muwibematics of Computstion, Vel. 29, pp. 243-268 (19751
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