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les problemes
de l'a.p.m.e.p.

Cette rubrigue propose des probidémes cholisis pour Voriginalité de
lfeur caractére : esthotigue, subtil, ingénieux, voire récréuatif, dont la résg-
lution: névessite initiztive, démiarche inventive, recherche, effort intellectuel.

Priorité est ruitureliement réservée aux énoncés composés par des
colégues ef au dialogue ouvert entre eux par le jeu des rdponses et des
solutions.

Cefte rubrigue gocueitle fous ceux gui abnent inventer, chercher de
“heaux probiémes’, ... si possible frouver des solutions, et les invite g
donner lbre cours & leur imagination créatrice.

Les gnoneés et solutions sont @ envoyer & 'adresse suivante :
{réponses & des problémes diffdronts sur feuilles sépardas S.V.P.)

M. Dominigue ROUX
85 bis, rue Aristide BRIAND
87160 LIMOGES

ENONCES

ENONCE N° 116 (J.-L. NICOLAS, Limoges)}

Désignons par ;=2 ;=3 =35, ..., Ia suite des nombres pre-
miers. Quels sont tous les entiers k tels que pypy...py < kK ?

ENONCE N° 117 (J. LEGRAND, Biaivitz)

Construire un triangle connaissani les trois points, autres gue 55
somimets, ea lesquels ses médianes coupent son cercle circonscrit,
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ENONCE N° 118 (J. BERRARD, Paris)

Pour tout tétraddre T désignonspar S et par S ls plus grande et
1a plus petite des aires des projections orthogonales de T sur des plans.
Déterminer le plus grand réel &  tel gue pour tout (étraédre on ait :
8§ 2k8.

SOLUTIONS

ENONCE N° 161 (Rallye Mathématique de Franche-Comté, 1976)

Soient D et I deux droites de I'espaca,
Peut-on trouver deux rotations, I'ane R d'axe 03, Paytre R
d'axe DY, teilles que R(D}=R(D} ?

SOLUTION (1.-, FONTAINE, Besangon)

1¢7 cas : Supposons D et D' paralldles. Le cylindre de révolution d'axe
D, contenant I et le cylindre de révolution, d’axe D’ contenant D se
coupent suivant deux droites. Soit A I'ang d’elles, La rotation R
d’axe D envoyant I sur & eflarotation R’ d’axe D' envoyant D
sur A répondemt A la question,

2= cax : Supposons D et ' concourantes. Le ¢dne de révolution d’axe
D contenant 1Y et lecéne de révolution d’axe 1) contenant D secou-
pent suivant deux droites.

Soit A 'une d'elles. La rotation R d'axe D snvoyant IV sur A
et la rotation R’ d'axe D’ envovant D sur A répondent & Iz question.

3¢ ras : Reste & gnvisager flecas ot D et D' ne sont pas coplanaires.
On va montrer qu’alors il est impossible de
trouver R et R’ répondant 3 la guestion.
Pour cela considérons le retournement d
autour de Ia perpendiculaire commune HH'
4 D et D' .Ilest possible de décomposer
ia rotation R en e produit de deux retour~
nements R=ged ol ¢ est un retourne-
memnt dont I’axe est perpendiculaire en H' 4
D' de méme R =a'»0 ol ¢ est un retour-
nement dont I"axe est perpendiculaire en H'
ap.

Puisque d(D}=D et ¢D)=D" Pégalité
RD)=R'(D) équivast & o(D)=0'(D}=A.
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¢ envoie D sur D; Dsur A Asur ¥, o enveie D sur A
DXsur ) ; Asur D d’oll ¢80 envoie D sur A, D sur D ; Asur D,
Et par suite (0'-0) envole Dsur D ; D' sur D' ; A sur A, (0700 ¢st donc
un vissage quiconserve D et I done ¢’est Midentité ou le retournement
d. Ponc c*est une rotation. I en résulte que le vissage g'e0 estunerota-
tion {car si e vissage 0«0 coniendit une transiation T dans sa décom-
position en produit d’une rotation et d*une wanslation de vectenr paral-
itle 4 Paxe, 2lors le vissage (G'«0) contiendrait 1a transiation 3 T dans za
décomposition),

Or, pour que le composé des deux retournemenits g et 0 s0it une
rotation, il fant que leurs axes soient concourants, L’axe de ¢ n’est pas
la perpendicuiaire HH' sinon on surait 0=08 et par suite o'(D}=D" ;
D et Y seraient concourantes. De mEme 1'axe de ¢ n'est pas HH'. Par
suite les axes de o, de o et HH' définissent un plan auguel song perpendi-
culaires D et D’. D et D seraient donic parailéles, contraire & 'hypothése,

Conclusion :

On peut trouver les deux rotations R ei R telles que
R(DY=R{[¥ ¢ et seulement si leurs axes D et D’ sont coplanaires,

Awtres solutions : 1. LEMAIRE (Lille), C. NOTARI {Noé&j, C.
TISSERON (Bizerte). {Ces deux derniéres solutions sont anaiytiques),

ENONCE N° 182 (ROUX, Le Puy)

Quels sont tous les couples d’entiers naturels (x,)) pour lesquels
X5+ 27% admet au moins trois diviseurs premiers distincts ?

SOLUTION de Gérard COGQGUET {Valenciennes) et Vauteur.

i.a réponse est immédiate dans les cas x=9 ou y=0 . Ecartons ces
cas trivianx en supposant g#0 .

Sang perte de 2énéralité, on peut supposer x ef y premiers entre
eux, carsi x=dX e y=d¥ avec (X, Yi=1 alors x*+27F =d¥{(X*+27+%),

Observons que x54+27#% = AB.C on

A=+3A-3ry, BexEe3F, C=xB43y743xy.

Sans perfe de généralité, on peut supposer x non divisible par 3, car
si x=3Y, posant XY=y, alors x¥ 42738 =2T1X%+277%).

Dans ces conditions, A, B, C sont premiers entre eux dewx & deux, en
effer si p est un diviseur premisr commun 4 A e B alors p divise
B~A=3xy, donc: ou p=3, ou p divise x,ou p divise y, ce qui,
compte temu du fait que p divise x4+ 32 conduit chaguee fois & une
contradiction.
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5i p divise B et C, le raisonnement est le méme. Enfinsi p divise A
et Calars p divise C - A=6xy , comme le cas p=2 ast exclu par le fait
que X et ¥ e sont pas tous les deux pairs, done que A et € sont impairs, il
résulte que p divise Ixy et par suite anssi x2+ 337, nous avons vu que
ceci est impossible,

Comme O<A<BIC nous pouvons afficrner que si A#1 le produit
A.B.C admet au moins trois diviseurs premiers.

Supposons maintenant A=1! xX*-3xy+3¥8—1=0, le discrimi-
nant decetrinbmeen x est A=92 - 41 1)=4 33 cequiest négs-
{ifst y>1 . Doncsi A=1 pécessairement y=1 , et alors

X¥—-Ix+2=0 domne x=1 o x=2

x=1, y=1 domne xE4+278 = 28 = 227

x=2, y=1 donnie X*4+27v = 9! = 7.13
Dans ces deux cas, x2+27* n’a gue deux diviseurs premiers.
En conclusion : ¥ +27/% admet au moins troiz diviseurs premiers dans
ley cas suivants ;

I3x=0 et ¥ aau moins deux diviseurs premiers autres gue 3,
2y y=0 et x aan maoins trois diviseurs premiers.

3) xp#0 en exchuant les deux éventualitds suivantes ; x=y=207" gt
x=2y=27¢135 , ot ¢ & b sont des entiers naturels quelcongues,

Autres soluvions : Robert CHADARD {25 Ulis) et Charies NOTARI (Noé).

ENONCE N° 103 (CUCULIERE, Paris}

Deux demi-cercles de diamétres AC =g et AE =5 sont tangents inté-
riearement. On consirait le cercle C; tangemt & AC ot gux deux detmi-
cercles, puis le cercle &, tangent & €, et aux deux demi-cercles, et ainsi de
suite... Calculer la somme des aires des cercles €y, C,..., Ci: oo
{Voir figure page 734 du Bufletin it° 350).

SOLUTION de Messienrs SIPRA {de Mirepoix) et MAGION (de Foix).

Supposons par exemple «¢>b .
Le cercle de diamétre [AER} a pour centre [ et pour rayon Al = %

Le cercle de diamdire [ACT a pour centre O et pour rayon AQ = %.

Caonsidérons ["inversion f de pdle A et de puissance K,=AE.AC=gb ;
Iimage du cercle (1) est ia droite Ap, orthiogonale 2 {AC) en C, P"image du
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cercle (O) est la droite Ag, orthogonale & {AC) en E. L’image d’un cercle
{Ip) tangent & 1) o1t {O) est un cercle (1L,) tangent & Ay et A, dont le cen-
tre L, est sor la droite Ay, médiatrice de (8,C). Soit Fy e milieu de (8,0);

AF, = @%b

2
Le sayon Ry de chaque {Lp) est constant : Ry =R= E«Tz—"";.

figure §

Les cercles (1) et (L,) sont inverses Pun de Pautre, mais s sont aussi
homothétiques dans une homothétie de centre A, et de rapport

AT, , o K,
= % avec AT,xAT, = + d'oll kp= ot~
ky AT, ” n=Ka ” AT 2

f.- = x # - KﬁR
e epfin R,=k, xRy IT,.,’
cercle (L} et done égale d ; ALZ-R3,

;or AT,? estla puissance de A pour le
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Les cercles (L.,4) ¢ant tous tangents denx & deux, nous avons immeé-
diatement :

Fol, = 2n—DR = (n«-%)(a-—b}

Donc _ AT = AER+FL3 = m+{n-«;—-}’ {@— B¢
- ATIoRE = e.f_b_) (m)* _g__'y _
e AT} = ATL-R {2 2+(n2{ab)1
doi Hﬁmf@}=mm%¥m~mh+w
- Ga—b)
Et enfin R, )

$i nous posons p= g. alors F(m)={a~ by [{n—.%,)? + 07

i @b i
et Ry = = .- .
T2l oLy
Z

L.z surface & calculer est dong

$ E "R} - B 2D § ] :
n=1 4 (@-phP a=i 1
-y +p!

La théorie des fonctions d'une variable complexe nous donng la formule :

fo - Ethoe _ S 1

X n= (n-—-é-}’-i—x’

o
Dérivors f(x) = X — —2x_ . et nous concluons donc :
SR (R S s

a, B . )
ST T X o X T

' . m T~ thimp)lp ~ thnp)

Or )= 2 x 5

Simplifions cette expression en posant r=2p
-t = S — = L= !

By el 1+chr
2
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A
b
=

g

'

sh 2np) = shr

w  r—shr . n. (@a-bF ., r—shr
= Ny fsar . B X
2P lichr 2 ab l+chr

S = n @y x-mx!a ) shr_rxn
(a b)‘ ab 1+<hr

f
| g o Babihr-r}  guac ,mzwf
8r({l+chr)

Autres bonnes solutions : COLLET (Lille} et VIDIANI (Dijon),
J. LEGRAND (Biarritz}, B. MOULIN (Aix-en-Provence}, Mnnme
PAGES et Jacques MOJSAN (Tours), et Joan-Paul ROUX (Unicuz} qui
nous dit 8tre un physicien.

Sofutions partiefles : Madame S. CHRETIEN (Villemomble}, Jean-Louis
;I}ARC!N (Paris}, Jean LEMAIRE (Lille), Charles NOTARI (Noé), et
‘anteur.

Hemargues :
1.8 sdenit aum

{a ~y\Jab th (’W’—J n* ab

a=b ] 14 ch‘(ﬂ“
 a—b
2. L'aire comprise entre les denx demi-cercles donnés est o= g(ah-zﬂ}
on remarque aisément que  Lm L = T
axlr O 4

3. 8i a tend vers I'infini, le demi-cercle de diaméire [AC} a pour position
limite la perpendicalaire en A % (AF). On trouve aloss S= %’j .

4, On peut aussi reposer le probléme en prenant €, non pas tangeni 4
{AC), mais de diamétre [CE]. La somme des aires §  des cercles sucees-
sivernent tangents esi alors :

o Ma-0eh e ab

e (RVeb i m*i.’fi‘@j
6 (a—b) 8 a—b

5. On remarque que Pon & toujours S>S et que fim S - x,
ab © 4
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