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les problémes
de l’a.p.m.e.p.

Cette rubrique propose des probidmes choisis pour Poriginalité de
feur cargcrére ; esthétigue, subtil, ingéniewx, voire récréatlf, dont la réso-
lution nécessite initiatives, démarche inveniive, rechercke, effort intellec-
feied.

Priorité est maturellermnent réservée aux énoncés composés par des col-
{gues ef au diglogie ouvert enire eux par le jeu des réponses ef des solfu-
tions, Cette rubrigue accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de
“"beaux problédmes ... si possible trouver des solutions, ¢ les invite @ don-
aer libre cours & leur imagination créairice.

Les énoncds et solutions sent & envoyer & I'pdresse suivante ; frépon-
ses & dexs problémes différens sur feailles séparées 5.V.P.)

M. Dominigue ROUX
85 bis rue Aristide BRIAND
87100 LIMOGES

ENONCES

ENONCE N 118 (Olympiades 1984)

Quelles sont les valeurs extrémes prises par ['expression
ab+ be+ca—-2abe; a, b, &ant des réels positifs de somme1?
ENONCE N° 111 {J. CHONE, Thiers)

Entre les carrés de deux nombres triangulaires distinets non tiuls
existe-t-ii togjours un cube d’entier 7
ENONCE N° 112 (D. ROUX, Limoges)

Un annesn, dans lequel toul élément x vérifie xt = x, est-il nécessaire-
ment commugatif 7
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SOLUTIONS

ENONCE N° 95 (ENGEL, R.F.A.)

Soient @, b, ¢ trois entiers premiers entre eux deux a deux. Quel est le
plus grand entier qui ne peut pas s’écrire sous la forme bcx + cay + abz
ol x,¥,Z sont trois entiers ?

SOLUTION d’un candidat anglais

La réponse est N=2abc—agb— bc—ca, en effet ;
1) Si on avait ¥ = bex+cay+abz, ’
alors (x+ 1)be+ (¥ + Nea+(z+ Nab = 2abc; comme b est premier avec
a, il résulterait (théoréme de Gauss) que a divisex+1 ;soitx+1 = agol
a€EN*, de méme y+1=35k, BEN®* et 2+ 1 =vc, yYEN*,

Alors (x+ 1Yoc+ (v + ea+(z+ 1)ab = (a+ 8+ y)abe > 3abe. Contra-
diction. Donc N ne peut pas s'écrire sous l1a forme bex + cay + abz.

2) lnversement, soit M vn entier tel que m=>N.

Lorsque x parcourt I'ensemble des entiers de 1 & a, ¥ celui des entiers
de 13 b, z celui des entiers de 1 & ¢, I'expression xb¢ + yca + zab ne prend
gue des valeurs distinctes modulo{ahc), car :
si Xbx + yea + zab = x'bc + y'ca + 7'ab mod(gbo),
alors: 0=(x—-xYoc + (¥y—y')ea + z—2")ab mod(abe) :
puisque be est premier avee 4 il résulte du théoréme de Gauss que @ divise
x—x’. Comme x et X’ sont entre 1 et ¢ cela entraine x=x'. De méme
y=y etz=2".

Donc le nombre des valeurs prises, modulo{abe), par ’expression
xbc + yca + zab est abe, ce qui entraine que toutes les valeurs modulo(ebc)
sont prises, en particulier la valeur —m(modulo abc).

Donc:ilexistexp, Yoo 2 l S € a;1 € € b1 €,
et nEN tels que m = nabe—xbe — yoca — b
ce qui est égal a (@a—xp)bec + (Bh—y)ca + ((n— Z)c— zp)ab
Si ng2, alors m<2abe— be—ca—ab = N. Donc n>2.
Par suite x=a—x320, y=b—»=20 e 2=(n—-2)c—=c— 23>0 sont
trois entiers tels que m=xbc+ yea+ zab. cqfd.

AUTRE SOLUTION : BOUTELOUP {Rouen), R. CHADARD {Les
Ulis), I. LEMAIRE (Lille), P. MANAC'H (Lorient), C. NOTARI (Noé),
et une réponse fausse.

Remarques : :
1} Le résultat démontré généralise le suivant :

Si g et b sont deux entiers premiers entre eux, le plus grand entier qui ne
peut pas s’écrire sous la forme xga+»b, avec x et y entiers naturels est
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ab—a—b Référence : Jovaux mathématigues de ROSS HONS-
BERGER (CEDIC) volume 2, chapitre 13,

2) Cet énoncé a é1é posé {sous une forme modifide) aux Olvmpigdes inter-
nationnies de Mathdmatigues qui se sont déroulées du I au 12 juillet
1983 ay Lycée LOUIS LE GRAND i PARIS, Parmi les nombreuses bon-
aes solutions recueillies, nous avons pu admirer celle d*un candidat poio-
nais qui a démoniré la péméralisation suivante :

Soient &,.4;,...,0, des entiers premiers entre eux deux 4 detx. Le plus
grand entier qui n"est pas de ja forme

Xeily...8n + @ Xg. Byt voo + Tydly.. Xy OO Xy, Xy,... Xy SOIE des entiers naturels

Fe

est N = a;a;...a,,év -l .
=1 &

3) ¥ai posé (en anglais) & Monsieur ENGEL, qui conduisait ia délégation
de R.F.A., la question suivante :

8i @, b, ¢ sont trois entiers premiers entre eux deux A deux, quel estle
plus grand entier qui ne peut pas s écrire cons la forme xa + yb+ 3¢ svec
x,¥.2 entiers T Sa réponse fut :

“It's an open gquestion [

ENONCE N* 9% (D. ROUX)

Combien existe-t-il d’entiers 2 pour lesguels n* est égal 3 une somme.
de plusieurs carrés d’entiers consdeutifs ?

SOLUTION de Jean-Louis COLLIOT-THELENE (Paris) et I"auteur.

Ce probléme s6erit 1 3= (x + 1P+ ..+ {x+ )2, . a2l x20,vy22,
soit : 6R% =6y 4 0p(p + D+ ¥y + D2y 4+ 1).

On a 13 P'éguation d’une surface cubigue S sur laguelle on checche
des points 3 coordonnées entidres. On ohserve que S contient la droite
Din=y=0). L*idée va &tre de fibrer Ja surface S ¢n coniques an moyen de
plans passani par D, pour se ramener A la recherche de points entiers sur
des coniques, c'est-2-dire essentiellerient A Ia résolution d'éguations de
PELL-FERMAT.

Le plus simple est d utiliser le plan d"équation y= n, ¢’est-d-dire de se
poser le probléme plus restrictif suivant ;

CGuels sont les entiers # pour lesquels #* est la somme de n carrés
conséoutifs ?

La conigite G6F=x+6x(¢+D+0+ 12+ 1) s'éorit aussi :
Hx+y+1P-11=1; soit en posamt Y=y ¢ X=6x+3y+3:
X2-33171=13. La solution minimale est (Xp ; Yoi=(6:13.

Celie de 'éguation associée X3 —-311 =1 est (23 ; 4). On en déduit la
solution générale, donnée par X+ Y,/33 = + (231475576 + /33). On
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en déduit les relations de récurrence suivantes, ne donnant que des coor-
données possibles :

Xn.‘.] = 233.’34- 132Yn
Ype1 = 4X,+ 237, Revenant aux coordonnées ipitiales cela

) . 1¥ger = Hx, + 10y, + 5 . .
équwaut&" i-”:“ - 2&: + 35;::4-12 aves {Xy 5 Jo) = (0;1)

I ¥ a donc une infinité de solstions, les premiéres zont les suivantes:
X . (0} {21} (988} [45448| ;2089 688
¥ l! »147) »\2161] - {99 359 ’{4568853 .

96 080 221} {4 417 600 500
(210 044 8'79) : (9 657 495 agi) s vus (AVEC R ),

UNE SEULE AUTRE SOLUTION, de Marie-Nicole GRAS (Besan-
con) gut obiient Uidentité suivante :

CABKR - K7y = (ABKY— 3% 2405 L 1P ... 4 (4BK? — 30 4 2448 1P con-
tenant 484% —} carrés conséoutifs (ol kEN*).

Heari CAMOUS {Marseille) fait remarguer que Ia question : “'Com-
bien existe-t<if de naturels dont le carré est égal & une somme de cubes
conséeutify 7 est plus facile en raison de Uidentité :

(42435, +mF = 34230334 4 58
qui faitr "objet du jeu-probléme n® LI 3 de son ouveage *“Jouer avec fes
** (Editions d'Organisation).
LCommentaires :
1) Lo question seivante : Que! est le plus petit entier n> | dont e cube est
une somme de carrés conséeuiifs ?, se résoud ajsément & 'aide d*un perit
peogramnme pour calculatrice programmable, on obtient : 5 =47, et avec

un ordinateur on peut pousser le caleul plus loin. Cest amsi gue J " ai
obtenu le résuitat suivant :

Les seuls entiers inférieurs & dix milliards qui sont chacun dla foisun
cube d’entier ef une somme de carrds consdeutifs sont :

103823 = 47 = 220+ 23 4 ..+ 68 (47 cards)
274625 = 65 = 9P+ 9+ ..+ LIS (26 carrés)
781 226 961 = 921% = 2115% + 2116% + ... + 2276* (162 carrds)

2} Par contre, je ne connais pas la réponse & la question suivante:
guel est le plus petir enfier n> | ief gu’une somme de n corrds conséontifs
puilsse 8fre un cube 7

Draprés ce qui précéde fa réponse 3 cetie guestion est inférieure ou
£gale & 20,

— Ce n'est pas 2 : ceci & fait I'objet du probléme 167 dans ie Perir Archi-
méde {voir solution dans le Nouvel Archiméde n® 101, page 333,

1k
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— Ce n'est pas 3, car 58 P=lx— 1P+ 3 (x+18 alors =32+ 2,
modulo 3; ceci entraine a =2+ 3p 00 8 +36p + 83407 + 2Tpt = 3 + 2,
par suite 9+ 1808+ 12p=2*-2; ce qui enlraine =2 (mod 3),
impossible,

- Cen'estpasd, carsi =X~ 1P+ 2+ X+ 1P +(x+2) = dx* 4 4x +6
alors a est pair : a=2p d’ol 49" =2x% 4+ 2x+3; ce qui est impossible
module 2.

— e n'est pas 5, car §i Fm(x—2P + ...+ (x+2¥F =S¥+ 10 alors a=5p
d'on 287 =x2+2, c& qui entraine x* =3 {mod 5), impossible.

Par des calculs analogues il est facile d’éliminer les entiors 7, 8, 9, 10,

12, 14, 15, 17, 1B, 19, 10, 21, 24, 23,

Donc Ia réponse & 1z gquestion ci-dessus ne peut &tre que 'une des sept
suivantes: 6, 11, 13, 16, 22, 23, 26,

Mais I’étude de Péquation de BACHET-BAKER, du type ¥ =x% + &,
associe A chacua de cex cas semble délicate.
ENONCE N° 97 (CONCOURS GENERAL, 1584)

Soit ABC un triangle dont les (rois angles sont aigus. Quelle est la
plus petite valeur de f(M)= AM.BC+BM.CA+CM.AB, M décrivant
son plan ?

SOLUTION de Gabriel FRAISSE (Ferrals les Corbigres) :

c . A B’
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Soient A',B’,C" leés images respectives de A,B,C dans ’homothétie
de centre G, Pisabarycentre de (A,B,(C), et de rapport — 2.

A B,C sont les milicux respectifs de (B°,C7), (C7, A Y et (A B

Désignons par x,v.z les distances respectives de M aux droites
BC) C°A), (A'B).

1 aire du triangle MB'C’ est xBC ; celle du triangle MC A’ est
yCA ; celle du triangle MA’B’ est zAB,

5i M est intéricar au friangie A'B'C’, "aire du friangle A’ B C* esi :
*BC+yCA +zAB.

{est aussi 43 avec S ajre du triangle ABC.

Or : 1AM (égalité si et seulement si M appartient 4 la médiatrice de
{B,C7 ),
v < BM (&galité si ot seculement si M appariient & fa médiatrice de
C,A);
2 CM (égalité si et seulement si M appartieat 4 la médiatrice de
(AR,
Ainsi : fiM) 248, H v a égalité si et seulement si M est le centre du
cercle circonscrit au triangle A'B°C’, c'est A dire "orthocenire ¥ du
triangle ABC,

H est intérieur au triangle A'B"'C” si et seulement si les trois angles
de ce triangle sont aigus, ¢’est-a-dire si et seulement si les trois angles du
triangle ABC sont aigus. Cette condition est supposée réalisée.

Conclusion @ ia plus petite valeur de f{M) est quarre fois Faire de ABC.
Elle est atteinte lorsgue M est en H.

AUTRES SOLUTIONS : BOUTELOUP (Rouen), J.C. CARREGA
{Lyon}), R. CHADARD (Les Ulis), S. CHRETIEN (Villemonbie), R.
CUCULIERE (Paris), F. DE NOYELLE (Cambrai), M.N. GRAS
{Besangor), M. KiLANI-CHEVALORE {Tunis), J. LEGRAND (Biar-
ritz), 5. LEMAIRE (Lille}, . MANAC'H (Lorient), C. NOTARI {Noé),
D. TOURNIER (St Denis de iz Réunion}.

Remarques ;
1) Monsicur Robert CHADARD a poursuivi Pétude dans fe cas oy

Fun des angles (par exemple Pangle en A)Y 5t obtus. Sa conclusion est la
suivanie .

Dans ce cas le minimum de fM) vaus 2 AB.AC, et il est obtenu pour
M=A,

) MM, BOUTELOUP d’une pari et CUCULIERE d’atitre part ont
envoyé d'importanies contributions, visant 3 généraliser le probléme 2
des fonctions du type fiM)=pMA + gMB +rMC ol p, g, r sont des réels
strictement paositifs. s atilisent Er_a&" fiM) =8, L’essentiel de leurs coschu-
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sions peut &tre {u dans l'article *“Extrémisme ponddré” de Jean Maurice
CHEVALLIFR (Saint Manee) ; Bulletin A.P.M.E.P. n® 330 de septem-
bre 1981, pages 731 4 733,

. Compléments
Cet énoncé 27 a intéressé un bon nombre de Jecteurs. Cela m’incitera
a poser d’autres problémes exirémaax dans les triangles, En attendant
voici quelques énoncés plus on moins classiques de propridtds de ce genre ;
I} Le sninimum de AM + BM + CM est atteint au point de Fermat,
~ ou centre isodynamique du triangle, point d*ol 'on voit chaque c¢ité sous
un angle de 120 degrés, en supposant chague angle A B, C inférieur 4 120
degrés.

2y Le minimum de la fonction de Leibniz AM?+ BM?+ CM? est
atteint an centre de gravité G du eriangle.

3} Le produit AM.BM.CM prend des valeurs extrémales en F et F',
foyers de Pellipse tangente aux cdtés du triangle ABC en leurs milieux.
{cf. exercice d'Olympiade n° 6, Bulletin n™ 344, page 436).

Désignons maintenant par da{M), dp{M), d{M) les distances de M
aux ¢dHiés {BRC), (CA), {AB) respeciivenient.

4) Les valeuss extrémales de dy{M)+ dg(M)+ d4M), M parcourant
Pintérieur du triangle ABC song prisss en 'un des somumets de ce triangie.

5} Le minimum de d A3M) + dg?(M} + dA(M) est aiteint au point de
Lemoine du triangle ; point de concours des symédianes.

6) Le maximum duv produit da(M).dpM).d(M), M parcourant
Vintérieur du triangle ABC est atteint au centre de gravit€ de ¢e triangle.

COURRIER DE LECTEUR

Monsieur M, BALAZARD, jeune chercheur de 'équipe de théorie
des nombres 3 PUNIVERSITE DE LIMOGES vient de démontrer la con-
jecture émise par M. MORDEFROID {Lons-le-Saunjer), énoncée page
746 du Bulletin n° 350 (seprembre 1985}, & propos de I"énoncé n® 88 (de
EHROART) :

Si n o5t un entier naturel, n>7, §l existe un entier K telque L <k <n 2t
(k2r+ 1) =(k+120+ =L

Démonstration = Notons r=w2n+ 1) le nombre des diviseurs pre-
miefs de 2n+ 1 et py<pp<...<p, i suite ordonnée de ces diviseurs.

Si py > 3, alors £ =2 convient dans Pénoncé. Nous suppaoserons done
que ;y=3. Sir=1, 2n+1 et une puissance de 3 ef £ =4 convient. Nous
supposerons donc r2 2. Si por §, k=4 ¢onvient, Nous supposerons donc
que p;=5% 8ir=2 In+1 =396 avec a4+ b33 donc n»22 e k=7 con-
vient, Nous supposercns done r:z 3.
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Soit maintenant & un entier tel que 1 €& <2n+ 1l (K", 27+ 13=1.
On a évidemment 1<k’ <2~ 1. Si de plus &’ = 1,121 — 1 deux cas se
présentent :
— Soit, 1<k’ <net k=k’ convient.
— Solt.n<k’<2n 1 etk=2n-X" convient car tout divisenr de 2n +1 et
de 2n - Kk’ divise aussi X’ + 1, donc vaui |, et tont diviseur de 2p + 1 et de
2n— k' +1 divise aussi £’ donc vandt 1. Enfin f<2p—k'<n

Ceci montre qu'il suffit de prouver qu'il v 2 au moins 4 entiers i jels
que i<k +l et (L 2n+ D=+, 2n4 =1, En effet, ces entiers
vérifient 1 €£&5<2n -1 et au moins P'un d’entre cux sera différent de I, de
M et de 2n—1.

Or 1 théoréme chinois (*) monire que o nombre deg entiers & tels
e <Rk pr...p, koG (mod py), k¥ - 1 {mod p) pour i=$,2,..., Fest
exactement (7 —2)pz— 2)..{pr~- D2 (G- 2UF - T~ 2)=15>4,

Comme c2s entiers sont tels que IA<In+1l et (&, 2n+1)=
k41, n+1)=1, le résuitat est démoniré,

Rappelons la signification géomeétrique de cette propriété arithméti-
que: Dans le Bulletin n° 350 nous avions appeld friangle propre tout
triangle qui porte comme seuls noeuds &’ un quadrillage ses sommets et »
points iniérieurs.

Nous savons que pour # =4 ou pour n= 7 les points intérieurs sont
ndcessairement tous alignés (sur une droite passant par 1'un des sommets
du triangle}. .

Nous sommes maintenant en mesure d'affirmer que cette propriété
n’a Heu que pour n =2 et potir ces deux entiers 4 ¢ 7, car pour tout entier
#>2 autre que 4 ¢t 7 oni peut construnire des triangles propres ayant »
poifits intérieurs non tous alignés.

{*) Pour ume présentation historique de ce théoréme, voir + L'univers mathématique de
P. DAVIS et R. HERSH {Gauthier-Villars, 1985), pages 177 3 18}
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