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les problemes
de 'a.p.m.e.p.

Cotte rubrigue propose des probiémes cholsis pour "originglité
de feur caractére ; esthétique, subtil, ingénfeux, voire récréasif, dont lo
résolution nécessite initiatives, démarche inveniive, recherche,
effort intellectuel,
Priorité est naturellement rédservée aux énopncés composds par
des collégues ef au dialogue ouvert entre ewx par le jeu des réponses
et des solutions.
Cette rubrigue accueille tous cewx qui giment inventer, chercher de
“'bepux problémes ... 5i possible trouver des solutions, ef les invite &
donner fibre cours é leur imagination créatrice.

Les énoneds ot lex solutions sont & envoyer & Padresse sulvante :
{réponses a des problémes différents sur feuilles séporées 8. V.P.}

M. Dominigae ROUX,
85 bis rue Aristide BRIAND.
R7100 LIMOGES

ENONCES
ENONCE n® 113 (D. RIESZ, Dijon). .
Pourn € N, posons f,{x) = xrn(x). Calculer : 1M 1 fgu)(_l_)
n

‘Xewa0 B} !
(ou i désigne ia dérivée n™~ de f,. '
ENONCE n° 114 (E. EHRHART, Strasbourg).
Calculer fe volume d’un polyadre convexe dont les 12 faces sont des trian-
gles équilatéraux, de cHiés de meéme longueur a.
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ENONCE n° 115 (J. DABLANC, Viroflay).
Nous dirons qu'un rectangle est *‘semi-entier® si au moins un de ses cotés
& pour longueur un nombre entier. Si un rectangle peut #ire partagé ep un
nombre fini de rectangles semi-entiers, esi-il nécessairsmeont semi-entier ?

Note : précisons que les poms mentionnés & ciié des énoncés sont
ceux des collégues qui les ont communiqués 4 la rubrique, ce gui ne signi-
fie pas nécessairement qu'ils en soient toujours les auteurs. 3 est en effet
parfois difficile de déterminer |'origine et la véritable paiernité d’une
idée. A cef égard, je ne manquersis pas de porter 4 la connaissance des
fecteurs toute précision ou rectification qui viendratent & m'Btre signalées,

SOLUTIONS

ENONCE u® 98 (J.C. CARREGA, Lyon)
Trouver le pius petit nombre réef &k tel que, pour tout triangle &'aire S et
de périmétre 2p, ot ait Sip*

SOLUTION de Yvan GRIMALDI (Bertangles)
La formule de Héron permet d'écrire ©
S edd - G - By - 5
o 4 P P
Observons que les réeis 1 — ;J‘i,i -f.l - 5‘1 sont positifs et ont

pour somme i. Par suite lewr produit est maximum lorsguw’ils sont
fgaux( i1 - A = | ~;f’; =lw;}§-w-%-(d‘oﬁa=bwcw%9
Donc SF £k = J f %‘]’ = %3_. Pégalité ayant licu lorsque le trian-

gle est équilaiéral, et seulement dans ce cas.

{*} note : ce résuleat clavsique se démontre par exemiple 4 "aide de l'inéga-
lité arichmético-géométrigue : si x, ¥, 2 sont trois réels positifs alors ;
3y X3y b2 etligalidn'aliecn quesix = y = z

3
En effet - on peut éerire x = &3, ¥ = 3, 2 = wi, ol &,v,w sont des eéels
positifs, Dinégalité précédente dquivaut 4: Jwwvw € ¥¥ &+ W + i,
laguelie résulte de I'identicé :
WP+ W dpvw=+ v+ w) (B + VW g~ vw— wu)

=1 (4 viw) = v+ (v— wR+w—w)?
ce qui est girictement positif, saufsiu = v = w, :
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Autres sodutions : BOUTELOUP {Rouen), 1.C. CARREGA (Lyon),
R. CHADART ges Ulis), S. CHRETIEN (Villemomble), J. LEMAIRE
{Litle}, M. KILANI-CHEVALORE {Tunis), P, LEFERVRE (Ecully),
3. LEGRAND (Biarritz}, R. CUCULIERE {Paris}), P. MANAC'H
(Lorient), C. NOTARI (Noé). '

ENONCES »° 99 ¢f n° 100 (). ROUX).
Quel est ¢ volume maxisoum §'un octaédre régulier coniens: dans un cuabe
de volume 17
Reprendre ic probléme précédent en remplagant octaddre ¢t ke cube par
tout coupie de splides de Plavon.

SOLUTION, ?remiime partie.

1) Résulins préliminnires
Pressons un tableau récapitulant les principales caractéristiques des

polyédres réguliers convexes, doni nous aurons besoin par fa suite ¢

polyédre F s A d v
U arasdre 4 4 4 | a¥T | V7
| 3 12
cube 6 8 12 | Y2 &
- 7|
|
octaddre § 8 12 a T
P) 3
dodécaddre 12 20 6 | 22 | affu
> 7
icosabdre 2% 12 30 a® a2
o 2 5
Tableou (I}

Dans ce tableay, F désigne le nombre des faces, § celui des sommets,
et A est le nombre des arftes. La longuenr d'une aréie est notéea. dest la
distance dw centre du poly¥&ive & chacune de ses arBtes. Enfin V est le

volame du polyddre. & = 1 "'2 V5 est le nombre d’or.
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Ces résultats, qui s’établissent sans difficulté notable, peuvent étre
trouvés dans le dossier PLOT consacré aux polyédres. Pour se procurer ce
dossier, ainsi que des pochettes de matériel permettant de construire aisé-
ment des polyédres, il suffit de s’adresser 4 la régionale A.P.M.E.P.
#'Orléans-Tours.

1INy Préambule.

La résolution {partielle) de chacune des 20 guestions posdes se fera en
deux temps :

1) Nous rechercherons une configuration formée d’un polyédre régu-
Her donné. d’ardte a’, et d'un autre polyedre régulier, d’aréte o, inclus
dans le premier, de telle facon que g soit maximale,

2} Nous caleulerons les volumes ¥V, respectivemnent ¥, du potyédre
intérieur, respectivement extéricur. Pulsque nous choisissons ¥ égal au

volume unité, Ia réponse 2 {a question est, dans chacun des cas, v.

Le deuxiéme temps ndcessite le calout de g gn fonction de ¢, ce;(;;:i en
général n’utilisera guére que le théoréme de Pythagore, puis Papplication
des formmies contenues dans Ia derniére colonne du tableau (D).

Par contre le premier {emps est d’une difficulté mathématigue soute-
nue, si on veut traiter je probiéme de facon sérieuse. Préférant privilé-
gler P'aspect réeréatif de Pénoncé 100 nous nous contesterons des répan-
sez que fournit Uintuition géoméirigue, obienues en visvalisant mentale-
ment un polyédre se déplacant, tout en grandissant, 2 Vintérieur d'un
autre polyédre, jusqu’a l'obtention d4’wne configuration * bleguée’’,
pour laquelle ie polyédre intérieur est coincé dans ke polyédre extérieur, Il
faudra prendre garde au fait que plusicurs configurations peuvent réaliser
un tel “blocage". La construction de modéles en cartons peut aider 4
voir ¢es configurations.

11 faut avoir "honnéteté de reconnaiire qu’une tefle fagon de procé-
der abandonne toute rigucur mathématique. Le mathématicien profes-
sionnel sait qu’il y aurait moyen de justifier par le calcui de fait que @
atieint un extrémum relatif : par exemple on prendrait 3 coordonnées
pour repérer le centre du polyédre intérieur, 3 angles d’Euler pour repérer
54 position, g serait alors une fontion de 6 variables obtenue en exptimant
gu'au moins un sommet du polyédre intétisur appartient & au moins une
face du polyédre extéricur. It faudrait alors rechercher les extréma de
cette fonction a, ce qui réclamerait des caleuls dont Ia tongueur & la com-
plexité seraient disproportionnées par rapport A Pévidence du résuliat
pbtenu, d’autant plus que ia solution ne se présentera pas de fagon uni-
que,

Ce probléme présente un caractére paradoxzal qui ne devrait pas man-
quer d’intéresser les spécialistes d*heuristique : comment se fait-il que
intuition géométrigue permette de voir rapidement le caractére extrémal
&'une configuration que fa raison we pourra justifier qu’au prix d’ane
démarche laborieuse?
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II1) Premiers exemples.

1) Térraddre incius dans cube.

Le paradoxe qui vient d'#re évogué est dang ce cas particalidrément
frappant, car la solution (voir figure 1) eat d’une évidence criante, mais
ceta n'apporte pas 'ombre d'une preuve digne de ¢ nom.,

Figure 1.

Chaque ardte du téiraddre est diasgonale d’une face du cube, donc

(avec les notations du Hy g = @'J2, parsuite + V = a2/, vz o a®
Donc R A 12 3
4 3°

2) Tétraddre Inclus dans octaddre,

Soit (figure 2) ABC A’B’C’ un octaddre régulier. Demandons nous °if
existe un téteaddre régutier dont une face est {ABC), contenu dans Poctaé-
dre, '

Soit 1 le centre de ia face (A'B’C’}; projetons ces points en |, A’y By,
', sur le plan (ABC) (figure 3).

Al

»I‘

[
b

Figure 1
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AC’) B A'C P’y est un hexagone régulier de cenire I;. Donc V’angle enire

{(hA'y) et (1,C) mesure 60 degrés ef a pour cosinus -;_ Par suite BC)

est médiatrice du segment [1;A']. 11 en résnite que la droite (BC) appar-
tient au pian médiatenr du segment {IA']L

Done Cl = CA” = CB = BA' = Bi. Le tétraddre ABCI est répu-
lier. I’&3, 4 plusicurs reprises, surpris ¢f intéressé des classes de 1° 5§ avee
¢e résultat remarquable ; le tétraddre tient **tout juste®’, son quatriéme
sommet étant exactemnent le centre de Ia face opposée 4 (ABRC} dans
I'octaddre.
Enconclusiona = o', X = L.

v 4

Remarque : les 2 polyédres ne sont pas de méme centre!

3 Cube inclus daps dodécaddre,

Comme le mountre la figure 4 il est possible de sélectionner 8 des som-
mets d'un dodéeaddre régulier de fagon 4 obtenir les sommets d’un cabe,
qul est de toute évidence un cube maximal contenu dans le dodécaddre,

Figure &

Laréte a du cabe est diagonale d'un pentagone régulier de ¢6té a°
done : @ = u'cm% = 20"4*'45: = g'®, d'od V = g9

v r 2 5
ef = 11—
RN £ s
En plagant dans le cube un téiraddre réguticr maximal on obtient du
méme coup i rangement d’un tétraddre régulicr dans le dodécaddre, tous
fes sommets du téiraddre &ant des sommets du dodécaddre. Pour or rap-
gemient le rapport des volumes 3t 5
Lxa-4)- 3-8

5 -
13




Bulletin de 'APMEP n°354 - 1986

43 Cube inchus dans octeddre

La figure 5 montre un cube dont deux faces paralléies ont touies
lears ardtes sitades dans des faces de octaddre régulier. Tonjours avee les

notations du (I} on constate qued’ = g + 4 i'J_Td’ml o= a2~ D,
donc ¥ = q?(2 ~ Jf)’d“ml _.; = 3(104’2'?— 14},

5 Ociaédre inclus dans idiraédre.
La figure 6 montre comment Poctaddre peut 8re placé dans le tétrag-
dre ; ses sommets sont les milicux des ardtes du tétraddre ef quatre de ses
faces sont incluses dans Tes faoss du téteaddre.

. q e ¥ o 1
Hestclairquea = gi-,parsmte 7 3

6} Ocraddre incius dens cube,
C’est fe cas de 'énoncé n° 99. Soient O of O’ deux sommets opposés
d*un cube d’ardte o', Placons sur les 3 arétes issues de O des points

A,B,C, tels que DA = OB = OC = §3€ {voir figure 7} Plagons de

49
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méme A’, B’, C'. L'octaddre ABC A’B'C? est régulier d'ardte a = ad'&@

Il suffit de vérifier que : 4
_F:“ 2 ' g: z . » 3:!; 2

(4)+"+(4) (“4)‘

Ve at TN AT gone X = 2
I S T

Figure 1

T Dodécaddre inclus darns cube. :

Il s’agit de ranger les plus gros dodécaédres possibles dans une boite
<ubique. Exploitant le fait que le docécaddre posséde des ardtes situées
par paires dans des directions parailéles aux axes d'un triddre trirectangle,
on place ces arftes dans les faces du cube, pbienant la figure 8.

Figure 8

L.a distance 2d entre deux aréres paralldles du docécaddre est égale &

Paréte du cube ; .
a¥? = . Donc V = "_’.:?wd-oﬁﬁ SV, TR NE BN 1

s L 24* 4

4if
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B} Zcosaddre inclus dans ie cubs,

L priccipe du rangemeni est le méme gue dans le cas précédent ¢
voir figure 9 o1 les ardtes de icosaddre situdes dans les faces du cube sont
en trait fort. t
2d = o® = g’ donc : ¥ = ‘..’._._‘;_ »

»
parsuite%—’_ = 61; - 5(\3_512— 1)
Figure 9
9} Octaédre inclus dans dodécaddre.

Dans la figure 8 considérons les milieux des arétes de contact du
dodécaddre avec le cube, gui sont en méme temps les centres des faces du
cube, On obtient 6 points, sommets d’un octaédre régulier inscrit dans le

dodécaddre : figure 10. Ici 02 = 2ddonc g = @ 37’2..

Z
d'oﬁ?=a‘3%§etparsuite_.’f.= A VI I

¥ 35 30

10} Ocraédre inclus dans icosaédre.

‘Le principe est {e méme que dans Je cas précédent : prenant les cen-
tres das faces du cube dans Iz fgure Y, an obtient Ia figure 11 montrant un
pctagdre régulier contenu dans un icosaédre régulier,

411
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ldavi = dddonca = ' & doa ¥V « ¥
O 3

3 ] t
L e B e 2
€L pAr suHe 7 ;

1¥) Conciusion provicaire,
¥oici un tablean récapitulant les résultats qui viennent d'gire obte-

nusg 3
l?dam tétraddre | cube octaddre | dodécaddre | icosaddre

5 — A3
tétraddre 1 N Y L
& *

3 = 0,18426
W -14)| =3
cube 1 102 -14) is

= G,4641 | = 0,55278
5 4+ 3% 1+ %
W [{i]

H
outaddre 3 = 3,5 ]?6_ = (,5628 1 _
= 39027 I = 0,32351
38 - §
:.L4,m Y
o | 042705 | I
i $3§ - &
jcosaédre iz [ =, i
= 0,515
Tableay {11)

16 cases sur 25 sont remplies. 1i reste 9 réponses 4 apporier. Curien-
sement, je n’ai regn aucune selution & cc probidme. Espérant que cette
amorce incitera quelques locteurs & proposer des selutions, je vais laisser
‘passer quelques Builetins avant de poursuivre le remplissage des cases du
tablean (1.
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