
les problèmes 

de l'a.p.m.e.p. 


Cette rubrique propose des problèmes choisis pour l'originalité 

de leur caractère: esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la 


résolution nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, 

effort intellectuel. 


Priorité est naturellement réservée aux énoncés composés par 

des collègues et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses 


et des solutions. 


Cette rubrique accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de 

"beaux problèmes"... si possible trouver des solutions, et les invite à 


donner libre cours à leur imagination créatrice. 


Les énoncés et les solutkJns sont à envoyer à l'adresse suivante: 

(réponses à des problèmes différents sur feuilles séparées S. v.P.) 


M. Dominique ROUX, 

8S bis rue Aristide BRIAND. 


87100 LIMOGES 


ÉNONCÉS 
ÉNONCÉ UO 113 (D. RIESZ, Dijon). 

Pour n E N*, posons fn (x) = xnln(x). Calculer: lim 1 flr) (1)-n 
x-+ 00 n! 

(où fIr) désigne la dérivée n'OMO de fn. 

ÉNONCÉ UO 114 (E. EHRHART, Strasbourg). . 
Calculer le volume d'un polyèdre convexe don! les 12 faces sont des trian­
gles équilatéraux, de côtés de même longueur a. 

403 

Bulletin de l'APMEP n°354 -  1986



ÉNONCÉ nO 115 (J. DABLANC, Viroflay). 
Nous dirons qu'un rectangle est "semi-entier" si au moins un de ses côtés 
a pour longueur un nombre entier. Si un rectangle peut être partagé en un 
nombre fini de rectangles senti-entiers, est-il nécessairement semi-entier? 

Nole: préeisons que les noms mentionnés à côté des énoncés sont 
ceux des collègues qui les ont communiqués à la rubrique, ce qui ne signi­
fie pas nécessairement qu'ils en soient toujours les auteurs. Il est en effet 
parfois difficile de déterminer l'origine et la véritable paternité d'une 
idée. A cet égard, je ne manquerais pas de porter à la connaissance des 
lecteurs toute précision ou rectification qui viendraient à m'être signaiées. 

SOLUTIONS 
ÉNONCÉ nO \Ill (J .C. CARREGA, Lyon) 

Trouver le plus petit nombre réel k tel que. pour tout triangle d'aire S et 
de périmétre 2p. on ait S';' kp' 

SOLunON de Yvan GRIMALDI (Bertangles) 
La formule de Héron permet d'éerire : 

..!. = J(l - ~)(1 - .Q.)(l - ..f.)
p' ppp 

Observons que les réels 1 - l!., 1 - ..!. 1 _..f. sont positifs et ont 
p p p 

pour somme 1. Par suite leur produit est maximum lorsqu'ils sont 

égaux(') : 1 - l!. = 1 ..! = 1 - ..f. = ..L (d'où a = b = c = ?:i! 
p _ p P 3 3 

Donc ;" ~ k = J ( ; )' ..;;, l'égalité ayant lieu lorsque le trian­

gle est équilatéral. et seulement dans ce cas. 

(') note: ce résultat classique se démontre par exemple à l'aide de l'inéga­
lité arithmético-géométrique : si x, Y. z sont trois réels positifs alors : 
3-jxyz';' x + y + Z, et l'égalité n'a lieu que si x = y = z. 

3 
Eneffet:onpeutécrirex = zr.y = v',z .... où u.v,wsontdes rée!s 

positifs, l'inégalité préeédente équivaut à: 3uvw';' zr + v' + .... 

laquelle résulte de l'identité: 

zr+ 11'+ "'-3uvw=(u+ v+ w) (u·+ .... +w'-uv-vw-wu) 


=~(u+v+w) [(U-V)2+(V-w)2+(w-u)'l
2 . 

ce qui est strictement positif. sauf si u = v = w. 
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Autres solutions: OOUTELOUP (Rouen), J.C. CARREGA (Lyon), 
R. CHADART (les Ulis), S. CHRÉTIEN (Villemomble), J. LEMAIRE 
(LiUe), M. KILANI-CHEVALORE (Tunis), P. LEFEBVRE (BeuUy), 
J. LEGRAND (Bianitz), R. CUCULIERE (paris), P. MANAC'H 
(Lorient), C. NOTARI (Noé). 

tNONCÉS nO 99 et nO 100 (O. ROUX). 
Quel est le volume maximum d'un octaèdre régulier contenu dans un cube 
de volume 11 
Reprendre le problème précédent en remplaçant l'octaèdre et le cube par 
tout couple de solides de Platon. 

SOLUTION, première partie. 
1) Réml"'t' pNlimÏtlllilYS 

Dressons un tableau récapitulant les principales caractéristiques des 
polyèdres réguliers convexes, dont nous aurons besoin par la suite: 

.._----..­
polyèdre F S A d V 

tétraèdre 4 4 4 "../2 ".../2 
, , 

4 12 
i , 

6 12 "../2 1 ". 
2l S 

'. l 1 ~ 
a ".../212octaèdre S 6 -
2 31 

4>'a_ ". $4>' dodécaèdre 12 20 30
1 

2 ! 21 "­
a4> 1 

20 12 30 ".~4>'1 icosaèdre 
2 6, 1 

Tableau (1) 

Dans ce tableau, F désigne le nombre des faces, S celni des sommets, 
et A est le nombre des arêtes. La IOllj!ueur d'une arête est notée a. d est la 
distance du centre du polyèdre à cbacune de ses arêtes. Bnfin V est le 

volume-du polyèdre." = 1 + $ est le nombre d'or. 
2 
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Ces résultats, qui s'établissent sans difficulté notable, peuvent être 
trouvés dans le dossier PLOT consacré aux polyèdres. Pour se procurer ce 
dossier, ainsi que des pochettes de matériel permettant de construire aisé­
ment des polyèdres, il suffit de s'adresser. à la régionale A.P .M.E.P. 
d'Orléans-Tours. 

II) Préambule. 
La résolution (partielle) de chacune des 20 questions posées se fera en 

deux temps: 
1) Nous rechercherons une configuration formée d'un polyèdre régu­

lier donné, d'arête a', et d'un autre polyèdre régulier, d'arête a, inclus 
dans le premier, de telle façon que a soit maximale. 

2) Nous calculerons les volumes V, respectivement V', du polyèdre 
intérieur, respectivement extérieur. Puisque nous choisissons V' égal au 

volume unité, la réponse à la question est, dans chacun des cas, !:.. 
Le deuxième temps nécessite le calcul de a en fonetion de a', œ~~i en 

général n'utilisera guère que le théorème de Pythagore, puis l'application 
des formules contenues dans la dernière colonne du tableau (1). 

Par contre le premier temps est d'une difficulté mathématique soute­
nue, si l'on veut traiter le problème de façon sérieuse. Préférant privilé­
gier l'aspect récréatif de l'énoncé 100 nous nous contenterons des répon­
ses que fournit l'intuition géométrique, obtenues en visualisant mentale­
ment un polyèdre se déplaçant, tout en grandissant, à l'intérieur d'un 
autre polyèdre, jusqu'à l'obtention d'une configuration "bloquée", 
pour laquelle le polyèdre intérieur est coincé dans le polyèdre extérieur. Il 
faudra prendre garde au fait que plusieurs configurations peuvent réaliser 
un tel "blocage". La construction de modèles en cartons peut aider à 
voir ces configurations. 

II faut avoir l'honnêteté de reconnaitre qu'une teUe façon de procé· 
der abandonne toute rigueur mathématique. Le mathèmaticien profes­
sionnel sait qu'il y aurait moyen de justifier par le calcuHe fait que a 
atteint un extrémum relatif: par exemple on prendrait 3 coordonnées 
pour repérer le centre du polyèdre intérieur, 3 angles d'Euler pour repérer 
sa position, a serait alors une fontion de 6 variables obtenue en exprimant 
qu'au moins un sommet du polyèdre intérieur appartient à au moins une 
face du polyèdre extérieur. Il faudrait alors rechercher .les extrèma de 
cette fonction a, ce qui réclamerait des calculs dont la longueur et la com­
plexité seraient disproportionnées par rapport à l'évidence du résultat 
obtenu, d'autant plus que la solution ne se présentera pas de façon uni­
que. 

Ce problème présente un caractère paradoxal qui ne devrait pas man­
quer d'intéresser les spécialistes d'heuristique: comment se fait-il que 
l'intuition géométrique permette de voir rapidement le caractère extrémal 
d'une configuration que la raison ne pourra justifier qu'au prix d'une 
démarche laborieuse 1 
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III) PremJen exemples. 
1) Tétraèdre inclus dans cube. 
Le paradoxe qui vient d'être évoqué est dans ce cas particulièrement 

frappant, car la solution (voir figure 1) est d'une évidence criante, mais 
cela n'apporte pas l'ombre d'une preuve digne de ce nom. 

/ 
/ 

/' 
---4 

/

1 
Figure 1. 

Chaque arête du tétraèdre est diagonale d'une face du cube, donc 

(avec les notations du II) a = o'.JI, par suite: V = a"2$..,fT = 0" 

V 1 12 3 
Donc JI' = T' 

2) Tétraèdre inclus dans octaèdre. 
Soit (figure 2) ABC A'B'e' un octaèdre régulier. Demandons nous s'il 

existe un tétraèdre régulier dont une face est (ABC), contenu dans l'octaè­
dre. . 

Soit Ile centre de la face (A'B'C'); projetons ces points en l" A't, B'" 

C', sur le plj!ll (ABC) (figure 3). 


A' 

C .---1---'<--"7 B 

a' 

Figure! 
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AC', BA',C B', est un hexagone régulier ~e centre l,. Donc l'angle entre 

(l,A,,) et (I,C) mesure 60 degrés et a pour cosinus~. Par suite (BC) 
2 

est médiatrice du segment [l,A',]. Il en résulte que la droite (BC) appar­
tient au plan médiateur du segment [IN]. 

Donc Cl = CA' = CB = BA' = BI. Le tétraédre ABCI est régu­
lier. J'ai, à plusieurs reprises, surpris et intéressé des classes de lOS avec 
ce résultat remarquable: le tétraédre tient" tout juste", son quatrième 
sommet étant exactement le centre de la face opposée à (ABC) dans 
l'octaédre. 
En conclusion a = a', 

Remarque, les 2 polyèdres ne sont pas de même centre! 

3) Cube inclus dans t1ot:Iécœdre. 
Comme le montre la figure 4 il est possible de sélectionner 8 des som­

mets d'un dodécaédre régulier de façon à obtenir les sommets d'un cube, 
qui est de toute évidence un cube maximal contenu dans le dodécaèdre. 

Figure 4 

L'arête a du cube est diagonale d'un pentagone régulier de côté a' 

donc' a = 2a'cos-L = 2a' 1 + if = a'iI!, d'où V = a"iI!' . 5 4 

et 1::: = _2_ = 1 - .jJ' 
JI' ~iI! 5 
En plaçant dans le cube un tétraèdre régulier maximal on obtient du 

même coup le rangement d'un tétraèdre régulier dans le dodécaèdre, tous 
les sommets du tétraèdre étant des sommets du dodécaédre. Pour ce ran­
gement le rapport des volumes est ~ 

.!.. x (1 Il ) = 5 - .Jf 
3 5 15 
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4) Cube inclus dans octaèdre 

FigureS 

La figure S montre un cube dont deux faces parallèles ont toutes 
leurs arêtes situées dans des faces de l'octaèdre régulier. Toujours avec les 

notations duO)on constate que a' = a + a.j'2 d'où a = a' (2 - .J!j, 

donc V = a"(2 - .,/!)ld'Où!::'. = 3(10.,,'T:' 14). 
V­

S) Octaèdre inclus dans tétraèdre. 
La figure 6 montre comment r octaèdre peut être placé dans le tétraè­

dre : ses sommets sont les milieux des arêtes du tétraèdre et quatre de ses 
faces sont incluses dans les faces du tétraèdre. 
Il lai a' ·V 1este rquea = T,parsu'te V- = T' 

Figure 6 

6) Octaèdre inclus dmIs cube. 
C'est le cas de l'énoncé n° 99. Soient 0 et 0' deux sommets opposés 

d'un cube d'arête a'. Plaçons sur les 3 arêtes ilisues de 0 des points 
A,B,C, tels que OA = OB = OC = 3a' (voir figure 7). Plaçons de 

4 
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4 
même A', B', C'. L'octaèdre ABC A'B'C' est régulier d'arête a = a.3il 
Il suffit de vérifier que: 

(~)2 + a'2 + (~), = (a' 3f)'. 
Va" 2:J.:11. j'j donc 1:::: = 1... 

32 3' V' 16 

0' A' 

A o 
Figure 7 

7) Dodécaèdre inclus dans cube. 
Il s'agît de ranger les plus gros dodécaèdres possibles dans une boîte 

cubique. Exploitant le fait que le docécaèdre possède des arêtes situées 
par paires dans des directions paraUèles aux axes d'un trièdre trirectangle; 
on place ces arêtes dans les faces du cube, obtenant la figure 8. 

Figure 8 

La distance~ 2d entre deux arêtes parallèles du docécaèdre est égale à 

l'arête du cube; '1 ~ V Til 3 .J' ,
a41' = a'. Donc V = ~.:i.:! 414 d'où _ ..YL =' - ,

416 2 V' 241' 4 
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8) Icosaèdre inclus dtmB le cube. 
Le principe du rangement est le même que dans le cas précédent : 

voir figure 9 où les arêtes de l'icosaèdre situées dans les faces du cube sont 
en trait fort. " 
U = a4> = a', donc: V = ~. ~4>', 

4>' 6 
5(,J} - 1)par suiteS = _5_ 

V ' 64> 12 

Figure 9 

9) Octaèdre inclus dans dodécaèdre. 
Dans la figure 8 considérons les milieux des arêtes de contact du 

dodécaèdre avec le cube, qui sont en même temps les centres des faces du 
cube. On obtient 6 points, sommets d'un octaèdre régulier inscrit dans le 

dodécaèdre: figure 10. Ici a..ff = 2d donc a a'~ 

d'où V = a" 4>' et par suite ~ 
JI' 

= 3$+5 
6 30 

Figure 10 


10) Octa~d,e inclus dans ÎcosaM,e. 

Le principe est le mênie que dans l!: cas précèdent : prenant les cen­

tres des faces du cube dans la fIgure 9, on obtient 18 figure Il montrant un 
octaèdre régulier contenu dans un icosaèdre régulier. 
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lei a.J2 = 2ddonc a = a' ~ d'où V = a" <1>' 
.,fi 6 

et par suite!:, = ± = 1 + ,ff
• 5 10' 

Figure 11 
IV} Cmlclusimt provisoire. 
Voici un tableau récapitulant les résultats qui viennent d'être obte­

nus • 
~ 

(danS tétraèdre t CU~+ octa.:ire+dodécaèdre] icosaèdre l 
• : $-=-:if

l ' l ' tétraèdre 1 - - = 0.25 15 
i 3 4 = 0,18426 , iL. -_.- ~r~- -,~-'- ~, 

i L::...:ff3(1(hJ2 - 14)
1 15 -1

= 0,42641 = 0,$5278 
~-~~- -~.---.,..~ ~~ 

5 + 3.[5 , 1 + .[5 
, octaèdre 1 9 ' 30 102= 0,51 116; 0.5625/ = 0,39027 = 0,32361
1 _. . 

i 


~-~.-

3 5 - 5 
4 1

! 

= 0,42705 
1 ..~---._-----_.!-'--._, 
is.[5-S 

icosaèdre 1i1: 12 '" = 0,51503 
L--, 

Tableau (Il) 
16 cases sur 25 sont remplies. Il reste 9 réponses à apporter. Curieu· 

sement, je n'ai reçu aucune solution à ce problème. Espérant que cette 
amorce incitera quelques lecteurs à proposer des solutions, je vais laisser 
passer quelques Bulletins avant de poursuÎvre le remplissage des cases du 
tableau (II). 
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