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les problemes
de a.p.m.e.p.

Cernte rubrigue propose des problémes choisis pour Poriginelitd de
feur caroctére * esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la réso-
dution nécessiie initiarives, démarche inveniive, recherche, gffort intellec-
fuel.

Priorité est natureliernent rdservée gux énoncés composés par des col-
iegues et au dialogue ouveri entre eux par le jeu des réponses et des solu-
tions.

Ceite rubrigue accueilfe tous ceux gui diment inventer, chercher de
“beaux probigmes’’... s possibie trouver des sohitions, e fes invite & don-
ner libre conrs @ lewr imagination eréatrice.

Les énoncés ef les solutions sont 4 envoyer ¢ Padresse suivanfe
fréponses 4 des probilémes différents sur fewilles sépordes 5.V.P.).
M. Dominique ROUX
335 bis rue Aristide BRIAND
87706 LiIAMOGES

ENONCES
ENONCE N° 197 (Concours général 1985)
p et g édtant deux entiers positifs donnés, calculer ;
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ENONCE N2 188 (L. GUERBER, Clermont-Ferrand)

Quel est le plus grand nombre de points & coordonndes toutes entié-
- res que 1*on peut placer dans le plan de fagom 4 ce qu’aucun des centres de
gravité des triangles qu’ils permettent de former (en les prenant par trois)
n'ait ses coordonnées toutes entiéres 7

ENONCE N° 109 g:':, ROUX, Limoges)

Définissons une apphication P de N® dans N aingl : P{k) est le nombre
des coelficients bindmiaux pairs appartenant & la k& igne du trangle
arithimétique de Pascal, ¢ étant un entier donnéd, quel est e nombre des
éléments de P(N*) plus petits que 27 ?

SOLUTIONS
ﬁgmonci; N° 92 (LEMAIRE, Liile}

Soit EC N* Pensembie des naturels dont "écriture dans le sysiéme
décimal urilise uniquement un chiffre, guelcongue, une ou plusieurs fois.

Quels sont les éléments de E, carrés dentiexs?
* Quels sont les éléments de E, cubss d’entiers ?

SOLU'I‘!ON (D. ROUX, Limoges)

Motons {g); 'élément de E qui s'écrit avec le chiffre g répété & fois.
Pour & = 1, les carrés sont: 1, 4, 9, Sapposons k2> 1. L'examen, par
exemple dans une table numénique, des carrés des 50 premiers entiers {ou
méme seulement des 28 premiers) moatre, en ralsonnsnt module 100, que
ies deux derniers chiffres & droite d’un carré écrit en base 10 ne peuvent
étre gque les suivants:

0001040916,2124252936414449566164697681 84,
89, 96,

On observe que seul 44 est du type (@) Donc pour que (@), avec
k> 1, soit un carréil famt ¢ = 4. Comme {4} s 4x{l) Ihypothése (4)
est un carré implique que (1) % ¢n est un auss;, e qui est impossible pms-
gue la hste ci-dessus ne contient pas 11,

Counclasion : ies senls carrés éléments de E sont : 1, 4, 9,

Quant 4 savoir si {g),, pour k> 1, peut &re un cube (pour & = l il
n’y 8 que les sohutions 1 et 8}, méme lorsqu 1 S€ restreint au cas g = l,
cette question reste ouverte : of, RICHARD Guy, Unsolved problems in
number theory, (Springer 1981}, page 7 :

. Reptmits =1 are known never to be squares. Are they ever
cubes 7 When are they squarefree?...”
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Autre solntion : LEMAIRE (Lile) qui ajoute ceci 1 si {1} est un
cube, nécessairement & est impair, en prouvant gue (1)2, nest jamais un
cube, en substance de 1a fagon suivante:

8i (1), est un cube, comme (g, = (Dyx {107+ 1} et que (1), et
10"+ 1 sont deux entiers premiers entre eux  (car
(107 + 1} — 9x(1)y = 2), ces deux entiers sont cux-mémes des cubes. En
particulier 107+ 1 = &8 o x est un entier, dont le chiffre des unités st
nécessairement ¥, car il en est ainsi pour son cube.

On peut done écrire x = 107k + 1 ot & est un entier non divisible par
10, et ol 27 est uri entier nom nud ¢t plus petit gise »; en effet : si p>n, alors
X2z10Tk+ 120" +1 = 29, ce gui est impossible car x est plus grand
que §.

De 167+ = 52 on déduit: 107 = 10°F &94.3,10% & + 3.10°%
d'oli: 1077 = 10 & + 3.10° &% + 3k
Ce gui, puisque 0 < p< a1, entraine gue 10 divise 3k, donc gue k est divisi-
ble par 10 : contradiction. -
ENONCE N° 93 (J. FULGENCE, Dijon)

Soit S, le sup des déterminants des matrices carrées d’ordre » dont
tous kes termles somt majords par 1 en valeur absolue, S, est un entier mul-
tipie de 277 .

Donner goe expyession de 8,, ou & défaut, gn encadrement.

ELEMENTS DE SOLUTION, de Pauteur -
Proposition ; S, est un entier multiple de 27-1 &l que :
- S, < Wn)" . sin>2.
Conséguence : Outre les résultats immédiats S, = 1 et §; = 2, cette pro-
posttion résout le probléme dans lescasa = 3, 4, 5
Sy =4, 8,=16, 5 = 48.

Démonstration :
Justifions successivement que -

1) §,; 24t atteint.

2) Sy est atteint pour une mattice (2;) dont tous les termes sont égaux
4 1 en valeur absolue, donc 8, est entier.

3) Pour n>2, S, est encadré par {n— 22" ! et (V°.
4) §, est divisible par 277\,
Preuves @

1y L’application €@y, Gizives Tpp) = [deot (@) | est continue sur le
cempact {1, 1107, done atteint sa borne supérieure.
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Remarque : si 'on veut éviter cet argumeni de compacité, on peut
poser le probléme sous la forme plus simple ;

(@) parcourant 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre # dont
tous les termes sont dgoux a | en valeur absolue, déterminer le nombre
Sy = sup | dei(gy)!.

2) Soit {ag) une matrice carrée d’ordre # telle que :
Vi, lgign Vi, 1<isn;: jayl < L

Fixons i et j, et développons det{a;) suivant la ligne iy en notant A,
le cofactenr, supposé non nul, de a;;,; detley) = ay;, Ay, + R .

Si jay; | <1, lavaleur absolue de ce déterminant est strictement infé-
rieure a celle du déterminant de Ia matrice obtenue en remplagant dans
{2y le coefficient 4, par 1 ou — 1 selon que A, est du signe de R ou du
signe coniraire. {5i & = [ les deux substitutions conviennent).

Ainsi, si1a matrice (;) réalise le sup | det(e;)|, tout terme & cofactenr
ron nul est néoessairement égal 3 lou & ~ 1. bn terme 3 cofacteur nul
pouvant &’autre part ere remplacé par 1 g4 — 1 sang modifier te détermi-
nant, {"assertion annoncée est démontrie,

3) Rappelons 'inégalité d’Hadamard :
3 i
| detla)] < [ ;)—51 [,,Ufz) 172 (;El |qm:)|fz ______ (,ﬁ; |anj[:)1/2

Elle fournit la majoration : |det{eg}| € (Va)"

D'autre part considérons la matrice carrée d’ordre 1, Ay, dont toas
fes coefficients sont égaux & |, sauf ceux de la diagonale que Uon prend
¢égaux a — I, Un cakul simplc montre gue:

det(A,) = (~ 1"} (n-2) 2%, d’oi le résultat.

4) Toute matrice (@) pour laguelle chaque coefficient a; vavt 1 ou

-1 a un déterminant divisible par 27— 1. En effet, on peut, sans rmodifier

det{a;) changer les signes dans certaines colonnes de fagon 4 c2 que la

premiere ligne ne soit comiposée que de 1. Retranchons aiors la premiére

colonne & toutes les autres ef développons ke déterminant suivant fa pre-

migre ligne. L unique cofacteur est un déterminant d’ordre n — | ne conte-
nant gue des 0, des 2, ou des - 2, donc est divisible par 2, c.q.f.d.

Auires réponses : VIDIANI {Dijon) et G. BOURGEOIS (Marseiile) qui
ajoute Ia précision suivante : Siz = 27 alors 8, = (Vn)*; ce qu'il proave
en construisant par récurrence une suite de malrices Up ainsi:

i ' f Uy =W,
U:“b l),puisnourpﬂ Uf{uf......: u,f_:
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On constate par récurrence que U,, &5t une matrice carrée d’ordre

n = 27 et que son déterminant vaut {(/7)" car U, est farmée de 4 blocs
qui commutent, donc :

detUp) = det{2 U7 1) = 2" detfUS_1 } = 2772 (det Up_)?

2
o A2 ays T g
2 {{7] J = n"=,

G. BOURGEOIS prouve épalement que lorsgue a tend vers Pinfini,

1.0%(S,) st éguivalent 3 %Logn.

ENONCE N° 94 (A. ADLER, Paris)

Soit # un entier. Quel gst le nombre des suites de » entiers dont cha-
gque terme est égal aw nombre de ceux gui le précédent et qui lui sont stric-
tement inférieurs ?

SOLUTION de COLLET et VIDIANI, de Dijon.

Soit E,y Pensemble des (n+ 1) —uplets d’entiers (g4, ...,d,) o0 pour
Ogpsn, ay = Cardlay/i<p , i<yl
Posons @ #y .1 = Card E,.
Nousavons:wy = l ;s =253 = S8 = 14 1y = 42,
il est immédiat que pour tout p, 0 psa , 0L @y p donc g, = Qetquesi
n = P, = pelpour OCASR—~P , 8y, 4 2P

1 est également immédiat que 5i ;

(a@? Biserny aﬂ'—l) = {l}] Gyrrees gﬂﬂf} est dans Eﬂl

alors: (fe Gis v Gy, B = {0, 4y,..., 8y..§, 0) st dans E,
ainsi que (2. Gy vers Gn-1, 1) = {0, dgyeres G- 1, 1) est dans E,.

Par suite, dans E,, il ¥ & exactement 1, {(n+ 1) - uplets se terminant
par 0, el exactemnent i, (1+ 1)—uplets se terminani par .

Soit alors, 1Kp<n— 1. 8ia, = p, a, = petil existe exactement u,
{p+ 1) —~uplets (0, @y,.... 8p— 1, p).

Considérons les (#—p+ 1) —uplets du type :

WO @prts o B, PY = 04 p, Byt p, ..., bn-l‘pfl)"‘ﬂ: 0+p)
ou {0,M,..., bﬁ—lp-{—l}, 0) est dans Enwp

I en existe exactement u,._. , , et dong, dans E,, il existe exacrement
Uplin..p {n+1)—uplets se terminant par p. D’ou :

n—1

Hral = Uy + EI Uplp p + By
b=
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Posant sy = 1:

Up,] = E ﬁpﬂn p

Applications numérigues :

n={) = idgiy=1

n=1 M= bgtiy + Mytlp=2

n=2  frye Hghly F Ugtdy + Myl §

A=3 My Mgty Hylg + gy b iyt = 14

frd U= Ul b Myley + Hally  Ughty + gl = 42
nw=l U= Uglle b Uyl + Uglty + Uyl + gty + igidg = 132
Ny = Mghip T Uyly T Myl Wyly + Mlty + Rigtty + Wgkly = 429

Lasuitesy = 1, 8,41 = E Ui, nous suggere dintroduire [a

série entieére formelle : ¥ = f(t) a,,t + ot + gt o+
La régle de multiplication des séries donne alors :
P o= 25 (lgaty + U+ oo (gl [ ot Uy o U L
SOIL : 3 = thy? + wl® + .. + Hgtttl 4+
P y-—wmt =yt
De l'égalité y*~y+¢ = 0, nous obtenons y = émt_;_,ﬂ gy £

gt comme » = ) avee f{0) = 0, il vient ¢
y= % - é_m

Mais ; +/1 ~x = ]..._,x_ - E 1.3.“.!2?!"1?1“,{,1
2 axl 24....(2n+2)

or: L. CQn-1) em |
2.4.,..2nt D) 2241 (al)mr 1)
NI = 1-20~-2 5 ! et

a2l nla4 1)1

sotuy, = — @01 = C.zm ﬂ.zu ' '

(n(n + 1)} n+1
Ce sont les nombres de CATALAN
Remargue :
Le caicul numérique des ¥, se Tait plus facilement en remarquast que;
_ 4An-2

; #y..1 C€ qQui s€ programme trés facilement.
n+
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Pour une snite des valeuts jusqu'a n = 16 voir Analvse combinaioire de
COMTET PU¥F tome 1, page 67, ouvrage dans leguel ke lecteur pourra iron-
ver une définition des nombres de Catnlan par les parenthésages.

AUTRES SOLUTIONS : R, CHADARD (Les Ulis), R. CUCULIERE
(Paris) qui donne doux méthodes, J. LEMAIRE (Lille}, A. TISSIER
(Monufermeil), et une solution partielle de . MANAC’H (Lorient).

Comumentiire : Porigine de ce probleme est lige & Pénoncé N© 42 posé par
A. ADLER (Paris) : voir ie Bulletin 301 page 746. Dans le méme bulletin
on remarquera la présence de Péuoncé N° 43 posé par . AUQUE
{Clermont-Ferrand) qui permit 3 }. CHONE (Thiers} de présenter (pages
747 et 748) ume autre construction des nombres de CATALAN, en
dénombrant les trianguiations de polygones convexes.

COURKIER DE LECTEUR

Maonsieur Jean CORNUEJOLS, professeur au Lycée FRESNEL

{Paris 15%) nous dit avoir fat vérifier par des éidves de premidre (il s™agis-
sait d'exercices de cateuls sur ks intersections de droites, les points &tant
donnés par des coordonndes), Ia proprifté snivante :
Thégréme ; Soient A, B, C, D, 4 points d'un cercle de centre O ; A*, B',
C’ les symetriques de A, B, C par rapport 4 O ; et a, b, ¢ les points
d'iniersections de (DA}, (DB’), (DC’, avee respectivement {(BC}, (CA),
(AB). Alors les points &, b, ¢, O sont alignés. {voir figure 1).

Figure 1

Et M. CORNUEJ(LS gerit :

“En Terminale, ia démonstration analytique générale donne lien 3
un intéressant maniement des formules trigonométriques, en considérant
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fe cercle comme “trigonométrigue™. Peur-dtre “‘mon théoréme® esi-il
connu depuis 2000 ans. Dans ¢e cas je vous serais reconnaissant si vous
pouviez me fournir des références Fouvrages o trouver une solution
“glométrique pure’’. Sinon les solutions domndes par les colldgues
ny'intéresseront fortement™.

l¢i jrimvite 1e lecteur & faire une pause, et i prendre la peine de cher-
cher uil pew, avant de lire la suite.

Comme premier éément de réponse je propose ceci : en vert: du
théoréme de Pascal {ou de “Fhexagrarmome mystique’), dans 'hexagone
ABB'IC’C les intersections des coids *‘opposés® : ¢ de (AB) aver
{HC'), b de {(AC) avec (DB’), et O de (BB’) avec {£C*) sont aligndes, De
méme 7, b, O sont alignés. Do le résultat.

I3e plus on remargue que la propriété se généralise A toute conique
centre,

Mais le théoréme de Pascal ne faisant pas partie des programmies des
classes des Lycées ; il serait scuhaitable de rechercher des démonstrations
plus élémentaires de cette belle propriété géométrique. Lad, je céde la place
& d’éventuels lecteurs ayant d’autres réponses & proposer aux questions de
M. CORNUE] (}LS

L)

Je tiens A remercier les amis lecteurs qui m'ont adressé des mots
d'encouragement ou de remerciement. fTaccueillerai aussi, avec intérét ot
gratitude, toute ¢ritique ou suggestion de nature & améliorer cette rubri-
qQue et 4 mieux répondre aux aspirations des lecteurs. Plusieurs correspon-
dants ot exprimé le désir de voir la collection des prohlémes réunie dans
une pubi:.cauon A PM.E.P.. I faudrait d’autres av:s dans ¢e sens pour
que ce projet puisse prendre corps.

Enfin et suriout, pour continuer A alimenter i rubrigue, il est indis-
pensable que vous soyez nombreux A envoyer de nouvelles propositions
d'énioncés. _

ERRATA pour la rubrique des problémes dn BULLETIN »* 15t

- page 901, 32me ligne du bas, ¢t page 902, 2eme ligne: dans
(m—gq -1+ €)}! remplacer e symbole € par &

e page 903, dans le diagramime de [a solotion N, pousser je pioien
haut & droite d™une case a droite.

~ page %09, écrire (11} & cOt¢ de 'équation en 4éme ligne.
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