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courrier des lecteurs

la 16¢ solution...

par Claude Tisseron
E.N.S. Bizerte

I} 5 déja été domné gquinze solutions au probléme qui consiste &
“joindre un point M au point d’intersection P de deux droites (D) et (D2
se coupant en dehors de Ia fewille’’ {cf, fes Bulleting A P.M.E,P. antérieurs,
notamment coux de septembre 85 (p. 672 avec ses 11 selutions) et de février
86 (p. 119 avec 3 solutions)).

Quinze solutions ! *'c’est beaucoup, e n'est pas rop I comme dirait
Bobby Lapoiate ! Aussi je ne résiste pas au plaisir de proposer une sei-
ziéme solution au demeurant trés sophistiqués mais qui utilise seulement
cing Hgnes ; quatre droites ¢t un cercle § La voict :

N 1, Tracer un cercie {C)
qui coupe (B et {D2) en
A, B, B, A comme ci-
contre.

2.MB' coupe (G enC ;
MB coupe ( ()} én

C
3. Les droites (CAY ¢
{AC") se coupent en un
point N aligné avec M gt
P (ia raison sera donpée
ci~dessous),
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Si on rempl?ce le cercle par deux sécantes a (D) et (D), on retrouve la
3¢ construction proposée par Henri Fraysse dans le Bulletin de février 86.
La voici rappelée ici avec des notations différentes :

L. (&) et (A7) coupent (Di)

et (D2 en A, B, B, A

comme ci-contre..

2. MB' coupe (A)en C ;
MB coupe (A)en C' .

3. Les droites (CA" et

{AC’) se coupent en un

point N aligné avec M et
P.

Lz piquant de Paffaire est qu'on peut remplacer le cercle par une conique
(évidemment moins facile a tracer !). La justification de ces constructions
est le *‘théoréme de 1'hexagone de Pascal”, qui dit que pour six points
A,B,C A',B,C d'une conique décomposée ou non (donc en particu-
lier pour un cercle ou deux droites !) les points d’intersections M, N, P
des couples de droites (BC’) et {CB), (CA') et (AC'), (AB") et (BA") sont
alignés, (Le cas ou la conique est constituée de deux droites est aussi appelé
le théoréme de Pappus).

On peut considérer que ces constructions ne sont peut €tre pas dans
I’esprit du probléme initial ! Elles me semblent quand méme intéressan-
tes. D’autant plus qu’elles restent possibles méme si la donnée du point
M est remplacée par celle de deux sécantes MB et MB' avec B&(D1) et
B'€(Dz) , avec €ventuellement M “‘en dehors de la fenille'. Ce qui per-
met de résoudre le probléme suivant :

!i #__7&_::)?
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En resiant sur la fewille, construire 12 trace de fa droite (MP),

En fait Ia premiére construction (atilisant e théordme de Desargues),
proposée par Henri Fraysse, 3’applique aussi sans modification pour ce
nouveau probléme, Des constractions utilisant uae homothétie sont aussi
possibles évidemraent.

Les diverses constructions utilisant les propriftés de Pappus ou de
Desargues expriment des propriéids trés profondes de la géométrie d’ingi-
dence. Elles dotvent étre prises comme axiomes si on veul fonder axioma-
tiguement Ia géoméirie projective plase. A ¢e suiel on pent lire aves inté-
8t ce que dit J. Cavailiés ([Z] p. 66 4 75) 4 propos du travail d’Hilbert
[4F sur ce sujet. (Cf. aussi {57 p. 197 4 203). Pour des démonstrations des
théordmes de Desargues et/ou de Pascel, on peut consulier {1}, [3], {5]
ou [6].

Comipe il a &té guestion du théoréme de Pascat {pour e cercle) dans
le¢ Balietin de février (p. 108}, i’¢n propose une démonstration relative-
ment simple due & Rouché {cf. [i] p. 240}, Elle utilise le théoréme de
Ménélatis et ke fait que guand une corde (AB) d’an cercle ¢ (O,R) passe
par un point fixe M, le produit MA. est constant {de valeur
MO* - R9. On imegine fes points A, B, €, &°, B, ', dans cet ordre,
comine les sommets d’un hexagone ; alors les praires congidérées (AB"),(BA);
(BC'),€CBY ; (CANACT sont des paires “*de ¢6tés opposés™ . On premd
aussi [es points ’intersection m,n,p des ctés prix de deux en deux ; ¢'est
A«dire des droites (AB?), (BC), (CA").

n Uilisons trots fois le théo-
réme de Ménélaiis pour le
triangle mup avec les
points alignés AN,C';
BP,A ; CM,B.

On obtient ;

mApN.iC’ = nA.iM.pC
nB.mPgﬁ = pB.rP.mA’

On multiplie ces relations
membre & membre ¢t on
simplifie aves :

mAmE = mC.pA’
nBaC’ = sAab’
pC.pA" = pB.pC’

il reste ;ﬁ.ﬁ“ﬁ.m = E-ﬁ.fﬁ"f.ﬁ'ﬁ et N,P,M sont alignes.

Ceci est ja démonstration proposée par Callendreau, Elle ne s’attarde
pas aux ¢as particuliers o certains points d’intersection seraient “*a 1'in-
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fini"" du fait du parallélisme de certaines drojtes. Cela tient probablement
a o2 que Callendrean adopte impliciterment sonvent uwn point de vue pro-
jectif, Quol qu'il en soit la fecture de son livre montre une évoluiion de
ia notion de riguenr depuis 1949, Pour cela ef aussi poar son conteny, ¢'est
m livre 4 redécouvrir,
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Note @’Henrl Fraysse

Remargrie I: En prenant la droite de Pascal MNP comme droite
de V'infini, on obtient ia
forme ci-contre da théo-
réme de Pappus :

si {AB)/{A'BD)

= (B AB'CH
alors  {(A'C)/AC'A)

1l est remarquable que ¢&
théoréme soit &quivalent &
1z commutativité du corps
de base K sor lequel est
construfte la géométrie.
En pasticutier, il est vala-
ble st K est un corps fini
& po éléments.

Remargue 2 : 1 cst amusant de chercher combien de droites de Pascal cor-
respondent a & points donnés sur une conigue et d'étudier la configusa-
tion qu’slles forment.
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