
étude  

polygones convexes à n (fixé) 
côtés, inscrits dans un cercle, 

de périmètre maximum 
par Jean-Philippe Corlier  

Lycée Marie de Champagne, Troyes  

Cette étude nécessite un résultat sur les fonctions convexes que l'on rappelle. 

J. Une condition snffisante de convexité 
Théorème 1 : Soit f  une application d'un intervalle 1 à valeurs dans R.  
deux fois dérivable sur 1.  
Si jf";;' 0 sur 1 alors f est strictement convexe sur 1.  

f">O sur 1 

Pour une démonstration. voir par exemple Il). 
Pour une application f satisfaisant aux hypothèses du théorème 1. on 
aura donc pour tout (xo' .•.•  xn_I)€In. ("'0_ .... "'n_l)f(R+*)n tel que , 

n-I n-l n-l 
Ea·=1 f  E  a,x,';; E  a.f(x.)

i=O 1 J i=O t 1 1=0 1 1 

l'inégalité étant stricte dès que deux Xi sont distincts. 
Par exemple: f  :  [O.?l'J --+ R 

x i-+ sin x 

est strictement convexe sur 1 =  [O. ?l') . 
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II. Polygones convexes à n (ÏlXé) côtés inscrits dans un cercle 
de périmètre maximum 

Théorème 2 : Les polygones convexes à n (fixé) côtés, inscrits dans 
un cercle de périmètre maximum. sont les polygones convexes 
réguliers à n côtés. 

Soit e = e (O,T) le cercle de centre 0 et de rayon r, du plan euclidien 
,l'orienté, on note (Ao, Al> .. , An=AOJ un polygone à n côtés inscrit 
dans  e. ___ 

• mes (DAi' OAi+I)=OI 0l]O,21f[ ;=0, "', n-l 

• Pn le périmètre de (Ao, '''' An); n;;' 3 . 
n­I 

On a les égalités: !: 0,= 21f A  A,  ­2 r sm' 01 en orl'entant le
1  Hl­ 2Î=O 

polygone dans le sens positif 

.-1 
sin 0,P .=2r !: 

i=O 2 

Remarque: 
pour un polygone 
(Ao,... ,A.) régulier, 
on a: 

P' = 2r sin 21f 
n n 

car pour tout i t 

0, = 21f 
1 n 

n~l  n-2 
Comme!: 0,=21f, on obtient 0._ 1=21f- !: 0, 

i-O  1=0 

n-2, 0, . 0 .­2,  0,. .-20 
Donc P  =2r[!: sm -1. +sm .-1]=2r[!: sm-1. +sm(1f- !: -1.»)

•  1=0 2 2 '=0 2 I~O 2 

n 2 (J, n-2 (J
P =2r! r;  sin-l -t sin 1;  ...L 1 (1) 

n   i=O 2 1=0 2 
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o n-2 (J 0 
Comme-zl €[0.1I"] pour i=O, ...,n-! (et 'E  ..i=1I"- n-} €]0,1I"[).

1=0 Z 2 

On applique le théorème 1 avec f(x) =  ­ sin x 
n;,;2 

pour i=O, .... n-2 (l..  a l = 1) 
i=O 

1 

\'-2 (J, \ n-2 1 
ce qui assure : sin.E ....! 1" 'E  ­­ ('- sin!L). l'inégalité

(1=0 11-1 2, 1=0 n-l 2 ! 

étant stricte dès que deux des 01 sont différents. 

Soit n'e sin " (11_1) sin ( _1_ nt2 
( 1)'01 

1=0  2  n-1 1=0  2 

D'où la majoration de Pn : 

( 
n-2 0 ') (n-2 0 )1Pn" 2t [(n-1) sin -- 'E  ..i + sin E -iJ 

n -1 1=0  2 1=0  2 

d'après (I) et l'inégalité ét~nt stricte dès que deux des Oi sont dis-
tincts  (­). 

On pose alors  g(x)=(n­I) sin  ~ +sinx  sur [0,11"]  et l'on voit que:
11-1 

n-2 0 
Pn "  21 sl"t2 

Oi)' avec  'E  ..i €  ]0,  11"[ 
\'=0  2  1=0  2,  ' 

avec  la propriété (0). 

Etude de g sur 10,1I"}:,  ' 

g'(x)  =  cos  (.~) +  cos x=  2cosl.l  ('~ +x)\.lcos(.l('~ -x)~
ln ­1  2  .n ­ 1  1  2  n ­ l  ,II 

=2cos~cos ~ 
2(n-1) 2(n-1) 

or: 0<: 11-2 x<~<: 2!:.  pour tout x de  [011"]  . 
~ 2(11­1)  2  ~ 2  '  ,  

cos  11-2 x>O sur  [0,11"]. 
2(n -1) 

[1] Traité de spéciales (Tome 2) C!'!gnac. Ramis. Commeau (Masson). 
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11"cos ~ =0 ~ =(2k+l) kEZ 
2(n-l) 2(n-l) 2

ssi 
XE [0,11"] X E  [0,11"] 

n-I x= (2k +1) 11" 
n 

ssi 
x é [0,11") 

De O~ n-I (2k+I)1I"~1I", on tire: 
n 

o ~ 2k+l ~ __n_ 
n-I 

_.!.  ~ k ~(_n __ I).!. =.!. (_I_)<.!.
2 n-I 2 2 n-I 2 

d'où k=O.  

Ce qui assure g'(x)=O =  x = n;1 11"; d'où les variations de g  

n-I 11"x o n 11" 

g'(x) +  o 

car pour 0 ~ x':;; n ­ 1  11", () ~ nx ~ 11" d'où 
n 2(n-l) 2 

cos ~ ~o. 
2(n -1) 

Conclusion: V x€ [O. 11") g(x) o>ig (n- 1  11")
,n t 

or g( n;11I") +-1) sin ~ +sin (11"- ~) =  n'Sin ! 
On a donc démomré: P n .:;; 2rg(ne Of) ,,;  2m sin lL = P~ . 

1=0 2 f n 

L'inégalité P n .:;; 2rg (~e Of)~ étant stricte dès que deux 0; sont 
1=0  2 1) 

distincts. Ce qui assure le résultat. 

Les polygones convexes à n (fb,é) côtés, inscrits dans un cercie, de 
périmètre maximum sont les polygones convexes réguliers à n côtés 
inscrits dans ce cercle. 
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