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étude

polygones convexesa n (fixé)
cotés, inscrits dans un cercle,
de périmetre maximum

par Jean-Philippe Cortier
Lycée Marie de Champagne, Troyes

Cette dtude nécessite un résultat sur les fonctions conveses que Pon rappelle.

I. Une condition soifisante de convexité

Théoréme 1 : Soit { une application dan intervaile | & valeurs dans R,
deux fois dérivable sur .
Si {20 sur I alors [ est strictement convexe sur b,

>0 sur ]

Pour une démonsiration, voir par exemple {i].
Pour une application { satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1, on
aura donc pour tout (xgs ooy X _ ET?, (g, ooy @, DE(R™*)7 tel que

n-l n=1 i1
L o=l f L oo x Yoo, i
feui ¥ i ? =4 t7i é i= i ( i)
I'inégalité étant stricie dés que deux x; sont disiincts.

Par exemple : f: {07+ R
' x — —sinx

est strictement convexe sur I = [0, n].
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I1. Polygoues convexes 3 n (fixé) cOtés inscrits dans un cercle
de périmdtre maximum

Théoréme 2 : Les polygones convexes & n (fixé) cotés, inscrits dans

un cercle de périmétre maximum. sont les polypones copvexes
réguliers § n cotés.

Boit ¢ = € {0,/ lk cercle de cenire 0 et de rayen r, du plan coclidien
4 orienté, om note (Ag, A;, ... A,= Ag) un polygone 2 n ¢Gtés inscrit
dans ¢

e T
» mes (OA, OA;, =0, 0£027 i=6, ..., n—1
* P, ke périmétre de {Ag ., A n23.

L . 8, ,
On a les égalitds : ’Eo B=2x A; A, =2rsin <L en orientont le
i=

polygone dans ke gens positif

a-t 3.

P ow2r X sin —

u i=@ 2
Remargue :

pour un pql’yggne

{Ags-.rA,) régulies,

ona: s
' =2rsin 2R
P, ]

i¥

car pour fout f,

6, = ¥
n
! n=1%
Comme nﬂo B,=2%, on obtient B, _,=2%- L 8,
i= i=i}
a0 n B n Ot s B0 D i -5 D
Donc P,,-zrlgu sin =L +¢in 2=l }-2r{£§ﬁsm? + sin{x EOE)}

LR S ) . M=iog
P=21L sin <% + o
e dg;e 2 i 559 2] M
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Comme %f- € [0,7] pour i=0, ..., n—1 (et ‘20 2’ =H - ?-”é"ai €10,2h.

On appligue le théoréme | avec Axi= —sin x
3
g, .., 832 (}TEB ;=)
I=

{ .
fx,- = :n—:'i- pOWr i=
= b I

]
=2 A 2
ce qui assare : «—sinr}: 1 »q-‘- % g smﬁi Iindgalité
im0 =1 2/ i=on—1 1\
étant stricte dés que deux des #, sont différents
8 .
Zi -1Js
5 < {r—1) sin

" f?.a)

n-1 img 2
|

n--2
Soit E sin
i=0

D'olt Ia majoration de P, :
2
L/} )+sm Eﬂ 9)]

-1 si
P, € 2 {(n-1)sin (n'—l =
draprés (1) et Pinégalité étant stricte dés que deux des §; sont dis-

tincts (=),

On pose alors g{x}={n- 1) sin ;:’E..f +sin x sur [D,7] et I'on voit que

nz2 9, ES N
i 3 3 A
P, €2t g(Eﬁ 2} avec L € 10, 7

F=

avec la propriéié (a).

Emde de g sur fO,x} : \
£} = cos {;%) + cas x = 2 cos (-%— (-—-—— +x)}tw (—-é—- (;mff:ui —x]f
= 32 X 2
cos Z{R—l)m ?lel)
n=2 X gug» pour tout x de {0,a] ;

;0
o T 2a-1)
Aa-2
2(;;“1) x>0 soar [0%].

{1] Traité de spéciaies (Tome 2) Cagnac, Ramis, Commean (Masson)

oS
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a8 m =0 . TnT) 2+ 1D ) kel
1
x € [0,%] x ¢ [0, 7]

x = "T"l Ck+D T
g5t

x € [6,%]

De 0< ﬁ-;_l (2k+ X <T , on tire :
¢ < 2k+1 € ”1

e i R o_qy 4 _ 1 1 1
zgkg(n—i !)2 z(n~1)<z

d'ob k=G,
Ce qui assure g =0 = x = “—;1 7, $’od les variations de g
n-1
X 0 = 7 g
g'tx) + ¢ -

n—1

Blx) - a( 7 )?r .

e fA-l nx T
carpouwr 0 € x < — M, {}gzm_l}é 2 d'ol
nx
cos -1 20.
{' .
Conclusion : Vxe [0, 7] gx) ¢ lﬁ—;-l 1'!‘]
or g‘%?—i-w} -{n—l) sin% +sin ‘\r-«%\] = BEN 'F,',”
i3 ) ] - 9‘\ ) o ,
On a donc démomtré : P, < 2rg EO ?*] < 2rn sin w = P .
o 222 @, ,
L'inégalité P, < 2rg Eﬁ ?’) &ant stricte des que deux §; sont

digtincts. Ce gui assure le résultat.

Les polygones convexes &z {fix&) oOkés, inscrits dans un cercle, de
périméire maximun: sont les polygones comvexes régubiers 3 n oiids
fnscrits dans ce cercle,
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