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étude

transformations géométriques

par D. Lehmann
Université scientifigue et technigue de Lille

Cet arficle fait suite gu séminaire A.P M E.P. de Vaugrigneuse {qvril
1983}, Il ne s'agissait pas d'un cours de mathématigues, mais d'unz
réflexion sur le réle des transformations, que f'o seslement voulu faire
précéder d’un ateller consaerd ¢ quelgues exercices sur e sujet, afin gue
les participerits alent en comertun une expérience pratique susceptible de
servir de référence dans le débat qui suivait, Cetie intention n'ayant d'ail-
leurs pas &ié immédiatement percue par ious, un psychedrame s’est joué
— hevureusement dénoud — o certains collégues ont pu croire pendant
quelques instonts que mon but Stait de leur faire un cours sur la perspec-
five, Vinversion ou la trangformation par poleires réciprogues : outre
Faspect un peir hautain qieaurait eu un tel exposé, son lien avee les olosses
qui les concernaient ne leur semblait pas évideni, Cefte méprise une fois
fevde, le débat fut Fécond.

Pour tenter de couper court & tou! quiprogue, je voudrals profiter de
{accasion pour mexpliquer sur un autre point un peu délical concernunt
ma miéthode d'approche de ces questions, Elle est basde sur une qralyse
qui se vew! aussi rigoureuse que possible fimals qui reléve nécessairement
de Pidéologie et de opinion} d'un certain nombre de concepts muthéma-
rigues. Je ne prétends rien prouver, of jirai jusgu’d douter qi'on puisse
provver quol que ce soit dans ce domaine ot la rigueur iniellecruelie me

{*) Cet article & €i¢ publid sous une forme voivine dany le Bufietin de PIREM de Lille.
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semble la seule “validaiion® possible. Comment en effet imaginer des
processus d'expérience permetiant de répondre avec certirude aux gues-
tions que je pose F Ou bien elies risquent de ne rien prouver du touwl, fant
fes siruations pédagogiques précises sont nombreuses, mouvantes ef rare-
ment gntieremeny reproductibles. Ou bien elles ne répondront qu' des
questions begucoup plus poiniues qui ne sont pas précisément ceiles gue
Je pose. Feut-It alors s'interdire de les paser ? Je ne le perse pas!

1. Yariations avtour du centre de gravité d’un trizngle
A partir d'un teiangle ABC , on construit un nouveaun triangle
A'R'C' en menant respectivement,
| par A, la paralitle 3 BC (soit Dy),
par B, la paralléie & AL (soit Dg),
par C, la paralltle 3 AB (scit D).
Onpose A'=Dy M D B =DaNDc C'=Dp MDDy
a = AA'NBC b =BB'NAC ¢ =CCMaAR

Rappelons, pour mémoire, certaines propriétés de cetie figure, archi-
COnnues

Théoréme

1} Les 3 droites AA', BB et CC7 sont concourantes,

2) les droites be et BC sont paraildles, de méme gue ac et AC,
asinsique ab ¢t AB.
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Redessinons mainienant 2 mdéme figurs, en perspective, en suppo-
sant le plan du wriangle horizontal, ¢t en notant respectivement o, ff, y
les points de fuite, sur la ligne d’horizon A, des cdtés BC, AC et AR
du triangle.

Fgure 2

Des droites parafisles daes I3 réalité se dessinant suivant des droites
ayant méme point de fuite, les 3 droites BC, be et B'C’ de fa figure 2
doivent concourir en je point de fufte a sur A (de méme pour AC, ac
et A'C' enff; AB, ab et A'B" eny).

De méme AA’, BB et CC doivent concourir sur le dessin {(car la
perspective préserve la notion de concours).

Oubliant alors que la figure 2 2 #é obtenue comme dessin de la
figure |, elle va nous suggérer un théoréme !
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Théoréme 1

Etant donnés, dans un plan (1), un triangle ABC o une droite & ne

passant par aucun des 3 poimts A, B, C, onpose :

a=BCNA, f=ACNA, y=AB N A,

A=PBNYC, B=aANyC, C=aANfB

a=AAMNBC, b=BR N AC, c=CC M AB.

Conclusion :

1} les droites AA', BB, CC sont concourantes,

2) les points @, b et ¢ sont alignés, de méme que 3,2, ¢ et
¥, a,b.

Sigure 3

{1} Le mot “plan’ oot vague, of demandern & 2me préciss de fagon gue le théoréme ait le
maximum de généralité : In définition précise des espaces projectifs ¥ pourvoirs,




Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986

Bien entendu, une démonstration possible de ce théoréme va consis-
ter & remerguer gu'il existe toujours une perspective d'un plan P, surle
plan P du triangle ABC, telle que A soit obtenue comme immage par
cette perspective de fa droite de Pinfini de Py : supposant P plongé daxns
un espace 3 3 dimensions, choisissons un point de vue O goelconque en
dehorz de P, ot prenons pour P, n’importe quel plan paraligle 4 {0, &)
ne passant pas par O : les conditions cherchides sont alors vérifides.

Jigure 4

[En remarquant que ABC a Py ne sont jamais que les 6 sommets
d’un quadrilatére complet de diagonales @A, BB ¢t YC, on peut maguil-
ler(1} bien davantage le théoréme 1 ci-dessps, et en meitre plein fa vue A
qui veut bicn s’en laisser compter, en peaufinant un énoncé sophistiqué A
partir de 4 droites A,, A, A, A, dans un espace projectif de
dimension 2 sur un corps commutatii K, 3 d'entre elles n’étant jarnais
concourantes : nous laisserons ce “plaisir” au lecteus].

On peut aussi remarquer que Ja figure 1 a d"zutres propridtés que
celles utilisées jusgu’i maintenant : par exemple, si G désigne le pointde

concours de AA', BR et CC°, %-_‘5_ = —2 et & estle milien du segment
2

[BC]. Bien entendu, ces propriétés vont aussi se ludsser projeter ;

3si o, désigne le point AA'NA, le birapport €A, a, G, o,) est
fgala -2, .

{1} Pour démysiifier et apprendre & démagquiller, il est évidemment nécessaire de savoir com-
ment raaquiller ; cels ne signifie ps que 2oy & recommandions !
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4) la division (B, C, a, ) est harmonigue.

Ces conclusions (3) et (4) peuvent Btre ajoutdes au théoréme 1. Elles
sont toutefois plus difficiles 4 visualiser sur un dessin que (1) et (2) qui ont
Pavantage de ne s’exprimer gqu’en termes d’incidence, et non de
birapport.

La seule chose qui compte finalement, ¢'est de savoir qu'il existe un
“dictionnaire'’ entre la géométrie affine et la géométrie projpective, pey
importe que I"on réalise celui¢i & Paide d une perspective ou non.
Rappelons donc comment il fonctionne :

{éomiétriz projective Léoméirie affine

plan P ¥ pim Pi

point A point A,

points alignés o Sirmpport priservt  agins alignés

droite A particaligre , droiie de 'infini sur P,
dans P

drodtes cotrcourant sur A , droites paraliéles
droites concourantes VrAPPOn présavé  grgites concourantes
(B, C, I, BCNA)= — | , , 1, milieu de [B,C,)

®, C, 1, BOna)=k LB Culignds %wk

Désormais, a figure 1 n’est plus pour nous qu'un cas particulier de la
figure 1, celui o1 A est la droite de infini. I est alors naturel de regarder
d’autres cas particuliers, par exemple eelui 0d ¢’est BC qui est 1a droite de
I’infini : on va donc obtenir une nouvelle figure de géométrie affine (puis-
gue {a droite de ’infini est particularisée) ; la voici, avec le *‘tbéoréme’’
correspondant :

On se donne une drofte A of ug point A non situé sur A par lequel
on méne 2 droites coupant respectivement A en § et y. On note :

tDA ia paralldle 4 A passant par A,
Dy la paralidie 3 Ay passant par §,
D¢ la paraildie 3 Afl passant par y,
{ A'=DpNDe , B =DafDe, C =DaDy .

Conviusions :
1) La droite AA’ est concourante avec les paralltles Dy et D menées
respectivement par B” 4 Ay et par C' 2 AfY.

2) Posant b=DpMAPS et c=DEMAY, les droites by et o sont
paralitles & AA’, tandis que be est paralldle 4 A,
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Figure 3

Exercice : Trouver une perspective transformant directement Ia figure 5
en la figure 1.

L2 théoréme 1 pent s'appliquer dans n’importe guel plan projectif P,
en particulier dans le plan projectif P des droites de P . Pour ceux qui
pe se souviennent pas de la structure de plan projectif sur P* (neserait-ce
gue parce gu'on ne la leur a jamais enseignée), on admeitrs (provisoire-
ment) 'existence de transformations bijectives PP vérifiant Ie *‘dic-
tionnaire’ suivant :

P=plan i - P/ ={droites de P}
peint Ade P - » droite & de P (point de Py
{ point particulier Q@ , deoite de 'infini dans P
™ {intersectionde 2 , droite joignant 2 points
e droites distinctes distinets
points alignés [ oimepport préservE | g oites conconrantes
courbe lieu de points » courbe enveloppe de droites
{ droite tangente en un » Doint de contact d'uns drolte
" point de fa courbe avec son ¢nveloppe
%) @4, 28) angle orienté de droites @, b)
 cerdle (ligu) N -, conique de foyer Q
{enveloppe)
conique de foyer Q .  cercle (enveloppe)
(liew)
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(*) Le point & correspond au ¢cas o P a été préalablement mund d'une
“droite de I’infini*’, ¢’est-A-dire d*une structure gffine.

{**} Les 3 derniéres lignes ne sont valables que pour certaines des trans.
formations P-=P" considérées, et n’ont desensguesi P a été préa.
inblenrent murt dhure structure métrigue (ou au rmoins d'une structure
semiabile (1), pour pogvoir parler de “cercles’, de "“foyers” d’une
conique, et d'angles),

[Les transformations PP’ considérées seront appelées ““transfor-
mations par polaires réciprogues® {.p.p.r. en abrégd), celles vérifiant les
3 derniéres lignes étant dites “‘relatives & un cercle de centre R*°. Peu
importe, pour le moment, la fagon de construire ces transformations, seul
important le dictionnaire qu’elles définissent).

Ecrivant alors I théoréme 1 dans ’espace projectif P’ ou — ce qui
revient au ménie —, le {raduisant & "aide du dictionnaire associé 4 une
t.p.p.r., on obtient le

Théordme 2

Etant donnés, dans un plan, un icangle ABC et un point @
n*appactenant & aucun des cités du triangle, on pose :

A =AQNBC B =BQNAC C'=CRQMNAB
a =BC N BC B =AC NAC ¥ =A'B'N AB
a =BBNyC b =aANYC ¢ =@ANPE
Conclusions ;

1} les points a, B ety sont alignés,

2} &, A et Qsont aﬁgnés [et de méme {blatg} ot {c’CiQ}}?

3) notant g la droite (@, B, ), les bi-tapports (B'C, BC, g, aQ)
¢t {BC, be, g, ofd) sont &gaux & —2,

4} fa division (AB, AC, Aa, AQ) est harmonigue,

(et de méme par permutation cireulaire des lettres ABC, afly dans

(3) et (4)).

Comme pour le théordme 1, on gura remarqué le caractére particulié-
rement $iémentaire de I’énoncé, du meins st Pon s’en tient au deux pre-
riéres conclusions qul ne font intervenir que des incidences (alignements
de points, concours de droites).

(1) f. 1& définition an §2.
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Pour ceux que ke fait d’admetire Pexistence de t.p.p.r. rendrait trop
mal & {*aise, voici la construction d'une telle transformation, vérifiant les
propriétés (*) et (**) du dictionnaire ci-dessus, relative A ja donnée d'un
cercle I" de centre Q et de rayon R ¢

Jigure 7

figure §

— 4 un point A, distinet de Q et 3 dis-

tance finie, on associe ks perpendiculaire

a 4 QA en le point A, défini par
QARK, = R?

— 4 Q, on asvocie la droite de 1"infini,

— i 1n point A & Uinfind dans une direc-

tion, on associe le diamédtre de T perpen-

diculaire A cette direction.

{Reste dvidemment A vérifier le diction-

naire 1.

Intéressons-nous maintenant aux perspectives cosiques, non plus de
plan sur plan, mais de pian sur sphére passant par e point deviee n:
perspective i d’une sphére ¥ passant par n surleplan P tangentaZenle
point s diamétralement opposé 3 n sur T, s’appelie une profection sté-
réographigue | elie n'est dvidemment définfe que sur Z—{n} , maisonla
prolonge & tout ¥ en ajoutant, & P, un point & Pinfini {noté =) ¢f en
posant w(n) == {ne pas confondre avec la complétion projective de P par
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tout une droite de points  I’infini ; espace Pl{o} n’est rien d’autre que
ce qu'on appelle en théorie des fonctions de variable complexe *‘la sphére
de Riemann’* ; ¢’est 'espace projectif complexe de dimension complexe
1, mais peu importe]. On ne retiendra de cette projection stéréographi-
que, pour le moment, que les propriétés suivantes : elle transforme

les droites de P
les cercles de P

les cercles de X contenant n

les cercles de £ ne passant pas
par n

cercles tangents en n

cercles tangents en un point de
Z—{n}

cercles orthogonaux

droites paralléles
cercles ou droites tangent(e)s

8 88 383

cercles ou droites
orthogonaux(ales)

Si P et P’ désignent maintenant les plans tangents A une sphére ¥ en 2
points distincts et non diamétralement opposés s et s ,si n et n’ dési-
gnent les points de £ diamétralement opposés 3 s et 5, mZ=Pl{=} et
' Z—+P’'[l{*’} étant les projections stéréographiques de point de vue n et
n’ respectivement, la transposition du théoréme 1 par ®'=n~! fournit
alors le
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Théoréme 3

Donndes « dans un plan P, 4 points A,B,C et 8, ni alignés, ni co-
cycliques,
Convention : dans cet énonce, Ie mot “‘carcle’” signifiera an fait,
selon les cas, “‘cercle om droite’ {par exemple si P,Q.R sont
4 points distincts, le ““oercle (POR)" désignera ke cercle circonscrit
au triangle POR si les 3 points ne sont pas alignés, ou Ia droite PQR
si ces 3 pointy sont alignés),
Neoitations :
‘r,, sera le cercle passant par A et §, tangent ep S au ¢ercle (SBC)
(rB sera le cercle passant par B et S, tangen en S au cercle (SAC)
T serale cercle passant par C &1 S, tangent en 8 au cercle (SAB)

‘A’ sera le point d’intersection autre que 8 des cercles g et T
l-(B' sera le point d’intersection autre que 5 deés cercles Ty et e
' sera le point d’intersection autre que S des cercles Ty et g

a  sem le point d'intersection autre que S des cercles (8BC) o

SAAT)

b sera l2 point dlintersection sutre que 5 des cercles {SAC) et
{558

¢ sera le point dtintersection auire gue S des cercles (SAB) &
{(8CC)

Conclusions ;

1} les cexcles (SAA'), (BBB') ¢t (3CC’) s¢ recoupent ¢n un point 8
autre que § {¢’est-d-dire appartiennent & un méme faiscepu 3
points de base)

2) 1es cercles (SBC) et (Sbc) sont tangenty en S ef, de méme (SAB) et
{Sab) ainsi gue (SAC) et {Sac).

537



Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986
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Bien entendy, une démonsiration possible du théorime consiste &
prendre une sphére X tangenie & P en un point diamétralement opposé &
n, & prendre pour n' ia préimage 8, de § par Ia projection stéréographi-
que 7t : I-+Pll{os} associésA¥ et n, et pour 7 la projection stéréogra-
phique de point de vue 0’ . Une autre démonstration {c'est presque la
méme), consiste A effectuer dans P une “inversion® de pdle S et de puis-
sgace gn nombre k (réel £0 quelconque). [Un appelle ainsi la transfor-
mation J ; P ~{S}+P~{8] qui, 3 M associe ¢ point M" aligné avec S et
M, et vérifiant SM.SM'=k , prolongé 4 P{{w} £n posamt J(S)=e= ,
J{eo) = §]. Rappelons en effet le “dictionnaire’” d une telle transformation :

point M - > Ppoint M’

point § " s point ®

points alignés on préscrvation du birpPORt \oints atignés ou

cocycligues cocyclioues

cercle passant par 8 < Groite (= *“cercle"” passant
par @}

ctrcle ne passant pas . s cercie ne passant pas par 8

par §
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sourbes {angentes “ » Sourbes tangentes

courbes orthogonales courbes orthogonales

{plus généralement, conservation — au signe prés — de I*angle de drolte
formé par les tangenies ; Porientation est changée)

droite passant par 8§ » droite passant par 8
cercle ou droites " » droites parailéles
tangeniz en §

Encore plus simplement, une fois P identifié au plan complexe € ¢t
Pll{eo} A la sphére de Riemann, on peut appliquer A la figure r'imporie
quelle transformation conforme Z-~ J:zﬁz%g- de Ia sphére de Riemann,

choisie seulement de facon que 5 soit 'image du nombre complexe — %-

[ces transformations conformes vérifient exactement le méme diction-
naire gue les Inversions, A ceci prds quetles préservent le signe des angles

de droites, et orientation : z»-—} est une telle transformation conforme,

tandis que 2L est une inversion i1.

Z

IL Groupes et géométries

On sait, depuis F, Klein et son fameux programme d’Erlangen,
Pavantage qu'il peut ¥ avoir A classer les notions géométrigues ¢t les énon-
oés qui 8’y rattachent, sefon le groupe des transformations qui les “préser-
vent"’, [ie fait gue ces transformadtions forment un groupe est évident : si
f & g sont 2 bijections d'un ensemble sur lui-méme préservant toutes
denx ur méme ‘“quelque chose”, gf ef [~ le préserveat aussi, tandis
que l'identité préserve n'importe quoi 1. Inversement, & tout groupe de
ransformations sur un ensemble, est associé une **géométrie™ (on dirait
plutdt sujourd’biui une “'struciure”) : celle relative aux défigitions et aux
théorémes pouvant s’exprimer uniquement 3 Paide des invarienss du
groupe considéré,

Ainsi, par exemple, Ie théoréme 0 du paragraphe précédent reléve de
Iz géométrie qffine, car les mots clés figurant dans son énoncé (“aligne-
ment”, “concours”, “‘parallélisme’, “‘repport” entre points alignds,
“milien’, “centre de gravité’’, ...) désignent des notions invariantss par
touie ransformation affine, Les théorémes | et 2, par contre, relévent de
Ix ghomdtric projective {mots clés 1 “alignement’, “concours”, *‘bi-
rapport’”), tandiz que e théordme 3 reldve de Iz géométrie analiogmatique
{on désigne ainsi celle associde au groupe des wansformations conformes,




Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986

engendré par les inversions et les similitudes), dont ies mots ¢lés essenticls
s'éerivent “eercle’’, ‘fangle’”, “tangent”, “‘orthogonal®, “faisceaux de
cercles’, etc...

Bien zntendu, Vinclusion entre groupes de transformations ser un
méme ensemble mduit une relation d'ordre entre géométries, celies—ci
étant d’autant plus “‘fines’’ que leur groupe de transformations est plas
petit (car il a alors davantage de choscs & conserver), Une petite subtilité,
toutefods, provient de ce gu'un méme groupe peut etre considéréd comme
opérant sur un ensemble cu, lorsqu’i! 1a préserve, sur une pastie de cet
ensemble, Par exemple, un plan affine peut se compléter en un plan pro-
jectif guand on jui ajoute une droite de “points A 1'infini®’ (ou directions
de droites), les trans{lormations affines du plan affine se prolongeant &
tout le plan projecti€ et s*identifiant alors au sous-groupe des transforma-
tions projectives qui préservent la droite de 1'infini, donc aussi son
compid¢mentaire, Dans ce nouveay langage, on peut parfaitement faire de
la gdométrie affine dans le plan projectif tout entier, dis lors que les
points de la droite de 'infini jouent un réle particulier. laversement, ia
donnée d'une droite particulidre A dans un plan projectif {que I’on bap-
tisera “*droite de 'infini’") permettra de définir une géométrie affine, celle
associée au sous-groupe des transformations projestives préservant A
{donc son compiémentaire, qui posséde alors une structurs naturelle
d'egpace affine). De méine, un blan euclidien peut se compliéter en une
sphére, par adjonciion dtun point & Pinfini, les similitudes du plan encli-
dien s*identifiant alors au sous-groupe des transformations conformes de
la sphére qui préservent Je point & Pinfini. Réciproquement, Ia donnée
d’un point particulier sur une sphére (que "on bapiisera “‘le point &
Pinfini™) periaet de définir une géométrie semblable dies droites £tant les
cercles passant par fe point A V'infini). Voici un schéma de guelques géo-
métries *planes™. {II y en a évidemment beaugoup d’autres f}.

Groupes :
Tsomdéiries Sinlirndes Lo Traosformations
dans un plar d’un plan adjonction confornres d’une
auchidien euclidien ] {d’!lli paoint sphére
Q‘ a Iinfird
Transformations
affines d'un Transformations
pian affine Lt projectives d'usi
fadjopction Y pian projectifd
¢/ d'une droite
Roiations Transformations de points &
¢ans un plan - lindaives dins Pinfin
vectoriel un plan vectorie
enchdisn
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mEirigue iy sEmblable 2y araliagmatique

cuclidienre o, lindaire
Bnégire

Remargues »

1} On commet irés souvent 'abus de langage consistant 3 appeler
‘“géombtrie métrique’ ce qui reldve en fait de Ia géoméirie semblable :
ainsi, par exemple, non seulement les notions ¢ ‘angle*” (done de ““bis-
sectrice’’, de *hauteur’’, ¢’ ‘orthogonslitd’’, ...} sont des Invariants du
groupe des similitudes, mais aussi toute relation métrique, dés lors qu'elle
est homaogeéne por rappari aux longuenrs ; ¢’est le cas par exemgple du
“rapport des distances®’ -3-% {homogéne en degré (), de la notion de
“médiatrice™ {définie par Ia formule MA ~MB =0, homogéne de degré
[}, du théoréme de Menelalls (qui s’exprime par une relation homogéne
de degré 2) ; c’est aussi le cas de la notion de “gercle’ (2 ne pas confondre
aver celle de “‘cercle de rayen fixé” qui — elie — reldve de [a géométrie
métrique}, etc.

2} On parle souvent, aussi, de “‘géométrie conforme®™, qui, selon le
contexte, désigne tantdt la géométrie semblable ef tantdt la géomdtrie
anailagmatique. Pour éviier toute ambigatté, nous éviterons Pexpression,

HOI. Géométrie dont reléve an probldme ; Vintérét d’y rester

Supposons maintenant que 'on sit & démontrer le théoréme 1 du
paragrsphe | (recherche d’un probléme), en ignorant a priori la facon
dont il 2 &é obtenu. Analysant les mots clés de son énoncé, on commence
par observer qu’il reléve de la gdemdirie projective. 8i le plan projectif a
&t obtenu par adjonction d*une droité de 1'infini & un plan affine, on
constate d'autre part que les cay particuliers suivants du théoréme 1 sont
tris faciles A démontrer, car s¢ ramenant & des propriéiés bien connues du
centre de gravité d*un triangle ou d’un paraiiflogramme ;
i¥ cas particelier : A est [a droite de 'infin ;

2 cas particulier : Pun des cdiés du thiangle ABC, BC pour fixer les
idtées, est la droite de Pinfind.

On essaie alors de se ramener 3 ces cas particuliers en profiiant de
Finvariance du probléme par toute transformation projective. Quel est
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alors le degrd de liberté dont on dispose ? Une transformation projective
plane es{ définie par la donnée de 4 couples de points homologues
(A;, Aik=1,...4 ©n position “générique” {¢’esi-a-dire que 3 des 4 points
Ay, ... A, Be gont pas aligeds, ef de méme pour A;, ... AJ), ¢ une fois
donnés (A;, Aiqics vérifiant cette condition, it existe effectivement
une telle transformation projective admettant ces 4 couples de poinis
homelogues, Or, pour se ramener aux cas particuliers envisagds, i suffit
de se donner seulement 2 couples de points homologues {A, et A, sur A,
Ajet A; & Pinfini dans ic premier cas ; Ay =B, A, =C, Aj et A; alinfind
dans fe second cas). C’est donc toujours possibie, et le théoréme 1 petst se
démontrer ainsi dans le cas général,

On démiontrerait de mdme le théoréme 3 en observant qu’il reléve de
1a géométric anailagmatique, en traitant fe cas particulier 00 S est le point
& Pinfind, ef en monirant qu’on peut toujours s’y ramener,

La méthode s*applique en fait 4 Ia résalution de tous fes problémes
de ce {ype :

1. analyser de quelle géoméirie reléve le probléme,

2. essayer de traiter des cas particuliers,

3. étudier e degré de Hberté du groupe de la géométrie dont
reléve le probliéme, pour voir 5’il est possible de ramener le cas
général au(x) cas particulier(s), en d'autres termes, Studier I
“généricité” des cas particuliers envisagés,

VY. Géométrie dont reléve un théordme : 'intérét 4’en sortir

Revenons-en maintenant aux théorémes du paragraphe 1. Ils ont tous
#¢ obtenus de la fagon Ia plus béte qui soit, c’est-a-dire la plus automa-
tkpue, par simple transposition du théoréme C {gui est du niveay de ia
classe d¢ Quatriéme} au moyen de perspectives coniques, de t.p.p.r., et de
projections stéréographiques (ou d’inversions). Si, au leu d’une perspec-
tive conique, on avait cherché & transposer le théoréme ¢ par une projec-
tdon cylindrique {ou ‘‘perspective cavalidgre}, on n’ausait évidemment
rien obtenu de nouveau : la raizson en est que le théoréme O reléve de ia
géométrie affine et qu'une perspective cavalidve est wne transformation
affine, qui préserve par conséguent la notion de centre de gravité, Clest
ici la transposition par des transformations non gffines qui s’est révélée
efficace pour obtenir un théordme nouvean,

Plus généralement, on appellera

“vraies tansformations d’un théoréme’” les transformations qui
n’appartiennent pas au groupe de la géométrie dont reléve ce théo-
réme {et ““fausses transformations®’ celles qui ¥ appartiennent},
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On commence alors A comprendre pourguoi il n*est pas possible de
faire sentir gox &éves de 'enseignement seoondaire toute la fécondité de
iz noton de transformation géométrique ; les nombreuses définitions et
les rarves théordmes gui figurent dans les programmes relévent tous
wo gauf erreyr de ma part - des géométries métrique, sembiable ou
affine, et par conséquent les principales transformations au programme
{essentiellement des isométries et des similitudes) seront toutes de fausses
transformations e ces théorémes. En outre, ves transformations conser-
vent 1a forme des figures, c’est-j-dire les angles et les rapporis de distances,
Seules, certaines transformations affines (elles des symétries obligues,
des affinités, des perspectives cavalidres), qui sont A Ia lisiére des pro-
gramees, pourraient dtre de vraies transformations pour les figures ef les
thégrémes des géométries semblable et métrique et fournir des résultats
nouveanx, Au lien d'exploiter cetie possibilité, il arrive au contraire
qu'on s’efforce de faire croire aux éléves qu'ils n'en ont “*pas le droit®’.
Un tel interdit, lorsgu’il existe, témoigne § mon avis d’une incomprében-
sion(t) de "utilité du programme d'Erlangen ; il a pour résultat, par
exemple, que 1a plupart des émdiants n’ont jamais vu les propriftés classi-
ques de Pellipse que on peat obtenir & partir du cercle par affinité (cf.
figure 11).

[Pire, ils vont méme jusqu’a ignorer gu’en perspective, fut-elle cava-
likre, un cercle est vu suivant une cliipse, of ils dessinent presgue systéma-
tiguement des “ellipses 4 pointes’’, Il ne faut pas ¢"étonner ensuite que la
géométrie dans 1’espace leur semble tellement difficilel.

Jieure 11

i) Cet int:wdit, qui me semble ive une erreur pédagogique, existe suest dans Penseignement

umveryitsire,
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“eilipses & pointes”

Flgure 12

H est fréguent, dans "cnscignement des mathématiques, que des
exemples trop particuliers ne soient pas les meifleurs, dés fors qu’ils recé.
lent des phénomines parasites sxceptionnefs. Ainsi, par exemple, sous
prétexte que § est plus petit que 2, commence-t-on souvent "étude de
Panatyse par la topologie de R et non cefle de R? ; or la structure d’ordre
dans R jeue un rdle tout a feit particulier a la dimension 1, qui risque de
donner des idées fausses en masquant Ia simplicité de certaines notions
tepologigues ; en outre les intersections de voisinapes dans R? seraient
beaucouy plus faciles 3 dessiner que les intersections d’intervalles dont on
a besoin dans R, st représenter une droite par une paiate n*étail peui-Stre
pas le meillear moyen 4’y remédier ! De facon analogue, il s passe sur fa
droite ce phénoméne, tout & fait particulier 4 1a dimension 1, gue des seg-
menis de méme longneur sont nécessairement isométriques, alors qu'il
existe évidemment des rectangles non izométriques de méme aire,

De méme, des transformations géométrigues trop particuliéres et qui
conservent trop de choses, telles par exemple les similitudes qui conser-
vent la forme des figures, sont plus difficiles 3 wiiliser que les transforma-
tions qui transforment beauccup. A cet égard, ot paree qu’elle conserve
n'importe guoi, I'identité est peut-&tre 1a transformation dont Pusage est
Ie plus difficile & comprendre, bien que la plus simple 3 définir.

Je regrette que les programmaes n’aient pas introduit dans Penseigne-
mient secondaire, par exemple, en laison aves le dessin et la cartographie,
des perspectives (cavalidres ou pas) et des projections stéréographicues,
Qutre gqu’clles modifient réellement kes figures, ¢¢3 transformations obli-
gext & eaisonner dans Pespace dés le débui, ce qui — paradoxaiement —
est pent-#re une facilité, dans la mesure o Fespace permet de micux
visuakiser les transformations plan - plan {ou plan -+ sphére} et de mieux
distinguer les sspaces source et but. Mais ies symétries orthogongies par
rapport & une drolte, les syindtries centrales, les transtations et méme les
similitudes telles les homothéties, me semblent plus difficiles 3 utiliser (),

{13 Peudier fes symétriss internes d'une figure e5t uns autre activité, dont je no nie pes du

tout Piatérdt ; maks jo ne suls pas persuadé que co soit lenr statut de transformation e et
aloes le plos wtie.
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sinon & définir. Il a fallu déployer des trésors d’ingéniosité, dans les
IREM et ailleurs (probid¢mes de billard, drokte d*Euler...), pour arriver 4
&n Faire quand méme quelgue chose, alors qt'au paragraphe |, je me suis
contenté de faire de Ja traduction automatique. {Je ne suis pas hostile a
Peffort, mais l¢ probléme n'est pas 14 ; le choix n'est pas entre la facilité
et la difficulté, mais entre le naturel ot artifice. Quant sux difficultés, il
fauy les sérier, en commengant par le plus facile, et coful-cf n’est peut-8ire
pas k& ou ["on croit]. .

V. Groupes et familles de bijections : strocturation d’un
ensemble )

il st un autre usage des groupes de transformations, permettant de
muzzr un ensemble E d’an type de siructure géométrique isomorphe 3
celle que 'on connait 4éja sur un ensembie de référence E,.

Lastructuresur B sera définie par ““transport de strugture”” & partir
de celle connue sur E,y, 4 'aide d'une bijection {: E;5E, que Pon
voudea &re un isomorphisme une fois Ia structure sur B définie. Mais il
est clair que si I’on compose f avee un automorphisme §:E,—E, dela
structure sur Ey, la bijection fos:Ey,3 E devra encore tre un isomor-
phisme, ¢'est-3-dire définir sur E la méme structure gue . Récipro-
quement, dés lors que f7'%f; : By~ E, et un automorphisme d¢ E, pour
la structure considérée, les 2 bijections f, et £, d2 Eysur E définiront
sur B la méme structure par transport 2 partir de celle de B,, d’osi Ia
définition géndrale suivante

Etant donnés us etisemble B,y ot un sous-groups G du groupe des
Hijections de B sur lui-mé&me, on appelle G-sfraictyre sur un ensem-
bie E la donnée d’une famille ¥ de biiections f: E;5>EFde
Eq sur E, vérifiant 'axionte suivant :

Vi EF, 7 ={fisheg

Exemple 1: Ey=Rr, G=GL(n,R} {(groupe des matrices inversibles
nxn i coefficients réels). La donnée d’une GL{n,R) —structure 2 sur
un ensemble E é&quivaut alors A la donné: d'une structure d’espace vec-
toriel réel de dimension n sur E, la donnée d’une bifection f&.ZF" équi-
valent alors & celle d’une base de E (Pimage par { des vecteurs de la base
canonrique de Ry,

Exemple 2 : Eg=R%, G diésignant le groupe des bijections

8" ¥r+{"¥) qui sont de la forme

biw' max+ by + u
ey'mcxd}-dyﬁ'ﬁ (ad— bt )
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(avec divers sous-groupes, tels par exemple cenx définis par od - 50 ;
a b cd delaforme g=d=rcgs® ; b= —c=rsinf (+0) ;a. b ¢ dde
b forme o=d=cos 8 ; b= —c=sin &),

Une G-structure n'est autre, alors, quune structure de plan affine réel
(resp. plan affine réel orienté ; resp. plan semblable orienté : resp. plan
cuclidien orienté), la donnde d’une bijection { particuliére Sguivalant A
eelle d’un repére affine (resp. affine direct, resp, orthogonal direct, resp.
orthonormé direct),

Exemple 3 : Ey=R, G désignant le groupe des bijections s de Iz forme
sl = gx -+ (@#0) (avec les squs-groupes correspondant & >0, o=x1,
@ =1} : on aura reconp la célébre définition de Ja droite affine (resp. affine
otientée, resp. cuclidienne, resp, cuclidienns orientde) du programme de
Quatriéme des années 70, {On remarquera, 14 encore, un phénoméne parti-
culier 4 la dimeasion 1 : toute affindté v est une similitude et conserve done
Ia forme des figures ; il est vrai, toutefoiz, que la forme d'ane figure rectili-
gre m'est pas d"un intérét palpitant, e qui i3 aussi est trés particulier !

Exemple 4 : §5i P désigne un plan projectif obicau par adjonction d’une
droite de P'mfini A un plan enclidien P, nons avons vu au paragraphe 1 que
Ia donnée d*un cercle {7 de Py permettait de définir une t.p.p.1. qu &aii yne
bijection { de¢ P sur Pemsemble P’ desdroitesde P.SiM et s0m 2
cercles de P, définissant respectivement les t.p.p.r. fy et fy: P—P , on
peut vérifier que f; 'of, : P+P appartient au groupe des automorphismes
projectifs de P . On en déduit 1a définition d"une structure de pian projec-
i swr P,avec Eg=P, G désignant le groupe des automorphismes pro-
jectifs de P, ot 9% Iy fumille de bijections PP’ contenant foutes celles
définies par la t.p.p.r. relative & un cercle.

Exemple 5+ (G est le groupe de toutes les bijections de E, sur lui-méme ;
S est alors la famille de toutes les bijections de Egsur B, etta G structure
sur B n'est astire que celie densemble éguipotent 4 By,

Exemple 6 : G estle groupe téduit 3 {1g} ; %= est alors réduit 3 une seule
bijection f, : EygE , gréce & laguelie on peut identifier canoniquemeni

E, et E.

V1. Exégise @’on Beu commun

On a beaucoup dit et répété, depuis 20 ans, que *‘I’objet de la géomé-
trie a évolué de Pétude des figures vers celle des groupes de transforma-
tions*’. Une telle phrase, sans nuance, n'z évidemment pas plus de sens gque
celle qui consisterait & énoncer que 1*analyse, désormals, ne consiste plus &
éudler fes fonctions mais les espaces vectoriels topologiques, ou que
Parithmétique ne consiste pius 4 &udier les nombres mais les annesux de
Dedekind : 1a théorle des EVT a précisément &ié créde pour &udier des
espaces fonctionnels (qui en restent les exemples les plus courants), tandis
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que celle des annegux de Pedekind a &¢ faite pour dodier des anmeaux de
nombres ; de méme, I'enseignernent de la géométrie me sembie devoir par-
tir de I*&tude des figures, sans lesqueiles 1’étude des groupes de transforma-
tions est entidrement désincarnde.

Frusage de ces groupes que nous avons évoqués s paragraphe V, et
qui consiste 4 définir une structure géométrique sur un ensernble, et extré-
mement thdorique, et saurit difficilernent correspondre aux motivations
¢un débutant en géométrie, Il aura fallu, en ffet, que celui-ci ait déid ren-
contré beancoup de *‘jolis™ théorémes de géométrie émentaire pour scu--
fement songer 4 les classer, et pour éprouver ke besoin de définir avec préci-
sion la structure géoméirique sousjacente ; il aura fallu gqu'il ait déjd en
Poccasion de titer en pratique de Iz dualité sous une forme ou sous une
autre pour comprmdrc Funilité de définir une strucikure de plan projectif
sur I"ensemble P* des droites d’un plan projectif P ; il devra s’8ure déa
servi du birapport de 4 points sur uucm:qucaumummtrecwrbe Wi
cursale pour avoir envie de munir cette courbe d'une structure de droite
projective, Faute de ces pratigoes antéieures, de telles définitions risque-
raient de ne rigourcusement rien signifier,

C'est précisdment pour scquérir ces pratiques néosssaires, que la réso-
kution de problémes que 1"on raméne & des cas particuliers (paragraphe III),
ou ia transformation de théarémes (paragraphe [V) prennent tout Jeur sens.
Ces déux processuy, niverses I'un de I'autre (¢ “théme’ et Ia Yversion),
ne présentent certes, du strict paint de vue de I recherche mathématique,
qu’un intérét tout & fait Hmité, essenticllement & cause de leur caractére plus
ot moins automatique. Mais leur rle formaienr, par Ia gymnastique ef les
analyses 4 laquelle jls obligent, est un interméduire indispensable enire
Péude naive des figures et la géométrie structurée par les groupes de trans-
formations auxquelies certaing voudraient se limiter. Pour comprendre les
propriétés dtune transformation, le mieux est encore de voir comment elle
déforme certaines figures ; et I'on comprendrs mieux 'intérdt de définir
cette transformation par un nombre donné de couples de points bomolo-
gues, en étudiant dans quelle mesure it est possible de ramener une situation
géntrale 4 un caz particulier donné. Ces exercices, enfin, surtout ceux reje-
vant du “‘théme”, ont un rOle démystificateur tout i fait appréciable :
n’importe qui est capable avec un peu d’entrainement dtinventer un théo-
rétae par le procédé du paragraphe IV, of de maguiller (1) ensuite la fagon
dont {l a &4 obtenu ; si tel n'est pas 'objet sssentiel de la recherche mathé-
matique, du moins est-ce une fagen de redonner confiance en cux A des &&-
ves qu'on s"accorde 3 trouver parfois trop passifs.

(1) of. o remarquie fadsant suite & ia figure 4,
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YH. Complément anx dictionnaires

Neus avons vi, av paragraphe 1, comment interpréter Ia géometiie
affine plane dans le langage de la géormdirie projective, par la simpie don-
née d'une droite de Uinfini A dans un plan projectif P.

A
AC _ virapport (A,B,C.d
'ﬁvcﬂ pp ( ] r ¥ )
A B © o C milieu de [AB)
= (A,B,C,d) division
harmonigue
fa
D
Q>_ — D, et D, droites poralidles

dicevtion pargbole = conigue tangente 3 A
de Faxe

conique & centre = conigue
coupant A& et Z points U et 'V
distincts (réels ou imaginaires,
ne distinguons pas ici)

cenfre w = phle de A

a“‘n\c“c a
agymptotes = tangentes 1ssues
du centre
4 w est milieu de JAA]
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La géométric semblable plane peut sussi s”interpréter projectivemnent
ainst ; le plan projectif P étant 4813 mund d’une structure affine, c'sst-&-
dire d'une drobte de 'infini A, on cholsit, sur A, deux points distines
1 #t J appelés points cycligues (imaginaires conjuguds pour une struc-
ture réedle dans ke plan projectif complexe, mais peu importe ces guestions

de réalité, ici).

Relativement 4 ces 2 points, il n'y 4 gae 3 termes A ajouter su

un foyer

\

dictionnaire :
- celui d'angle de droites
d 4D

O,D)=L1log(d,d',1,3)
2 pirapport d'un
nombre complexe
{en particulier : 2 et D’ ortAo-
gonales = (d.d',1,1) est une
division harmanigue).

— celui de cercle: conigue
coupant fa droite de 1'infini ¢n
les points cycligues,

— celui de foyer d'une coni-
que: point F en lequel on
peut mener 2 tangentes & la
comique admettant respective-
ment chacun dez poirits cycli-
gues comme point a Pinfini.

Vaoici pour terminer, A titre d’illustration, diverses sityations de géo-
métrie métrique ou semblable, & priori trés différentes les unes des autres,
qui sont toutes, en fait, des cas particuliers d*un méme théoréme de géo-
mérie projective, mais des cas particuliers “génériques’” en ce sens gu'il
existera toujours une iransformation projective ramenant la situation
générale & Pun quelconque de ces cas particullers,
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i. Losange circonscrit & un cercle

B A
Jigure 13

Tout paralléiogramme circosscrit 4 un cercle est un iosange :
1} le centre du cercle est le point d’intersection des diagopales du losange,
2) les diagonales du Insange sont perpendiculaires,
3} les directions des diagonales forment une division harmonique avec
les directions des cdtés (valable dans tout paraliélogramme),

Interprétation projeciive de la fizure ci-dessus
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2. Ceite figure suggére le résuliar suivant *

On se donne un quadrilatére complet (sommets ABCDEF, diagona-
les AR, CD, E¥) dreonsenit & une conique propre [, et Pon suppose que
Pune des diagonales, AB pour fixer leg idées, coupe M en2poinis P et §
distincts, et différentsde A e B.

Théoréme 4

1) Le péie w de la droite AB est le point d’intersection des diago-
nales CD et EF

2y (CD, BF, P, @Q) = —1
3 (CD, EF, wA, wB) = —1

a0
g

figure 14

DMdmonsteation évidente : &ant donné un plan projectif Py murd
d'une structure semblable avee points cychiques I ¢t 1, il existe toujours
une transformation projective admettant {P,1) ¢t (Q,J) comme coupic de
points homologues : on est donc amené & la situation du losange circons-
crit an cercle,
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3} Si 'op suppese maintenant que ¢e sont les points A er B gui sont les
points cyclicues -

FEORY|
§ imagulare

B tenen
.

X o

Fover pe!

*L [IREXN

Famaensane
SO LI de [

Sigure 135

I est alors une cotique & centre,

w en’ est Ie centre, C et D 2 des Foyers sur un méme axe, E et F es 2 autres
fovers sur i"anire axe, (UJne conigue A centre a 4 foyers, répartis 2 4 2 sur
chacun des 2 axes ; pour une conique réelle, les 2 foyers situés sur Paxe
secondaire sont imaginaires conjugués);

{1} signifie alors que les foyers sont répartis sur 2 droites se coupant au
centre de la conigue [ce sont les axes] ;

{2} signifie que les axes forment avee les asymptotes une division barmo-
nigque [bien évident puizgue les axes sont les bissectrices de Pangle
formé par les 2 asymiptotes] ;

{3) signifie gue les axes sont orihogonaux fbien connu] ;

{3} 5 une hyperbole &quilatére est inscrite dans un parailélogramime,
les disgonales de celuici ont pour bissectrices les asymptotes de
Phyperhole.

i suffit en effet d’appliquer Ja conclusion {2) du théoréme au cas ou
P et Q sont des points A I'infini dans des directions orthogonates.
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of

figure I§

il suffit on effet d’appliquer ic théoréme 4 dans lecas ot € of ¥
sont les points cycligues (la conique est alors une parabole de foyer f= A,
et B est le point A Pinfind sur 1a dreite PQ).

[Bien entendu, il v a
réciproque.

Bien entendu aussi, il
est facile de démontrer
ce théoréme de facon
élémentaire (ou &
"aide du théoréme de
Poncelety).

Jigure 17

(5} SiZpoints P et Q d’une parabole sont alignés avee son foyer T,
les iangentes en P ¢t Q sont orthogonaies, et leur point &’inter-
section @ appartient a la perpendiculaire en { & PQ.
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