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études didactiques

[’enseignement

de la géométrie de ’espacer

par Gérard Audibert,
IREM de Montpellier

Cet artivle doir &re associé qux fravaux du groupe de recherche sur
Uenseignement de la géomérie de PIREM de Monipellier. It est dans sa
quasi teialitd extrait des docurments [4] et [5]. 1l reproduit en le dévelap-
pant Bgérement sur ceriains poims, 'exposd fait sy Journdes Nutipnales
1983 de 'A.P.M.E.P. qui g ¢ suivi d’urelfiers et de discussions.

Le texte gui suit est divisé en 3 parties intituides ;
1, Le plan et I'espace
2. Une prise de conscience
3. Les régles de dessin

4. Les représentations de “espace
3. Les éléves.

(*1 Conférence du 24.10.83 aux Journdes Nationaies de Port Bercarés.
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1. L¢ plan et Pespace

CLAIRAUT (1741), LEGENDRE (1851}, ROUCHE, et DE COM-
BEROQUSSE (13684, b, 1867), HADAMARY (1898, 1961) ont toujours
sépart {rés distinctement la géométrie plane et la géométrie de Pespace,
Dans "avertissement de la deuxiéme édition, HADAMARD 1. (1898)
écrit **Je n’at nullement été tenté de fondre la géométrie plane et la géo-
mértie dans Pespace, Que cette fusion soit préférable au point devoe de fa
logique pure, je le veux bien. Mais, il me parait que, pédagogiquement,
nous devons penser tout d’abord 4 diviser les difficuliés. Celle de **voir
dans I'espace’’ en est une sérieuse par elle-méme que je ne considére pas
comme devant Btre ajoutée tont d'abord aux antres”.

De 1950 & 1970, cettc séparation du plan et de Vespace est préservée
la plapart du temps. Pourtant, des dérogations & eette séparation appa-
raissent. DELTHEIL et CAIRE (1950), respectant en cela les program-
mes, introduisent les vecteurs dans leur premidre lecon sans {aire aucune
distinction entre le plan et Pespace ; Us procédent de Tagon analogue avec
ia somme de vecteurs ef avec ie produt dun vecteur par un nombre. Mais
par la suite, ils commencent 4 prendre en compie Ia séparation du pian et
de Pespace ; ¢’est ainsi qu'aprés avoic dorné une définiton générale de la
translation, ils séparent 1a *“translation dans "espace™ et la "‘{ranslaiion
dans e plan™ ; lors de I’étude de la composition des translations, ils écri-
vent : “Soient dans le plan ou dans Vespace, deux transiations
données...””. Bt la plupart de leurs paragraphes prennent en compte de
facon explicite tantdt le plan tantdt I"espace.

Le programme du 20 Ao 1965 des classes de Seconde C dans son
paragraphe 11{ intitulé “Eléments orientés - vecteurs’ suggére de traiter
les wecteurs sans que soit toujours bien distinguds le plan et "espace.
LEBQSSE et HEMERY (1961) présentent aux éléves de Seconde C lewr
21éme legon sur les vecteurs sans distingoer le plan de "espace. LEBCGSSE
et HEMERY (1985} et COMMEAU {19563) qui #’appuient sur les pro-
grammes de Terminale de 1962, abandonnent aussi le distinguo plan-
espace powr introduire les transformations ponciuelles,

Mais ¢’est surtont les programmes de Second Cycle des années 1970
gui vont privilégier a fusion du plan et de Pespace dans le Second Cyele.
Les BOEN (1976, 1971 ¢, d, e, 1973) sont explicites 4 ce sujet : on parle de
“RA pour quelgues valeurs numérigues de n {y compris n=1, 2 ou 3)*,
“isomorphisme d*un espace vecioriel sur un autre” pour la classe de
Seconde C ot T ; “la géométrie désigne dorénavany une construction
mathématique, logique par pature, s*appuvant sur un systéme cohérent
d'axiomes oi interviennent an premier chel les structures algébrigues
(espuces vectoriels, groupes...) et topologigues (R, B~...Y"" dit le commen-
taire pour la ¢lasse de Premidre C. Les progranunes, les commentaires, les
livres de classe tendent {ous & effacer la dichotomie plan-espace par le
biais des vecteurs el des fransformations.
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1] faut attendre les années 80 pour que cette orientation soit radicale-
ment modifiéc en Seconde ¢t en Premiere, Les programumes de Seconde
piésentés par ¢ BOEN (1981) proposent érois chapitres de géoméirie
plane et un quatrieme chapitre de géomeirie dans "espace. Dans les pro-
grammes de Premiére S et E, le BOEN (1982) propose un chapitre V de
géométrie plane ¢t un chapitre VI de géoméirie dans 'espace. Mais, fe
programme de Terminale C et E, présenté par le BOEN (1882), qui croit
clarifier la situation plan-espace en créant un chapire Vil dalgdbre
linéaire et un chapitre VIiI de géométrie, pratique en fait Ia politique de
Pautruche. Ii refuse d’aborder les questions ielles que ; comment interfé-
rent, d’une pare, combinaisons lindaires, sous-espaces, famille libre,
famille génératrice... et d’autre par, droitss, plans, parallélisme...?
Quels sont les rapports entre géoméirie plane, géométrie de P'espace et
aspaces vectoriels dans notre enseignement ? Le paragraphe VIlia) pré-
sente aussi beaucoup d’ambiguité face & la dichotomie plan-espace.
L’analyse de Venseignement de la géométrie vectorielle nous conduit 2 la
question suivante:

Comment doit se présenter la dichotomie plan-espace dany Uensei-
gnement de ln géomdrrie en deuxidme zycle ?

Bians le Premier Cycle ol 1a séparation entre le plan et ’espace est
nctte, la progression suivie pour Penseignement de la géoméiric de
Pespace ne semble pas trés bien déterminés.

$i nous comparons les programmes des années 197}, ceux des années
1977-1978 et kes projets de la COPREM ou de Ylnspection Générale de
1985, nous notons d'importantes variations.

Comme le montre le BOEN (1968, 1971 a), [a géoméirie de I'¢space
est réservée par les programmes de 1970 aux classes de édme et Séme.
Puis, dans les anndes 19771978 (¢f. BOEN {1977, 1978)) 'essentiel de
cetie péométrie esi enseigné en Cinguiéme. En 1985, les projets de 1" ns-
pection Générale répartissent cet enscignement tout av long du Premier
Cycle. Ces changemenis successifs nous obligent 3 poser la question:

Queile progression dolt sulvre o géométrie de Pespace dans I pre-
mier cycle ?

Les programmes de 1970 et de 1977-1978 parlent *d’objets géométri-
ques ¢t physiques’, “d’observation’, ‘‘de premidre diude concréte de
l'espace™. Cela ameéne les professeurs & dire que ceite géométrie est peu de
chose; ils en viennent & n*accorder gque peu de temps depuis 1977 4 cette
géométrie de Cinguibme, en laissant de cdté tout I"aspect matériel gui s’y
rattache. Cela provient du fait que I’enseignement des mathématiques n'a
pas ung positicn neite en ce qui concerne Paspect expérimental de la géo-
métrie dans Pespace. La question qué nous nous posons est

Dans le premier ¢ycle, quelle place doit-on accorder en géométrie de
'espace & Uexpdrimentation feisant nppel 8 des maguettes, d des dessing ?
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il s’agit 13 d une question particuliérement importante. Nous avions
obtenu des éiéments de réponse 3 cette question 4 Poccasion de nos
recherches sur la géoméirie plane. {cf, [1], {2) 2t {31).

La place donnée & 'expérimentation a des conséquences d'une part
sur les demarches de pensée qu’on veut développer chez 1'éléve et d’autre
part, sur la gestion du temps scolaire.

Avec les projets de 1985 apparait pour la premidre fois dans le pre-
mier cycle, et cela dés la classe de Sixiéme, 1a ““représentation en perspec-
tive’ {cavali¢re). Ces proieis sernblent avoir résolu la question suivante :

Quel role joue Iz représentation plane et en particulier la perspeciive
cavailére en gdomdirie de 'aspace ?

Cest sur le dessin ¢t la représentation que se centre notfe réfexion.
Nous développons les questions gui s’y rattachent dans les paragraphes 3
et 4,

Une étude mbme succincte des actuels livees de Cinguidme nols mon-
tre gue la notion de volume est PPaxe principal de la géoméirie dans
Fespace dans le Premier Cycle. Les projets de 1985 semblent conserver
cette priorité; ¢’est ainsi que le volume de différents solides est proposé
pour chacune des quatre classes, d* ol les questions suivantes :

Quelle place doit occuper ln notion de volume dans la géométrie de
Pespace de notre Premier Cycle ?

Comprrent interférent I représentation de Pespace ef le nation de
volume !

2. Une prise de conscience

On peut 8ire scandalisé par cette expérience des “Maths-modernes™
de la décennie 76-80 qui 3 maltraité plusienrs milhons d°8léves. Mais,
comme ¢ife a suscité une réflexion plus imtense sur Penseignement des
mathématiques et qu’elle a accéléré la recherche ¢n didactique, on peut
toutefais y trouver un aspeci positif, En particulier, une prise de cons-
cience des difficuités propres 2 la géoméirie de Pespace est maintenant
explicite.

Lors de sa réunion du 2 Mars 1984 consacrée & Ja géométrie, la
COPREM reconnait que Ia géométrie de Vespace est négligée A tous les
stades.

Le groupe de recherches cootdonnées {(GRECO) portant sur ia didac-
tique et Pacquisition des connaissances scientifigues créé par le CNRS en
1984 consacre un d¢ ses quatre {hémes & Pespace comme objet d'étude en

;:aathématique, en physigue ¢t comme support des représeniations symbo-
igues.
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BEROER (1977 a, b, ¢, 1978 a, b, 1982} redonne quelques lettres de
noblesse 4 Ja géométrie dans |'enseignement supéricur.

Plus prés de nos classes, sur le terrain de la formation continue,
divers documents de réflexion et d'action portant sur la géométrie voient
le jout. Que ¢ soit en géoméirie plane ou en géoméirie de Pespace, divers
fascicules dont ceux édités par les IREM de Bordeaux (1982), Lorraine
(1983 a, b, ¢} ou encore ceux &crits par AMALBERTI et Coll. {1982), par
BESSOT, CHABOURLET, EBERHARD, VERIUS, BICAIX (1683},
par BOURDAREL et GOETGHELUCK (i983), par CONEJERO,
GABRIEL, GROS, VACHE (1984), édités respectivement par les IREM
de Marseille, de Grenoble, de Paris-Nord et de Montpellier sont des
exemples parmi d'auwres. s donnent des racines irremplagables 3 une
recherche fondamentale sur fa géométrie ef plus particulidrement sur Ja
péométrie de Pespace,

D¢ nombretix collogues centrés sur 1a géoméirie, atrribuant % ia géo-
métrie de Pespace une place impaortante, prouvent Purgence des problé-
ines. {-"ast le cas des colloques inter-1IREM de Clermont-Ferrand en Juin
1980, J’Orléans en Movembre 1980, de Caen en Juin 1981, de Bordeaux
en Juin 1983, de St-Amand 2n Décembre 1983 et de Marseille en Juin
1984, (C'est aussi le cas de rencontres internationales comme celles de Pal-
Ienza en 1581, de Mons en 1982 et de Louvain-la-Neuve en 1983. Les
compte-tendus de ces rencontres sont présentées par ; 'IREM de
Clermont-Ferrand {1981), 'IREM de Lille (1981), PIREM de Caen
{1981}, "IREM de Lille (1982), F1IREM de Marseille (1984), Ja CIEAEM
(1981), la sous-conimission belge de la CIEM (1982), le groupe d'ensei-
gnement mathématique de Louvain-la-Neuve {1984},

Différentes optiques sont envisagées pour résorber fes difficuités.
MARION et OVAERT {1980) nous proposent une analyse giobale de
Venseignement de la géométrie au Lycée ; ils mettent aceent sur une géo-
métric permettant la maitrise des {ransformations, du linéaire, du fonc.
tionnerment du concept de groupe. GOUTHERON (1984) voit essentielle-
ment dans 1a géométrie, Fapprentissage du raisonnement ¢ le développe-
ment de Pesprit de recherche. Le groupe d’enseignement des mathémati-
ques de Louvain-la-Neuve (1982) trouve dans la géoméirie, un terrain
idéal permettant de proposer 4 la ciasse une suite de sitvations probléma-
tiqgues ouwvertes conduisant par paliers 4 la théorie mathématique. PEROL
souhaite donrer avx maquettes un rdle essentiel, congois du matériel 4
découper le polystyréne, publie les cahiers du Filicoupeur ; PEROL (1978,
1981 a, b, 1982 a, b, 1983, 1984 a, b), PEROL e DESSEUX {1983),
PIREM de Clermomnt {1983 a, b, 1984) réalizent des activités de géoméirie
de 'espace fordées sur P'usage de la maquette. Pour BKOUCHE et
SOUFFLET (1983}, 'objectif premier de Penseignement de la géomeétrie
est la géométrie ¢ est-a-dire I"étude des situations spatiales. GABORIAU
(1984), OLIVIER et TEROUANNE (1984), LEHMANN (1985) redon-
nient vipueur 4 des activités géométriques dans ’Université,
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La diversité ef Ia richesse de ces points de vue, parfois contradictol-
res, n"empéchent pas que se dégage une question essentielle lide 3 la géo-
meétrie de "espace, que nous trouvons posée dans fe Bulletin Inter-IREM
N 23 consacré 4 'enseignement de ia géométrie. En effer, BESSOT
{1983} s’inierroge dans ce bulletin sur ke statut et le rdle des figures en géo-
méirie et plus particulidrement en géoméirie de Vespace. Lz mme
réflexion apparat lors de la réunion du 2 Mars 1984 de s COPREM : la
statat du dessin, son réle si 1’on préfére, est & définir, VERGNAUD,
BROUSSEAU, HULIN (1983) en préseatant leur projet de GRECO £cri-
vent: *.., la conceptualisation de I'eéspace est en elle-méme un objet
d’étude intéressant pour la didactique. Les problémes de 1a représentation
des objets de R’ dans R? forment 4 sux seuls vn champ d’&ude trés
important. Le statue du dessin est loin d'&tre connw et mérite d’&tre érudic
en relation avec ki conceptualisation des espaces euclidiens 4 2 et 3 dimen-
sions. C’est un probléme central de 'enscignement de la géoméirie et dela
mécanigue”,

Nous veila donc revenus aux deux principales guestions :

Quel est ig réle du dessin en géoméirie 7
Quel est Ie réle de lo représeniation plane ent géométrie de Uespace ?

Le paragraphe suivam, intitulé les régles de dessin, va examiner plus
en détails ces deux questions.

3. Le dessin

Si nous feuilletons un quelconque livre scolaire, nous trouvens fré-
quemnment des figures telles que celle représentée ci-dessous (figure b

-
B e

Figure I
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Cette figure, extraite ¢'vm Hvre récent de géomérrie en l&re S, est
d'une lecture 2igée pour un professeur de mathématique. En est-il de
ménte pour un giéve 7

Troave-t-on dans ce livre des explications sur les sipnifications diffé-
rentes gu'ont des tracds en pointillés tout & fait identiques 7 Non,

Trouve-t-on dans ce livie 1a moindre explication sur le rile de cer-
tains pointillés 7 Non.

D’unc maniére générale, les figures d'un Hyvre milisé pour Penscipne-
ment des mathématiques, accompagnent le texte sans aucun coOmMmentaire
technique. Comment proner la rigueur en mathématique alors que ja géo-
métrie 3 trois dimensions s’appuie essentiellemeny sur ce qu'on appelle
conramment ““Ja vision de "espace™, notion on ne peut plus floue, éthé-
rée, peur ne pas dire métaphysigue ?

Puisque, de plus, les figiires sont nombreuses dans un livre de géomé.
trie, {on peut estimer qu’en moyenne on y rencontre une figure par page),
nous devons nous peser une premiére gquestion :

L.a nen explicarion des régles rdgissant ie tracéd des figures a-t-etle une
influence sur Papprentissage de la géoméirie de Vespace ?

De irés bons anteurs n’hésitent pas 3 réaliser des dessins trés techni-
ques avee guetquefois, sur un méme dessin, des régles de représentations
contradictoires. C'est ainst gue HILBERT ¢t COHN-VOSSENT (1952),
dans un ouvrage aux figures particulidrement esthétiques, proposent des
polyédres réguliers, comme cehut reproduit figure 1, tracds 4 1a fois selon
les régles de la projectdon conigue, réservées 2 'épaisseur deg ardtes ot
selon les régles de la projection cyvlindrigue, réservées aux faces. BER-
GER et GOSTIAUX {1972) proposent i1 classique sphére, que nous
reproduisons & ia figure I et qui est tracée 4 1a fois selon les régles de la
projection oblique, réservées 4 Péquateur et selon les régles d’une projec-
tion orthogonale (ou d’une auire projection obligue), réservées aux méri-
diens.

{reepwich z  ligne inernationzle de
changement dc date

7

Wi
/ ¥

|

Figure HI
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Mais la pon explicitation des régles de dessin nie se restreint pas aux
seules représentations de P'espace.

Examinons guelques sujets de CAP recueillis par VOIBERT (1982).

La figure IV ci-dessous reproduit denx dessing présentés dans deux
sujets de CAP. Ces dessing ne respectent pas les régles usuelles et imphei-
tes végissant les tracés associds & Ia structure affine. Ces dessins accompa-
gnent respectiverment ies textes

“CABj} paroligle 8 {CD}. Calculer O8 et €D
&t “On donne i figure cl-dessous. Les droftes (D), (D) et (D7) sont
paratléles. Calcuder x7°.

Aucune sxplication n'est dosic fournie A leur sujet.

(o} D"t
tor 5 / x .

3.8
Figieres IV

La figure ¥ ci-dessous reproduit deux autres dessins de deux sutres
sujets. La, sans phus d’explication, & propose deux schémas qui respec-
tent les régles usuelles et implicites régissant les (Facés associés & 1a struc-

ture cuchdienne.
x

] . i
& | ! o
18 H
______ c E !
]
¢ t ) | -]
¢ .
i o !
3 1
' ! :
3 i
4 . i im
:1 \{\n ; 1- i
Iy g A i
L o]
Figure V
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Dians ta figure V1, on pent se demander quelles sont les régles puisque
les cercles sont tracés au compas €1 que les proporiions ne sont s conser-
vées. I sagit peut-8tre de schémas enclidiens ¢1 non affines ?

Figure VY

A ¢bté de cela, on n"hésiie pas A demander des spduiens graphiques
assocides A des dessins dont 'échelle est simple et explicite ; c’est ainsi
qutan sujet de CAF associé & la figwre VI s’ajoute la précision
“1 mm D05 m™.

-
0,5 1,5
ook [TT777 777777777777 -

Figure VIT

569



Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986

Ce qui semble caractériser les régles de dessin ¢’cst gqu'elles somt
diverses, non explicites et assez souvent contradictoircs. Nos plus grands
penseurs ¥ voient 14 une loi propre 4 la géométrie qui n’a pas été sans
influence sur noire enseignement. POINCARE (1%12) déclare “"On dit
souvent que la géométrie est I"art de bien raisonner sur des figures mal fai-
tez. Ce n'est pas 14 une boutade, c’est une vé&rité qui mérite qu'on y réflé-
chisse. (Dans une figure mal faite), le dessinateur altére les proportions
plus ou molns grossierement, ses lignes droies ont des zigrags inguié-
tants, ses cercles présentent des bosses disgracieuses ; toul ¢efa ne fait
rien, cela ne troublera nullement le géométre, cela ne Pempéchera pas de
bien raisonner’”.

C’est une solution exiréme. Celle qui résoud toutes les guestions
qu’on peut se poser aun sujet du dessin. Bile réduit le statut du dessin 2
celui d’up schéma aux régles variables, non explichies ei connues au mieux
de son seu] autenr. HILBERT {18%9) a adopté une ddmarche plus subtile
dans fes Fondements de la géométrie. Tout en faisan: va traité axiomati-
que, donc de logique pure, il n’abandonne cependant pas les fipures, H
parséme simplernent son texte de figures anonymes. |1 o'y fait, & quelques
exceptions prég, jamais alfusion. Le dessin devient alors un fanidme
apparent pour ies ung, invisible pour les autres. On arrive vite ainsi 2 Ia
solution radicale qui consiste 4 supprimer le dessin. Rappelons que durant
la décennie 70-80, Ie dessin €tait trés rarement utilisé en géométrie vecto-
rielle dans nos lycées,

Tout cela nous conduit & poser une question : Devons-nous associer 4
une structure mathématique donnée des régles de dessin ? Si oul, lesguel-
les?

Quelles sont notamment les régles de dessin assocides usacllement
aux quatre structures snivantes : la structure vectorielle pu affine réelic 3
deux: dimengions, fa structure vectorielle ou affipe réelle 4 trois dimen-
sions, la structure eucldienne i deux dimensions et 1a structure eucli-
dienne & trois dimensions ?

De multiples petites interrogations découlent des questions énoncées
¢i-dessous.

Peut-on dessiner lgs éléments d’un espace voctoriel tantdt selon des
traces ponctuelles, tantdt selon des petites fldches rectiligies ?

A la structure euclidienne plane, pouvons-nous associer des dessins
respectant Ies régles usuelles de dessin assocides A Ia struciure affine réclls
du plan ¢t la régle suivante

i e
1 existe quatre points A, B, C, D du plan vérifiant |AB] = [CD]
auxguels sont assocides les gumtre traces poactuelles proposées par la
figure VI ci~dessous 7
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Figure VIII

Pouvans-nous associer i la struciure euclidienne 4 3 dimensions des
dessins respectant les régles de la perspective conique et ta régle du paral-
Iélogramme ?

D’une maniére générale, quelles sont les différentes familles de régles
de dessin qu’on peut associer & chague structure 7 Guel est 1'intérat relagif
de chacune de ces familles 7 D’un point de vue mathématique ? B*un
point de vue pédagogique 7

Dan point de viue mathématique par exempie, il nous semble gue ia
dualité dessin-structure joue un role déterminant dans la démonsiration
de la non-contradiction logigue de Ia géométrie de Lobatchevski telle gue
1a présente EFIMOYV (198}). Et m2me si son fondement logique *‘d’une
tigaedr irréprochable’™ ne repose que sur la dualité stricture enclidienne
- struciure non cuclidienne de Lobatchevski, ¢’est certainement parce
que les ‘‘droites’ sont dessinées av compas gue nous avons (A une
démonstration “*d'une simplicité Stonmante’,

Mais en ce qui concerne I'enscignement de la géométrie, une guestion
préalable se pose :

Faut-il distinguer structure ot dessin ? Selon quelle progression péda-
gogigue ?

Ceite guestion risgue d’8tre essentielle pour la didactique car est
peut Bire en ¥ répondant que nous mettrons e mieux en évidence les pro-
cessus d’acquisitipn de certaing concepts géométriques,

Puisque nous travaillons dans le champ conceptuel de la géoméirie
euclidienne A trois dimensions, ce sont avant tout les figures de Pespace
qui vont nous préoccuper. Mais déig avec cetie promiére expression
“‘figure de V'espace’, nous sommes en pleine ambiguité. En effet,
qu’entend-on par 14 7

HADAMARI {1898) définit une figure comme *‘un ensembie guel-
conque de points, de Hgnes, de surfaces et de volumes®’. Ce mot a 1a
méme acceptation pour des auteurs comme ROUCHE et DE COMBE-
ROUSSE (1866 2), LEBOSSE et HEMERY {1965), CUNDY et ROLLET
{1951). Dans ces ouvrages, elle est définie au moyen de cette phrase laco-
nigue, puis Jes figures s¢ suceddent  la queue leu leu sans autres explica-
tions veaiment sérieuses. HADAMARD (1901) ajoute woutefois, lorsqu'il
a5t question de 1a surface indéfinie gu'est le plan:
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“Afin de pouvoir I figurer sur je dessin, on n'en représente gu'une
poriion limitée, le plus souvent une portion rectangulaire : comme ce gui
est fait dans les figures 233 et suivantes®.

Nous avons reproduit exacterment sa figure 233 sous le nom de
Jigure IX,

FIG.233 .

Figure IX

ROUCHE ¢t COMBEROQUSSE (1866 b, 1867} précisent aussi
lorsgu’H st question de cette surface illimitée qu’est un plan : ““toutefois,
pour la représenter, on est obligé de lui assigner des limites ; on représente
un plan par ung figure tracée dans ce plan, le plus sopvent par un parailé-
kigramme™.

On voit aved ce dernidy atteur, €1 ¢2ci dans I*4dition de 1867, comme
dans celle de 1900 que |z figure est 3 la fois une portion de {'obiet de
Pespace {gut est ici un plan) e un dessin plan la représentant. Nous ren-
cefitrons 3 Pambiguité principale des figures de 'sspace ol signifiant et
signifié ne sont pas distingués. Cetfe mdme confusion existait déja chez
CLAIRAUT (17413

Regardons d’un peu plus prés ke point de vae de COMMEAL (1963)
sur le rdie du dessin en géométric. Pour lui, il n'y & pas d"'ambiguité engre
figure et dessin lorsgu’il nous dit : “*On a I"habitude de représenter par
des dessins les figures de péométrie’. Pourtant, comme dans tous les
livres de mathématiques, ce sont ses dessins qu'il appelle figures (de la
Fig. 1 & la Fig. 375). Et de fait, 'usage courani veut qu’une fgure soit
toujours un dessin plan ; le petit Larousse nous rappeile qu'une figure est
*un dessin servant 4 Ia représentation d'&tres mathématiques™.

A ¢e sujet encore, les hésitations de ia COPREM mertent en évidence
le fait que parler de figsires en géométrie de "espace ne paraft pas plus
simpie en 1985 que par le passé. En effet, dans son projet de Février 1985,
fa COPREM propose, entre autres, comme objectif : “8tre capable de
représenter une figure de espace en perspective cavaliére ou en projec-
tions orthogonales et se servir d'uiie telle représentation’. Le 15 Mars
1985, la COPREM propose zne nouvelle version de son projet. LA, elle
fait disparaiire Ia phrase que nous venons de citer et du méme coup les
ambiguités gu'elle pourrait susciter, compte-tenu des explications que
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nous avons données précédemment. Mais rien n'est résolu car la notion
de représentation disparait aussi de ce nouvean texie; et le mot configura-
tion, dont la signification est loin d’8tre établie, v apparait six fois (on ne
le rencontre gqu'une fois dans le texte de Février 1985} On renconire treize
fois I¢ mot configuration dans la mouiure proposée par 'lnspection
Géndrale et présentée par PA.P.M.E.P. {I985), Les difficultés lides 4 fa
reprisentation de 1'espace p’en sont que plus camoufiées. Ausst, croyons-
nous teut & fait d’actualité la question suivante ;

Dans Papprensissoge de I géomdtrie de Pespace, commaent doit se
développer Uinteraction enire Pobjet de espace, magueire ou image
mentaie d'une part et Ie dessin représeniant cet objel d’autre pare ?

4. La représentation

Nous disposons avec le dessin techuique de certaines représentations
de Pespace normalisées. Les vaes présenides par I’ AFNOR (1978} consti-
ituent la principale représentation des objets dans e domaine du dessin
technigue. Les représentations dites “en perspectives’” décrites par
UAFNOR (1953) metteat 2n ceuvee deux sortes de projection @ les projec-
tions axonométriques et les projections cavalidres. *Ces perspectives
gagnent <u terrain en desgin de travaux publics mais leur utilisation dans
ce domaine devrait atre beaucoup plus géndéralisée quelle ne I’est encore
actuellement’” selon KIENERT et FELLETIER (1980).

Plusieurs raisons nous ont entrainé & donner & Ia projection cava-
lizre, appelée encore perspective cavalidére et que nous notons de fagon
abrégée: PC, une place privildgiée dans notre étude de la géométrie de
Pespace. Tout d’'abord, la quasi totalité des dessing représentant des
objeis de Pespace uiilisent en mathématique la perspective cavalidre. La
PC prend une place de pius en plus importante dans les innovations en
didactique comme le prouve les travaux de PIREM de Lorraine (1983
a,b}, de BOUDAREL et GOETGHELUCK (1943), COLMEZ (1984) et
les dix probiématiques de CARTRON et Coll. (1984), réflexions sur ce
que pourrail &re un renouvellement de 'enseignement des mathémaii-
gues ay collége. Des recherches fondamentales comme celles de CARON-
PARGUE {1979} et nos propres pré-expérimentations en partic relatées
dans les articles de FABRE (1982, 1984), PELOUZET (1984), BONAFE
{1985} nous obligert & poser la guestion suivante:

La PC nest-elie pas In représentation de Vespace ia plus adaptée aux
démarches de pensée des éldves du secondaire travalllant dans le champ
conceptuel de Iz géomitrie euclidienne de 'espace ?

Nous devons toutefois Bire assez prudent avee la PC dans le premier
cycle, Atnsi ellipse qui v ipue un rdle important est d’un vsage difficile
pour nos jeunes ¢léves, ef le cylindre de révolution prévu par les program-
mes de Cinvuitme proposés par I'Inspection Généraie en 1985, la sphére,
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sa section par un plan, le cone de révolution, sa section par des plans
paralléles a la base, prévuoes par fa COPREM pour les classes de Qua-
tritme et Troisiéme, posent des problémes de représentation gque les
recherches expérimentales n'ont, semble-t-H, pas encore abordé.

Un guatriéme (ype de représentation est Ia représentation au moyen
d’une dpure en géométrie descriptive, Pour son £tude théorigue, on peut
utiliser I'ouvrage &lémemaire de MAILLARD et MILLET (195%) ou un
ouvrage un peu pius complet comme celni de ROUBAUDI (1916).
1.’éclairape épistémologique qu'en donne DEFORGE (1981) est particn-
l{éremcnt intéressant pour comprendre Pévolution de cette représenta-
tLIOMm.

Un cingquidme type de représcntition o5t 12 perspective vraje, encore
appelée perspective centrale, o conigue que Mols notons de facon abré-
gée PV, Une érude théorique de cetts perspective ainsi que 1a PC est faite
par ROSSIER (1946}, C'est 4 Florence, au début du XVe sigcle, (Quattro-
centro} gue les peintres et les architectes ont mis au point sa premiére
théorisation déclare THUILLIER (1984); on peut se faire upe idée de la
valeur artistique de ta PV en comsultant VREDEMAN DE VRIES
(16041606}, Le support mathématique de la PV est constitué par ia géo-
métrie projective qui est présentée de facon trés satisfaisante dans DEL-
THEIL et CAIRE {1951}, ARTIN (1957, FRENKEL (1973), BERGER
(1977 a, 1978 b), EFIMOV (1981). Sa richesse théorique et sa complexité
technigue n'empéchent pas d’utiliser Ia PV de fagon démentaire comme
I’a montrée PAEZ SANCHEZ (1980) en introduisant le cadre en plexi-
glas. NMotons que la PV est au centre des équdles réalisées par 'TREM de
Caen dans ses “‘cahiers de la perspective™; on consultera 3 ce suiet
PIREM de Basse-Normandie (1981, 1982),

Un sixieme iype de représentation est la profection edtée associée d la
géométrie cirée débouchant sur la topographie des surfaces ; efle est pré-
sentée par ROUBALUDI (1916} on par des guvrages de notre enseignement
secondaire datant au moins d*une trentaine &’ années comme DESBATS
(1948). I)'autres représentations sont encore utilisées : 1a perspective cur-
viligne présentée par BARRE et FLOCON (1968) ; ROSSIER (1946} en
propose encore d’autres ; la géographic nécessite I'élaboration des repré-
sentations planes des sphéres qui sont étudiées entre auires par BERGER
(1977 o) etc... Mais nous attribuons a priori dans le domaine de 1a didacti-
gue des mathématiques une moindre importance & ces représentations.

Nous avons distingué six représentations pringipales : les vues, les
projections axonomatriques, la perspective cavalidre, I'épure, la perspec-
tive vraie, le proiection ciide,

A lsur propos, #OUS posons la question suivants @

Ces représentations sont-elles adaptées aux démarches de pensée des

éldves du seconidaire travaillant dans le chamyp vonceptuel de la géoméirie
exclidienne de P'espace ?

314




Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986

5. Les éléves

Les programmes, les fivres, I'histoire de enseignement, les tradi-
tions enseignantes nous ont perinis d'approcher un ceriain nombre de
questions. Mais ce sont avant tout les éldves qui orientent notye probléma-
tique. Par ["observation de ces derniers, nows pouvons séparer les gues~
tiong principales des questions secondaires, Plas mmrc, NOus pouvons
répondre & vn certain nombre de guestions,

Clest ainst que nos expérimentations en géométrie nous ont imposé
ane conclusion indubitable @ 2n géométrie, nog éléves ont une activité pra-
tique irés imporianie réservée principalement au dessin.

Nous avons aussi pu prendre conscience du rble privilégié de 1a pers-
pective cavalidre,

C’est ainsi qu'en 1984 nous avons proposé & des éléves le probléme
suivant !

Une salle de classe a pour dimension 7 m de long, 5 m de largeei 3 m
de haur. Un fil est tendu verticalement du plafond au sol. Une balle
de revolver traverse la salle. Elle part d’un des coins du piafond et
abouit ¢ fa base d’urr mur en son mitieu. Lo balle se déplace en ligne
droite a partir de ce coin et coupe Ie fil ¢ 1,5 re aui-dessus du sol,
A guelle distance de ehagque mur le fil 8tait-il plecd ?

Ce probléme que nous intitwlons probléme FIL ne nécessite pas
l'usage de Ja P.C., il évite méme toute allusion 4 Pidée de dessin,

L’analyse détaillée de Ia représemtation de Pespace utilisée par nos
£léves pour résoudre ce probléme est présentée dans [5). Examinons som-
mairement nos résultats,

Las éléves ayant fait appel & une perspective se répartissent selon le
tabigau X ci-dessous.

Nbre d'éleves Elbves ayant réalisé :

43 Une perspective cavalitre.

Une perspective cenirale.

1Jne perspective axonométrigue.

Une teniative de perspective cavaliére,
Une tentative de perspective centrale,
Une vague ébauche de perspective.

LIn¢ perspective cavalidgre ot une tentative de
perpective centrale.

3 Une tentative de perspective cavalidre ¢f une
tentative de perspective contrale.

Tablzaue X

[ S U . Y W
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Quaranic-trois éléves ont utilisé la P.LC.. Clest ainsi gu’un ékdve de
Séme ayant 12 ans et 7 mois et un &léve de 1ére ayant 18 ans et 11 mois ont
réalisé respectivement les P.C. reproduites par les figurey X7 et XIH.

Fan
San

Figure Xi: 532 : 07

Frgure XTI 1-18 ; 11

L2 rableau XTI ci-aprés donne pour chague classe le nombre d'éléves
ayant utilisé une P.C.

Classes | 6éme | 5¢me | #me ! 3éme| 2nde | lére [Term. | Tot.
Nbre

déldves 3 5 i 5 7 i1 5 43

% approx. _
par 5% |50% {TO RSO 0% |90 % |60 % ;60 %
classe

Tableaw XTH
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Nous constatons que 'nsage de la P.C. est assez constant fout ap
fong de la scolarité. .

Nous aboutissons alast 4 Phypothése suivante ;

Pour résoudre urr probiéme de géomdirie euclidienne de espace ¢
trois dimensions, Uéldve a besoin d’une représentation de espace consti-
tude par un dessin dans leguel les trois directions principales longuenr,
largeur, Rauteur sont distincres ; il o besoin dune perypective. La perspes-
tive cavaliére est ia représentation la pluy safisfaisante pour lui,

J¢ voudrais ajouter gquelques échaircissements concernant cetie
noiion @’ hypothése,

Le but principal de notre travail est de dégager des hypothéses. Nous
entendons par hypethése une affirmation de guelques Hgnes concernant
Penseignement des mathématiques qui est confirmée indubitablement par
une de nos expériences, Ceite hypothdse est soumise & Uensemble des
chercheurs en didactique afin gue d’autres expérimentations indépendan-
tes des niitres, la confirment, la contredisent, affirment ou la nuancent.
Elle est aussi proposée 4 Pensemble des enseignants en activité afin que
par une simple lecture, ils prennent position par rapport & ce fexie.

Afin de bien insister sur le réle déterminant de 'observation des &l¢-
ves, j& voudrais montrer par un dernier gxemple, 4 quel point nous con-
naissons mal leur difficuiiés mé&me si elles sont spectaculaires. Clest aignsi
gue pour résoudre le probléme FHL, un &ove sur cing n'arrive pas & coor-
donner enire-elies une vue de-dessus et une vue de profil. 1 réalise les des-
sing gue [es six figures suivantes reproduisent, ou d’autres dessing analo-
gues.

om dm Sm
Am
Frm Figure XV : 4-13 : 08

I | Sy

Figure XIV : 6-12 ;05
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T

Ska 5‘5\ AP”‘\

Figure XVI:3-17;03

5t h) 3w
Fime

Figure XVii:1-16; 08

q’ Y >

__,_;Ll&__h | <
_ .
? KA Lﬁ i

Figure XVHT : 1-18 ;03 Figure X1X :0-18 : 07

Les points que nous avons soulevés sont loin d'épuiser les questions
posées 3 I'enseignement de 1a géométrie de ’espace. C’est ainsi, par exem-
ple, que nous n*avons pas abordé les transformations dont nous parlons
dans [4]. Nous avons suriout voulu dégager deux affirmations qui nous
paraissent essentielles :

Le dessin joue en géoméirie le principal rble dons la démarche de
pensée de nos éléves.

La perspective cavaliére est un owil prioritaire en géomdirie de
Pespace pour les démarches de pensée de nos dléves.

Nous soumettons ces deux affirmations & la eritique des lecteurs du
Bulletin.
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