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quelques réflexions
et quelques propositions
a propos de l’avant-projet
de programme de géométrie
des classes terminales C et E

par Jean Marion,
IREM de Marseille

Exposé des motifs du présent iravail

Dans |'avagt-projet de programme de maihématigues des classes ter-
minales C et E élaboré et communigué en septembre 1985 & un certain
nombre de personnes pour Bire “‘soumis 3 une large discussion®, 13 partie
de ce texte consacrée 4 la géométre est caractérisée notamunent par
Pabsence d’objeciifs assignés A son enseignement, par des contenus mal
organisés et insuffisamment explicités, et par des commentaires inconsis-
tants.

Ce n*est pas un phénomiéne nouveaw ; depuis des décennies, dans les
programmes de mathématiques qui se sont succédés dans les classes de
Iycée, le caractére biclé de fa pariie consacrée & la géométrie apparalt avec
une rare évidence et une redoutable constance,

I’5i déja eu Poceasion d’écrire (cf :{5,6]) que "élaboration de pro-
grammes pertinents avec des obj ectifs Iégitimés passe par une négociation
avec les pratiques sociales et professionnelies de Ia géométrie. Le présent
travail a pour but de préciser cetie thése, et, en conformité avee elle,
d’expliciter un ensemble cohérent d'objectifs que "on devrait assigner &
fPenseignement de la géométrie dans les classes terminales C ef E, puis da
DPropOsSEr uh programme prenani én comiple ces objectifs.,
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1 — Les 3 facteurs déterminants

L.’enscignement de la géométrie dans les sections scientifiques du
lycéde, et nolamment dans les ¢lasses terminales C ¢t E se justifie et s’orga-
nise 4 partir de 3 facteurs déterminants :

— le public auquel il 3’ adresse,

- les types fondamentaux d'interventions de la géoméirie dans la forma-
tion cultyrelic o scientifique,

— les modes principaux d'intervention de la géométrie dans les pratigues
professionnelles et sociales actuelles.

{’est de Vanalyse de ces factewrs, et des conclusions auxquelles ¢lle
conduit, que doit ¢n particulier découler 'ensemble des objectifs & assi-
gner A cet enseignement. 11 convient ensuite, et de maniére impérative, de
les expliciter clairement, en particulier aux enscignants chargés de celui-ci.

I-1. L¢ public concerné,

Cest celui qui constituera Pessentiel des cadres scientifiques et tech-
niques de demain, gui aura moins de 35 ans en an 2000.

a) Pour ce public, et pour ’intérét de la nation, il convient de propo-
ser un enscignement de la géométrie qui soit pertinent du point de vue de
la formation scientifique, et gui intégre les modes d'intervention de la
géomdirie dans les pratigues professionnelies, notamment au niveau des
méthodes ¢t des points de vue nouverux gue ces pratigues ont développés,

b) Les donunées culturelles, sociales et économigues de la sociétd dans
laquelle nous sommes immergés ont notamment pour effet de rendre trés
rétive aux arguments d’autorité la population lycfenne actuelle (que cey
srguments proviennent des parents, des enseignants, des institutions).

Cela signifie gque ce public n’acceptera un enscignement €t ne four-
nira les efforts nécessaires 4 acguisition des savoirs qu’ll sous-tend, que
5’1l est légitimé par sa pertinence, tant du point de vue scientifique que du
point de vue des pratigees sociales et professionnelies qui ki sont asso-
cides.

c) Au nivean de la nation, ¢'est une condition nécessaire gu'il con-
vient de satizfaire si I"on veut éviter que la volonté de produire plus de
bacheliers scientifiques ne se traduise dans les faits par une “médiocrisa-
tion"’ radicale de ta formation scientifique an lycée (et par voie de congé-
gquence, dans les cursus ultérieurs). *

L-2. Les types d'interventions de b pdoméyrie dans la lormation scientifique
Hs 1égitiment e principe d’assurer un enseignement de géométrie. Une

analyse détaillée de ces types d'interventions se retrouve dans certains tra-
vaux {{4,7]).
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4) Dans la formation scientifique d’un éléve, la géoméirie intervient
sous trois aspects fondamentaux ;

— gomme une discipline spécifique dont 'objat ast 1"étude de situa-
tions, d’organisations, et de relations spatiales ;

— comme presiataire de services varids pour d’aulres secteurs des
mathématiques ot pour d'suires disciplines, auxquels ¢lle apporte des
modes de représentations, des concepts et des outils performants ;

— comme langage scientifique, et méme comme suppori de méta-
phores efficaces (ce dernier aspect ne doit pas étre sous-estimé, a fortiori
méprisé).

b} Les interventions que nous venons de rappeler — et qu'on pour-
rait appeler les interventions académigues de la géométrie — ont gou-
verné le développement et I"épistémologie de la géométrie dans sa dyna-
mique interne.

Mais ces interventions académiques ne sauraicat rendre compie, &
elies seules, du rdle actuel et & venir de la géométrie sous tous ses aspects,
notamment de son réle social ; ce rdle ne peut s’apprécier qu’a fravers
I’analyse des modabiiés d'interventions de la géométrie dans les pratiques
professionnelles ot ele intervient de maniére importante.

3. Les modalitds ¢’interventions de la géoméirie dans les pratigues
professionnelles, et les interactions gui en déconlent,

Les interventions de la géométrie dans les pratiques professionnelles
ont priz récernment un développement considérable et dans des directions
neavelles ; en retour ces interventions ont introdait de nouveaux points
de vue, de nouvelles méthades, et de nouveaux égquilibres dans le champ
géométrique. Cet extraordinaire développementt est trés ftroitement ié A
cefui de Pinformatigue et de Ia micro-informatigue et & leur utiisation en
“Concepton et Fabrication Assistée par Ordinateur® (C.F.AQL) et en
Roebotique. L'étude approfondie de ces modalités &’interventions en
C.F.A.0. et en Rebotigue, (et de la dialectique gui en résulte) reste &
faire ; pour #voir une idée de cas interventions on peut consulier dans
Piomédiat {2].

Au nombre des conceptions nwuvelles issues de 12 TAQ,, dont
Pintrusion en mathématiques, et plus particulidérermeni cn glométrie,
modifie tes points de vue et introduit des données nouvelles gu’on ne peut
plus ignorer, i convient de reténir notamment les conceptions actuelles de
1a modélisation péoméirigue, le développement de méthodes internctives
pour gérer et exploiter cette modélisation, et U'organisation des paramé-
tres €7 de 1z complexité pour mener A bien ces types d’activités,

a) Lo modélisativn péométriqus

“Un modéle géométrique d'un objet est une représentation informa-
tique des formes et des dimensions de cet objet”” {[2], chap. 3). Ce modéle
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géomdétrique peut &ire créé de différentes manidres, résultant aussi bien de
calculs que par exemple par utilisation interactive d'un terminal graphi-
que d’ordinateur.

La fonction essentielle des modeles géométriques est de permetire 4
Vordinateur, a parstir des domnées gu’il condlent :

- de faire des calculs de grandeurs géométriques ;

- d'engendrer des visualisations du modéle : (en perspective, vue de
face,....)

- dany kes vimalisations, de savoir iminer les parties cachdées ;

- de faire des coupes ;

- d*évatuer des cotes, des tolérances ;

- de vérifier des interfaces lors d”assemblages d"objets & partir d’opé-
rations hooléennes ;

~ de faire des mesares ;

- de donner des informations pertinentes sur la faisabilité de "objet
que on a modélisé,

Praps cette modélization géoméirique, Poutil de la “*géoméiric analy-
tigue’, sans &ire unigue, joue un rdle important. Sur ce sujet, il convient
de soter que la phrase ¢ *°Le passage aux coordannées doit tenir une place
modeste™ (ef : [1,51) qui figure dans fes nouveanx programimes de ferc §,
est épistémologiquement incongrue, et est révélatrice de la méconnais-
sance des pratiques professionnelles actuelles en géométrie.

En fait, les techniques calculatoires utilisées ont remis en grand hon-
nexr Pemploi des coordonnées homogénes : elles facilitent le ¢fiblage de
certaines opérations, sont plus adapiées pour certains formalismes, évi-
tent certains problémes de dépassement de capacité, ot rendent linfaires
les opérations affines.

i L 'interactivied, en C.A.O. ou en robotique, recouvrs un ensemble
de méthodes caractérisées par i3 présence d™un opérateur qui, 3 un
moment donné, au vu des résaltats obtetius, va influer sur le programme
en cours, en donnant de nouvelles informations initizles, le processus se
poursuivant jusqu’s obtention d'un résultat acceptable. :

Un exemple de démarche interactive extrémement employé est celui
des méthodes interactives d'approximation de courbes ¢f de surfaces.

Traditionnellemens, les outils mathémariques wtilisés empruntent
soit & Pinterpolation solt A "approximation uniforme des fonctions.

L. approximation interactive, développée en C.A.O.. tout aussi per-
formante, procéde d’une autre manidre. Pour Papproche d'une courbe
par ¢xemple, elle congiste & flxer une familie de n + 1 fonctions pasitives

fi, i=0, 1, ..., n, de somme constante fgale 2 h de chodsie comme
donndes initiales n+1 vecteurs V, Vg, ..., 'V,, de visualiser Iz

cowrbe 1+> OM, = 2 £) Vi, et de modifier la donnée des
=0
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vecteurs ¥, jusqu’a obtention d’une courbe approximant de maniére
satisfaisante la courbe initialement donnée.

Les algorithumes les plus simples et de mise en eeivre aisée {conditions
de leur intérét) dans cette approche interactive sont fournis par la gestion
interactive des courbes et surfaces de Bérier, ou encore les courbes et
surfaces B - splines {¢f : [3, 8]).

¢) Gestion des paramétres, gestion de la complexité,

En outre Pune dex démarches essentielles de la C.A.Q. est de pro-
duire des créations de modéles géométriques devant satisfaire A des con-
traines, et constitués & partir 4’un stock donné d'objets géomdirigues de
base (poimts, segments, courbes, prismes,...) et d’opérations sur ces
obiets (transformations géométriques, opérations booléenres).

Cela implique de savoir définir et gérer les systdmes de paraméires
qui déterminent les objets ef transformations de base et de gérer ia com-
plexité des opérations de construction ou de reconnaissance dn modéle
géoméirique, de maftriser des algorithmes prenant 2 compee les con-
traintes d’interactivité.

H - Objectifs de enseignement de Ia géométrie dans les classes
terminales C et E.

It - 1 Remarques préliminaires

P'enscignement de Iz géométric dans les sections scientifiques des
lycées n’a pas pour fonction spécifigue d'enseigner les techniques mathé-
matiques de fa C.A.O. Mais il convient d’ingister sur Ie fait gu’un ensei-
gnement *‘seolarifié’’, coupé des pratitques {scientifiques réelles, profes-
stonnelles réetles) perd toute légitimitéd et devient socialemnent scandaleux,
car alors sa seule fonction consiste 4 animer des tours byzantines pour
autojustifier son existence, et dont les effets immédiats se traduisent par
un ghchis des movyens, des critéres artificiels voire pervers de sélection des
&ldves, par une inadaptation de la production du sysidme dducatif au
regard des besoins de la nation.

11 - 2 Objectifs généraux
Ces objectifs doivent 8'inscrire dans une double perspective.

a) 11 s’agit d’abord d’implanter chez les éléves un aspect fondamental
de ta culture sciemtifigue, A travers "étude (ndcessajrement non exhaus-
tive) de aquelques problématiques centrales de la géométrie {incidence,
représeniations, comstructions, lieux géométriques,...j et de quelques
outils et concepts pertinents pour les attaquer, il s’agit de faire aciguéric
par les éléves, une certaine maitrise de donndes conceptuehes et d’un lan-
gage propres & traiter de situations spatiales, et en particulier de dévelop-
per leur capacité 4 mobiliser quelques systémes mentaux de représenta-
tions de caractére gfométrigue dans des champs sémantiques variés de
I*activité scientifique.
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B) I s°agit également de développer chez les éléves leur capaciié a
maftriser et gérer un savoir géométrique de base, 4 8ire opératoires sur des
objets {configurations ¢t transformations} géométriques de base, Cette
capacité opératoire passe par un certain nombre de connaissances :

- tout d'abord f connaissance (définitions, descriptions, gestion A aide
de paramétres ot de données pertinenies) ¢ un certain nombre d’objets
géoméiriques {cenfigurations et iransformations usuelies) et de concepts,
ainsi que des invariants fondamentaux principaux qui ¥ sont attachés;

— la pratique des trois champs sémantiques principaux de lo gdoméirie
(domaine des configurations, domaine vectoriel, domaine pumérique),
des procédures qui permetient de passer de I'un 4 Pautre, et de Panalyse
qui, pour un probléme donné, conduit 3 choisir paur sa résofution, I'un
ou 'autre de ces champs, en fonction de sa pertinence opératoire |

- la reconnaissance des problématiques dont reléve un probléme donné,
et l'aptituede 2 mobiliser des méthodes et des savoir-faire efficaces dans les
problématiques concerndes ;

— la connaissance {et Paptitude, la mobilisation dans des situations
variées), de quelques théorémes essentiels de la géoméirie dlémentaire,
autour desquels s’ organisent les méthodes et les saveir-faire évoqués dans
ie point précédont ;

— *aptitnde & décrire & caractériser la structure du plan (ou de I'espace)
déterminde par les configurations usuelles du plan (ou de Pespace) ;

-~ la connaissance de queltues opérations de base [proiections orthogn-
nales, translations, similitudes planes, rotations autowr @’un axe,
réflexions de P'espace, opérations booléennes) sur des objets de base, de
leurs propriftés essentielles, de quelques exemples de lenr wilisation dans
la résolution de problémes d'incidence, de recherche de lieux géomeétri-
quss, de constructions géométriques, ¢t de création d objets complexes 4
partir de quelques obiets donnés de base ;

— faptitude A élaborer et utiliser le graphisme géométrique dans sa triple
fonction : activation de Pintuition géométrigue, moyen de communica-
tion performant o’informations géométrigues, moyen d’analyse et de
synthése de ces informations ;

-- 'imprégnation & des méthodes algorithmiques, tant au niveau de pra-
bitmes de constructions géométriques {construction organisée paint par
point de courbes définies par des conditions géométrignes), que de pro-
blémes de création d’objets géométriques satisfaisant A certaines con-
traintes {assemblages d’objeis géométriques simples, chalnes de primiii-
ves graphiques simples, image d’un objet par une chaine de ransforma-
tions simples), et aussi au niveau de problémes de détermination de con-
tours et de régions {critdres d’Intériorité, rempliseage de contaurs, efface-
ment de parties cachées), dans des situations spatiaies simples.
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IH - Propositions de programme de géoméirie pour les classes

termingles C et E

Cette proposition est présentée avec la méme forme et les méme titres
que ceux de ’avant projet de programme qui a motivé le présent travail.
Nopus laissons en outre Je soin aux lecteurs de prévoir les travaux pratigues

adapiés.

1) OUTIL YECTORIEL ET CONFIGURATIONS
a} Dans le plan et Pespace enclidiens

- Bases, repéres ; caractérisa-
tion vectorielle d'un segment
ME [A, B]

AM = (AR, osr&1

$,
quel que soit le point Q
OM = 1DA+(1 -8
96161 ;

caractérisstions vectorieiles
d'une demi-droite, d'une
droite d'un plan ; traduction
analytique de ces caractérisa-
tions.

Caractérisation analytique du
plan orthogonal 4 une droite
donnée et passant par un
point donnd.

— Barycentres, convexité,
répionnement :  barycentre
d'une famille finie de poinis
pondérés, “‘associativité’’ de
iz barycentration et applica-
tion 4 Vélaborstion d'alge-
rithmes de détermination
d'isobarycentres de polygones
et poly&ires wvariés, expres-
sion analytique du barycen-
ire ; convexité, caractériga-
tfon barycentrigue de Penve-
loppe convexe d'une famiile
finie de points ; sur exemples
simples, caractérisation
analytigue des régions du
plan définies par la donnée
d'une famille finie de droites,

Cette partie ne nécessite pas Uintroduc-
tion de concepts ou d'objers nou-
vegwx [ H s'ogit ici de faire une
syathése veciorielle et anaivtigue de
natipns et dactivitds  acquises en
Jere §,

La convexité est ici iniroduite seufe-
ment posie faciliter la déiermination de
P'intérieur de contours polygonaux et
polvédraux. L idée fondamentale est la
Suivante : stant donnés par leurs caor*—
donndes les sommels Je=
dun polygore {resp. pofyédrq) mn
vexe, d’of l'on tire les équations carté-
siennes fix,yi=40

fresp. fixy,z)=0), j=L...n, des
droites gui contipnnent les arétes {resp.
des plans gyi contiennent les faces), si
(a,b} (resp.: (a.b,c)) disigne les coor-
données de Visobarycentre des points
Ay, alors Uintérieut du polygone (resp.
du polyédre concernd) est Pensemble
des points fx,y) du plon {resp. (x,v.2)
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et des régions de I'aspace défi- de Despace) rtels que pour fout
nies par la donmée dune | Jj=1...n. Jixy} e [fia.b) (resp.
famille finie de plans, de | Sy et fifa,b,c} ont méme signe;
Pintérienr Fun polygone ou | on passe d'une région & une rigion
d’un polyédre convexe. configué fi.e gyant une cloison com-
— Projections cylindriques munej par e changemeny de signe d'un

du plan et de Pespace ; apph- et d’un seul des f;.
cation linéaire associée ; inva-
riants  fondamentaux asso-
cids, Rotammmeny la conserva-
tion de la baryceniration ;
exemples d'urilisation des
proiections cylindriques pour
déterminer des isobaryeen-
tres, pour représentrer dans
un plan une configuration de
Vespace.

Afin de préciser les niveaux d’approfondissement souhaités dans
cette partie nous indiquens ici, A titres 3'exemples, deux exercices qui ras-
semblent le maximuim de difficultés que tout éléve de Terminale C devrait
savoir résoudre :

ercice F: L’espace étant rapporté au repdre orthonormal
(0,17, %), on considére les points A(-1,0,0), B(0, 1, - 1), D(4, -4, 1)
et M(-1, -5, 2); on note (QQ) le plan du triangle (ABD).

a) Beablir qu'il existe un point C, unique, et dont on déterminera les
coordonnées, tel le quadrilatére {ABCD) soit un rectangle,

b} Soit G Pisobarycentre du systéme (M, A, B, C, I, g 53 projection
orthogonale sur le plan (Q); le point g est-il intérieur au rectangic
£ABCD)?

¢) Le plan (QQ) coupe-t4l le segment (O, M]?

Exercice 2 ; Dans un plan rapporié & un repére orthonormal fO.“i':?)
on considére les points A(0,5:2,63, Bi4,}; ~ 7,4y et C{R: —~2,13. Proposer
un algorithme permettant de déferminer tous les points & coordonnées
entidres qui sont intériewrs au triangle (ABC). (On pourralt par exemple
étudier Uintersection de la droite dp d&’&quation. y=4, — 7RA%2 aves
fes droites (AB} et (AC) ; déterminer les abscisses oy ¢t B des points
d'intersection, puis déterminer les points 2 coordonndes entidres du seg-
ment fog, Bil.
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b) Dans Pespace euclidien
ovienté,

Espace euclidien orienté:
bases orthonormales ot re-
péres orthonormanux directs ;
produit vectorigh, notations
TxT et WAT: pro-
prietés algébriques, expres-
sion analytique dans une base
orthonormale duecte H
UV x W) = @xV). w;1;Ve
W sont coplanaires siet scule-
ment si 5. (VX W) = 0; appli-
cation & ("obtention de l’équa-
tion cartésierme d'un plan
déterminé par 3 points.

¢) DBans e plan euclidien
orienté

Produit mixie ou déter~
minant de deux vecteurs;
notation det (¥, ¥); propriétés
algébriques, expression analy-
fique dans une base orthonor-
male directe,

Aucune théorie des formes frifi-
néaires alterndes de R3 et de 'orienio-
tion ne [figure cu prograwime; on
gappuigra sur les conventions physi-
ques usuelies,

Les éléves doivent savoir utifiser le

produit vectoriel pour calculer Paire
d'un triangle ou d'un  paratiélo-
gramme, ef le produit mixie pour cal-
culer le volume d'un parallélépipdde;
le produit vectoriaf serg dgalement
mobilisé avec efficacité pour détermi-
ner un vecteur normal 4 pa‘an,
Les éléves doivent savoir gue:
VXV = ja ) | V] sin(@ 9 |
et gue le produit vectoriel est ausyi utile
pour établir les équations cartésiennes
d'une droite donnée par 2 points.

Les didves doivent savoir mobili-
ser {'expression analytigue du dérermi-
nant, ef sa forme
det (it, V) = § & ). § v{. sini fid, ¥)
por des calculs d ‘angles, pour ira-
duire fa colindarité de 2 vecteurs, pour
obtenir Véguation caridsienne d'une
droite, pour caleuler des nires.

&) Utilisation des nombyes complexes en géométrie euclidienne plage

Affixe d™un poim et d’un
vecteur du plan euclidien; les
racines nidémes d’un nombre
complexe sont les affixes des
sommets dun polygone régu-
Her & n cdtés. LUtilisation des
complexes pour exprimer et
mobiliser les transformations
usuelles : homothéties,
réflexions, translations, rota-
tions, similitudes, Mais
I"étude du groupe circulaire
n'est pas ay prografmme.

I s'agit d’exploiter isomor-
phisme isoméirigue canonigue de
Vespace euclidien K2 sur €, et la fact-
iité d’empioi du langage des compliexes
notamment pour décrire et Studier les
similitudes, pour exprimer des rela-
tions mettani en jew la métrigue
lindaire et In mdtrigue engulaire.
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Ici encore, pour préciser les niveauz ' spprofondissement souhaités
voici, 4 titre d'exemples, deux exercices qui ragsemblent le maximum de
difficnjtés que tout éléeve de Terminale C devrait savoir résgudre !

Fxercice 1: Soient a, b, ¢ les affixes des sommets A, B, C, d'un

triangle.

a) Déterminer |’affixe du centre de gravité G du %iangle {ABC);

b} Soit M d’affixe z; calculer I'affize du vecteur
[ 1

|

""" MA + —p—— MB

| MA | 2 B

en déduire ensemble des poiﬁts M tels que

(M) égal -
MC;

e 4
4 s——

MC|?
(M = 0

Exercice 2 : Soient A et B deux points distincts &’afflixes respectifs a
et b. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z qui vérifient:

2} COURBES PLANES

= i;_ (2m).

a) Notions sur les conrbes paramétrigues du plan

Courbes définies en
repére_ orithonormal par
(- M@=x{i+y N ]:
vecteur dérivé, tangente;
interprétation cinématique;
informations données par ie
rapport Y {&/x'(1).
Probiémes de tracés de coor-
bes : exemples de tracés obte-
aus & partir d’un algorithme
de construction poiat par
point ; excimiples de courbes de
Bezier :

r&in ]~ i’i(z} =
kgo {z} 1oyt &y

avec n < 4, ks points A for-
mamt vne configuration géo-
méirique simple.

Les courbes ow arcs paramdirés

appargissent notamment & pceasion
de recherche de Heux géomdrigues;
ginsi en gsi-if de Pensemble des points
équidistonts d7un point et d’une confi-
guration f(que {'on choisira simple :
droite, segment, cercle, parabole
¥ = xX%: ces médiatrices généralisées
ont en putre l'ingérét didaciigue d’éire
Justiciable d'algorithmes simples de
comstruction point par point fournis.
sant en outre les tangentes; les coni-
ques sont des cas particuliers de telles
médiatrices.
Le vecteur dérivé est défini par ses
composantes x'(t), ¥'(i}; on se limitera
au cos ol le vecteur dérivé est non nul,
on, en tour cas, lorsque les limites des
rapports y'{t)/x'(t} sont facilement cal-
culnbles :
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b) Conigoes

Définition par foyer o
directtice (lignes de niveau de
fa fonction M — MF/MM’
et ausst médiatrices d'un
point et d'une droite ou d*un
cercte}; équations réduites,
centre, somumets, généraiion
bifocale. La projection ortho-
gonale d'un cercle est une
ellipse. Les dquations des
conigues en coordonnées
polakres, 'étude exhaustive
des propriétés glométriques
des coniques sont hots pro-
gramme,

(exemple : tv—ssint Tcas2tj: icl
¥'/xt = 4 5im; ce qui permet de facile-
ment Jterminer la tangente ¥ compris
quand le vecteur tangent s’annule

T
en t o= I 4 kW)
3 }

L'dtude des branches infinies et des
points multiplex est hors programme,
L. 'étude de I courbe de Bezier associde
2 un polygone ou é ure ligne polygo-
nale simple se justifie 4 de nrombreux
titres par rapport qux ohjectifs génd-
Faux reienus ;[ on irouvera en anngxe
une informarion sur ce sufet ; en oulre,
comme cette annexe le monire, alpo-
rithme de visualisgrion sur dcran de
micro-ordingteur et sa programmation
fen logo, en basic) sont aisés & éaborer
et & meitre en ceuvre,

3} TRANSFORMATIONS ET CONFIGURATIONS DANS LE PLAN

1) Isomé(ries

Eilles sont définies
comme les bijections du plan
cuclidien qui Izissent ia dis-
tance invariange,
Toute jxométrie du plan se
décompose de manidre unigue
sous la forme I = t.uocanest
une sométrie laissant fixe e
peint O, et t une translation.
La composée de deux isomé-
{ries, et {inverse d’une isomé-
trie sont des isométries,
Etant donnée une isométrie u,
dapplication linéaire associée
A, et éant donnde une bage
orthonormale djrecte (113}, ou
bien det{AL, Aj)=1, ¢ Piso-
métrie u conserve ks angles
orientés, on dit alors que v est
un déplacement, ou bien
det(AT, Aj}= —1 o u change
le signe d¢ I mesure des
angles orlentéds, on diz alors
gue u est un antidéplacement.

il s’agir essenticllement de faire
une synthése des connaissances sur cg
suger en Premiere, Les dléves dobvent
connaitre Veffet d’une isomdirie sur ke
parailélisme, les barvcenires, les
angles, les aires; toute isoméirie se
décomposans en un produit de
réflexioms, i suffir de ’appuyer sur
Peffei d’une réflexion sur ces cova-
riants, Deux configurations somgtri-
ques simples étant données (7 seg-
ments, 2 triangles, 2 cercles, 2 rectan-
glesj les dléves doivent savoir détermi-
ner les isoméiries ransformant Pune
en Uautre, et expioiter lours dlémenss,
Soit F une forctinn d valeurs meméri-
ques ef définie sur le plan euclidien,
invarieate par une ispmétrie u, i.e. relie
que povr tout point M, FluM})=F(M)
¢t admetiant un minimum ou un maxi-
mum unique My afors M, est un
point fixe de u , Ceite remarque &si
wiile pour résoudre certgins probidmes
de recherche de configurations as-
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b} Déplacemenis

Le composé de deonx
déplacements et Pinverse d’un
déplacement sont des déplace-
ments; toui déplacement est
une translation ou une rota-
tion. FEiant donnds quatre
points A, B, A’, B’ tels que
AB’ =AB et A 4 B, il existe
an déplacement unique u el
que ufA)=A" ¢t 5(B)=B*.

€) Simititades direcies

Ce sont les composées
d*une rotation et d'une
homotiiétie de méme centre;
affet sur les distances, les
aires, les angles orientés,
Application linfaire associée
4 une similitude directe;
expression d'une similitude
directe sous Ia forme

T Zy+ ke (7—2Zp).
Caractérisation par les angles
de 2 iriangles semblables, par
les longueurs das cotés de 2
rectangles semblables,

treintes & ces conditions de mesure
extrémaie.

Les éldves dpivent savoir quitune
simifitude directe est entiérement
caraciérisée par son rapport, son cen-
ire et som angle lorsqu’elle ne se réduit
pas ¢ une ransiation.

Deux segments, 2 careés, 2 trign-
gles semblables, 2 rectanples sembla-
bles étari donnés, un éléve doit savoir
déterminer les similitudes transfor-
mant Pun en Faugre, ef leurs paroms-
tres caractéristigues (centre, angle,
rapport).

4) NOTIONS SUR LES TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES DE

L’ESPACE

Les transformasations
visées gont le translations, igs
homothéiies, los réflexions,
les rotations autour d*un axe;
affet de ces transformations
sur les longueurs, les volu-
mes, l¢ parsliélisme, Vertho-
gonalité. Expressions analysi-
gques des translations, des
homothéties, des réfiexions
par rapport aux plans coor-
donnés, des rotattons d'axe
1*un des axes de coordonndes.

On pourra mobiliser ces transfor-
muations dans des problémes de déter-
mination de trajeis de rayons {umineux
se réfléchissimr sur des yystémes de
mireirs pians, de trafels minimoux sur
des prismes simples, de visuglisations
varides d’ objets simpies de Pespace, de
mouvements de robols simpies,
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ANNEXE

Courbe de Bézier associée # un polygome
Norations — 1.’espace affine euclidien (ou le plan) E est rapporté 3
repére orthonormal; étant donné un point 1 de cet espace, on notera
le vecteur défini par Porigine du repére et le point U.

4) Définltion — Etant donné unt polygone Po, = (Ay, Ay, ..., Ap) de
B, n>1, on appelie courbe de Bégier associée ﬁ Yon le cou:be [Po,al?
admattam pour représentation paraméurique ;

t€[0,1] '_“’Mo’”(t)ﬁkggl‘khk(l ..;)r:—kxk

b} Théoréme 1 — [Py )] 4 pour origine Ag et pour extrémité A, et est
entidrement contenu dans Penveloppe convexe de Pos

Prewve ; il suffit de remarquer que ﬁe,,,({}h Ac, que ﬁg,ﬂ{l) = A
CEgue : 2 (2] te{l— ¥ =1, v [0,1], de sorte que pour tout 7 dans
0,11, Mo,,,(r] est le barycentrs du systéme de points pondérés ;

[(Aa, () #A=8P=0hes, ey Ak, (] Q-0
Ay, ( ) (1 —13%] les coefficienis étant tous posmfs

, A ;i
F ‘_‘ o ASET G ﬁ(; A q}

c}ﬂmhel 3 — Bos B A

Preuve !

- -
Il suffit de calculer : %{M]r=0 et f.l}" }
Ona:
[y

EL;?& 17 =[% (1—oy Xw:g (7) & (L= tyr— Aptm K,,]
. A—1 " _ L
= [-nt1-n Aot 3 wrfr -tk Ry

-1
+| X (“I f(n- k) (1 —gp—k=1 Kkﬂ-ntff“l;{n]
kw1 K
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d’ ol i) ressort que :
dl:l}f-n )= —n Ao+ nAy=nAgA,, et que :

dh;;?.n (1)=nRy—An_1 =NnA,_1A,, ce qui achéve la preuve.
d) Kemarques

e -
spout zi=1, Po;=(Ag Ay, ona Mg ()=(l-2) Bo+1A;,
de sorte que [P} = [Ag, Agl . :
® pour #=32, A, A, et A; formant un vrai {riangle, on a nécessairemnent

A
e

» pour # = 3, Ag, Ay, Ay, Ay étani les.sommets d'un carré, on trouve :

A, A A, A

< .

} B N L o
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s Tout se passe comme 5i 1a courbe de Bezier était une {icelle magnétisée,
les points Ay jouant le rdle de pSles attractenrs.

¢} Introduisons les notations suivantes ; étant donnés des entiers X, /,
vérifiant O<k<f<n, notons Py le polygone (Ag, Azii, ..., Ar),
“sous-polygone’’ du polygone initial, et [P ;] la courhe de Bézier asso-

ciée, My (t) son point courant. .

¥Y¢ € [0,1] on a, compte tenu gue (2) o {";]) +(2::J,
pour O<k€n—1:

> - B2l —
Mo,n (1) = [(:-fr Ayt Z. (”k*) é"{i“f}"-*ﬂw]
k=1
[Z [ #a-orr Rerm R,
k=1

(l—r}[ 5 (ﬂ;l)mzmwka]

n
k=1

— S n" - - - - A
= t[kgl (k~1i"’ b} -no- -t Im,,]
Par suite :

Théoréme 3 :

VIEDI]: My () = (1—1) Mgy () + My, (D
= Many 0410, O=Ng .1 (D).

Ce théoréme est fondamental ; i} montre que la courbe de Bézier
[Ppnlassocide & (Ag, Ao, Ay 14 Ay) 3¢ déduit des 2 courbes de Bézier
asgocides A respectivement {Ay, Ay, ..., Ay 1) et {Ay, Ay, ... Ayl

Plus précisément, pour chague ¢, Mg, (/) est ie point qui divise le
segment © (Mg ;1 {83, My o0} dans le rapport t.

£} Algorithme géaméirigne

Pratiquement on divise {0,1} en M= 20 ou 50 patties égales. Si & la
iéme itération on note R(R: () I points obtenus, et Q;(=Q{MN) les
nouveaux, on obtient I'algorithme suivant :

1) Pour chague f=i/n, 0%isn faire :
Begin,

2) Pour k allant de 0 d n poser Ry, = Ag.

3) Poser m=n.
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4) Tant que m<0 faire :
Begin,
5} Pour & allantdeOam—1 poser Qp=Ry+#{R;,;—Re)
6) Diminuer m de |
7) Pour k=0 & mposer Re=Qy

Fin
8 Mo a{f} =Ry
Fin

93 Fin de Palgorithnie,

On notera que cet algorithme s'implémente graphiquement, Pins-
truction n’étant auire que fa division du segment {Ry, Ry + I} dans je rap-
port t=k/n.

Pour chaque valeur de 1, 1'algorithme requiert 3n(n + 1) opérations.

PROGRAMME “BEZIER" EN LOGO

IMP 0

IMTOUT

POUR COMPOSANTE 1 :C2

RETOURNE {{I ~ -T}*:Cl) + (T * §:C2)

FIN

POUR TRACEPOL :L

SI NON VIDEP L*FIXEPOS PREM :L BP TRECEPOL &P :L§ LPS
FIN

POUR INITPOL
DONNE «L »» ~ 100 — 60§ »— B0 45 «D 50§ » 100 — 80§85
FIN

POUR CALCUL L

RESTE COMPTE L = 1

5f VRAI “FIXEPOS PREM (L§
S1 FAUX “CALCUL REDUIT :L§
FIN

POUR COCRD (Pl P2

GONNE »X1 PREM P

DONNE »¥1 DER Pl

DONNE »X2 PREM P2

DONNE »¥Y2 DER :P2

RETOURNE LISTE COMPOSANTE :X1 :X2 COMPOSANTE ;Y1 :Y2
FIN

POUR REDUIT L

TESTE COMPTE L = |
SI VRAI »RETOURNE »§§
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51 FAUX »RETOURNE PLACEDEBR CCOORD PREM :L PREM SP :L
REDUIT SP :L§
FIN

POUR BEZIER
INITPOL

LP

TRACEFOL 1.
DONNE »N 38
DONNE »1 ¢
DONKE sNB :N - 1
PREM :L.

REPETE :NB »DGNNE »1 :I + § DONNE »T 1/ :N CALCUL :1.§
FIN

¥2E5T - 170912

K2 EST 22.312

YI EST — 7.27596

X1 EST 58.368

TEST .98

1 EST 49

NE BEST 49

N EST 30

L B8T »» — 100 — 60§ »— 80 »- 80 0§ »0 50§ »100 — BO§E -
T IMP O
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