Bulletin de 'APMEP n°355 - Septembre 1986

échanges

enseigner la géométrie

par Rudolf Bkouche,
Université de Lille

Comprendre signific avamt touk géomdétriser,
Mais avelr revours 4 fa géonidirie, olest
épalemient avoir recours a nhe certaine
forme d’abstragtion, d'idéadisation.

Reoné THOM. Poroboley of Calasirophes.

Prolégomenes a un enseignement
de la géométrie

1 - Queiques principes

Les programines hfitivement rédigds 3 la demande o’un minisire
pressé, laissent en suspens les probiémes de Penseignement des mathéma-
tiques ¢t en particulisr ignorent {volontairement ou non, cela importe
peu} quelques principes généranx qu’il est utile d’expliciter et sans kes-
quels enseignement n’est qu’une suite de receftes techniques dont on ne
comprend pas 'enjen {ei un fel enseignement nie sert gu'a réscudre les
quelques exercices et problémes d'application de ces recettes).

L'expérience irémique et apéhémicgue m’améne 4 définir quelques
principes généraux (et ceci n'est pas exhauseif),

On ne peut définir un programme année par année, <'est 'ensemble
d'un cycle gui doit &re pris en considération {(élémentaire, colléee, lveée}
et toute confection de programme si elle ¢st nécessaire (et je pense gu’elle
I'est dans le systéme actuel de Penseignement frangais méme si cela est
d'un certain point de vue regretiable) ne peut se faire quten fonction des
objectifs de ce cycle.
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L'enseignement des mathématiques $inscrit dans un contexte, la
gignification des notions mathématiques déborde le cadre strictement
mathématique ; cecl implique gue {a confection des programmes ticnne
compte des autres disciplines, et plus particuliérement de celles ol inter-
viennent ces notions mathématiques; je pense svidemment & ka physique
et & la technologie, mais aussi & la géographis et aux sciences &conomi-
ques, au dessin dtare et ap dessin industriel, Une remargue cependant, le
lien entre les mathématiques et les autres disciplines ne saurait étre unlla-
téral, Popinion communément acceptée anjourd®hni gue les mathémati-
ques s'appliguent aux autres domaines de la connsissance est sinon
fausse, du moins, non pertinente du point de vue de la construction du
savoir, Un concept mathématigue prend sens 4 partir d'une problémati-
que ef ¢'est & travers cette problématique, qurelle soit interne aux mathé-
matiques ou lite 4 une autre discipline, qu’un concept doit apparaitre
dans 'enseignement; une définition isolée fut-¢lle bien formulée n'a pas
de sens et ne sert 4 rien (31 ce n'est que celui qui a apprise sait la répéter,
mais alors de quel savoir ¢*agit-il 7).

Ainsi, plutét qu’un cours dogmaiigue de statistiques qu’on utiliserait
ensuite en géographie ou en sciences dconomigues, vaut-il mieux parler de
statistiques 12 o elles sont signifiantes, quitie 4 faire Uexposé dogmatique
(dont if ne Taur pas nier 1 nécessit) o posteriori, De méme le repérage des
points sur la sphére ef kes problémes de représemation plane refévent tout
autant de la géographie ¢t de I'astronomie que de la géoméirie. Quant aux
concepts relevant 4 la fois des mathématiques et de la physique, les consi-
dérations physiques qui aménent & la construction de tels concepis soni
plus importantes que les définitions a priori {je renvoie au texte de Souf-
flet e shoi-mé&me dans le bulletin Inter-IREM n° 23).

Enfin, on I’'a assez dit dans les milieux irémigues et apéhémigues,
¢’est A travers les problémes que se constituent les concepts mathémati-
ques 5 c'est done bien plos la définition de problématiques générales qui
doit conduire & lu mise en place de programmes gu'une simple {voire sim-
pliste) £valuation de difficultés techniques ; les difficultés technigues doi-
vent évidemment &ire prises en compie, cela tont enseignant ne le sait que
trop mais ces difficuités ne sauraient &re isolées de leur comiexte, et c'est
# teavers la signification des contenus preposés que on peut amener les
éléves d voulpir vésoudre ces difficultés,

Je ne peux m’empécher ici de faire référence A la musique, Pune des
activités humaines Ies plus proches des mathdématigues, comme celles-ci,
la musique s*appuie sur un formaklisme d’accds difficile, mais ce forma-
lisme ne prend sens gue par 1a mrusique qu'il permet de composer ou
d’exécuter, voire simplement & écouter; il ne sauralt étre enfermé sur fui-
méme ; gque diraft-on d’un enseignement musical qui se confinerait dans le
solfége et 'exécution de gammes ?
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Et ¢'est pourtant ¢¢ qui se passe trop souvent dans Penseignement
des mathématiques, le solfége ot les pammes, sans gue Péléve ait la moin-
dre idée de la musique {et ¢’est bien souvent lg cas aussi des enseignants)*

2 - La place de la géométrie dans la culture scientifiqne

Je reviens icl sur exposé que i'al fait au collogue de Marseille de
juin 1984, Quelle place accorder & la géométrie dans Penseignement, non
comme passage obligé pour déterminer les éléves aptes & suivre la voia
royale qui passe par 1a T.C. et Jes classes préparatoires {ce gui impligue le
désinérét d*ang partie dey &léves de seconde, puis celui d’une partic des
&ldves de premidre S}, mais & la fois comme savoir technigue permettant
de comprendre ef de muaitriser ce qui reléve du domaine géomeétrique ¢
comme part importante de la culture scientifique d’aujourd hui.

Je signalerai ict la difficolté dite & Vécart impostant Gui se creuse
entre la part de pius en plus faible du savoir géométrigue au sein de la
société automatisée gue ’on vit anjourd'hui (comparer par exemple l1a
pesée dans un super-marché laguelie consisie & metire une marchandise
sur uit platean ce qui détermine Papparition ¢’un nembre sur 2a cadrarn,
savoir le prix, st ia pesée utilisant ia balance romaine ou la balance Rober-
val, comparer aussi ia lecture de la position de Paipuille sur le cadran
d'une mentre et Ia lecture numérique sur up cadran & eristaux liquicdes ; i
ne s’agit pas ici de porter un jugement, mais simplement de constater une
dégéométrisation an profit du nemérigue) e Ie rSle que joue la géomdiri-
sation dans les divers domaines d¢ la science d’auiourd’hui, gue ce soit les
mathématiques, les sciences physiques, voire la biologie, sans ometire ies
statistiques et "analyse des données.

Les difficultds de I'enscignement de la géoméirie oni donc une base
culturelle gui dépasse (et d'une certaine fagon ¢xplique) Pabandon de la
géoméirie dany enseignement issue de la réforme des mathématignies
modernes ! cela explique aussi le désingérdt, voire le refus des éléves, ence
qui concerne la géométric, On ne saurait ¥ remédier (s°il faut v remédier)
en s¢ contentant d’injecter quelques chapitres dans les programmes ; ici
encore il s'agit de définir les problématigues {internes ou externes aux
mathématiques) qui permetient de donner sens 4 Penseignement de la
géométiie,

* On pesgt live & o2 propos, en texie de Serge Lang cécemment paru : Der feunes er des
rmathématigues. En ce qui me concerne, cetie relation entre fes mathématigues et s musigue
1est apparwe lors d'une discussion avee en étudiant de licence gui poarsuivail confainta-
ment des études de clavecin av Conservatoire de Lille, discussion au sours de iaquelle nous
avons comparé Tes obiestifs des deun enseignements, le mathématique e le musical,
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Clest dire que la premiére question a laquelle ik nous faut répondre,
c'est d’expliciter quelle est la place de la gdoméirie dans la ¢culture scienti-
figue, et ¢’est seulement & partir de cela que Pon pourra définir un con-
teny d’enseignement®.

Je reviens ici sur Ies trais aspects dont a1 parléd au 2ollogue de Mar-
seitle cité, savoir I8 géomdtrie comme science autonome, 'esi--dire
essenticilement Uéude des sitnations spatiales, la géomdtrie dans ses rap-
ports avec les auires domaines de Ia connaissance, la géomédtrie comme
langage et comme métaphore (ou & Pon préfére comme instrument de
représeniation).

La géoméiric comme domaine autonome de la connaissance du
monde, 5’est constituée autour de deux grandes problématigues, la
mesure des grandeurs géométriques (¢’est-a-dire celles qui définissent les
situations spatiales) d"une pari, la représentation de "espace {représenta-
tion plane s'entend} d'autre part. Ce sont les problémes posés 4 Pintérenr
de ces deux grands thémes gui ont amené & mettre en place les diverses
méthodes de 1a géométrie que ce soit le dessin, 1a démonstration de type
cuclidien, fa méthode des coordonndes, le calcul vectoriel ou algébre
linéaire,

Mais Ia géométrie, parce gqu’elle est science des situations spatiales, se
relie aux autres domaines du savoir ol interviennent ces situations spatia-
les, domaines qui 4 leur tour interviennent dans le développement de la
géométrie, la mise en place des concepts géométrigues et des méthodes.
C’est bien évidemment le cas de la géographic et de 'astropomie en ce qui
concerne la géoméirie sphérique, ¢'est le cas de la mécanique dont le déve-
loppemient s"appuie sur la géométrie en méme temps gu'il permet la mise
en place de nouvelles méthodes géométriques ; on Deut citer los fravaux
d’Archimede sur la statique i PPutilisation d’icelle pour la détermination
des aires; on peut citer kes travaux autour du centre instantand de rotation
gui montre Papport de ia cinématigue & 1'érude des coutrbes; on pew citer
enfin le développement conjoint de la mécanigue et de fa géomdirie diffé-
rentielle depuis le XVIII® sigcle jusqu’s nos jours.

Enfin la géométrie est devenue un instrument d’étude de nombreux
domaines via la géoméirisation, c'est-a-dire la représengation géomeétri-
que des objets érudids, ¢est co qu’exprime Thom dans la phrase citée en
exergue de ce texte,

Ce n'est pas iciIe lieu de développer ce point (s texte esi en prépara-
1ion 4 oo sujet) ; cette géométrisation apparait déja dans la géomdtrie grec-
que aved a représentation des grandeurs par des lopgueurs {cf, lelivee V

* Je ne poseral pas i ka question de la place dela colture scientifigus dans 'ensoignement,
queskion qui fur posée dans Vindifférence géndraie ou presque, Jors des journdes APM de
Nice (1984) par J. Marc Levy-Leblond, quesiion qui pourrait &re "objet d’un travail irémi-
que et apdhémigae, iravail sdrement plas important que les solutions weehnico-pédagogiques
que I'on imagine wop souvent dtre Lz réponse 4 nos problémes d*enseignants.
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des Elémenis o Euclide) et ¢"est elle qui est en ceuvre & travers la représen-
tation graphigue des fonctions, nous pouvons citer 2ussi (et c'est un pro-
longement de t'idée de représentation graphique) la géoméirisation de la
théorie des égnations via Iz géométrie algébrigue ot plus récente, Ia géo-
métrisation de la théoric des fonctions via Panalyse forctionnelle lindaire
ou non linéaire ; on peut citer en outre le lien de plus en plus éroit de ia
physique contemporaine svec la géomeétrie différentielle, ou I'importance
ges rgprésentations géometrigues dans les statistiques et I'analyse des
onnées.

Cette péométrisation n'est pas ur simple langage fleuri imaginé par
des mathématiciens en mal de géométrie; les métaphores du fangage
scientifigue, lorsqu’elles ne se réduisent pas A un simple jeu de mots, ren-
voicnt & des images dont on espére qu’elles sout signifiantes, et en ce sens
on peut parler de la mise en place de nouvelles formes d'intuition dont la
géométrie ¢lémeniaire devient ainsi le suppori. Je me contenterai de rap-
peler ici I'article fondareur de la géométrie différentielle (sur les Aypothé-
ses qui servent de fondement & lp géoméirie) on Vavteur, Ricmann, pro-
pose un élargissement de 'intnition spatiale, ef c’est parce qu’il permet
cet élargissement que ce iexte a £t 4 'origine du développement que Fon
sait,

Pour clore ce paragraphe, je rappelierai le réle que joue 1algébre
finéaire daps cette géométrisation ; c'est en effet & fravers les images géo-
métriques fournies par *algébre linéaire gue "on construit les représenta-
tionts géométriques, développant A la foiz de nouvelles méthodes et de
nonveltes intuitions. Mais icl il faut remarquer que si 'glgébre linéaire
fournit des images géométrigues, ces images géomeétriqques ne soni pas
contenues dans Palgébre lindaire elle-mime; elles sont en guelque sorte la
sonséquence de la findarisation de la géométrie démentaire via ls méthode
des coordonnées et le calcul vectoriel. Mais si via cette linéarisation, la
glométrie ¢lémentaire g5t devenue, d'un point de vue stracaueal (et uni-
quemeni d'un point de vue struciuraly un simple chapiire de algéhre
lnégire, on ne sait que trop, auvjourd hui, aprés les erremenis des années
soixante-dix, qu'on ne peut enseigner la géométrie de cette Fagon; un
enseignement & priori de Valgébre linéaire, pour aussi facile qu’il soit, ne
pormet pas son utilisation dans les divers domaines ou le linéaire inter-
vient,

Ceci dit, Paigébre lin€aire ne saurait non plus naitre spontanément
d’une pratique analytique ou vectorielle de la géométrie; c’est dire gue le
prohléme de Venscignement des méthodes linéaires {bien plus que i facile
discours de |'algébre linéaire) se pose et cela d’une fagon d’autant plus
cruciale que ’algébre linéaire est aujourd’hai I"un des instruments les plas
puissants des mathématigues autant dans leur domaine propre que gans
{es avtres domaines ou elles interviennent. Je ne pense pas qu'anjourd hui
NOUS 8YORSs une réponse foute préte et ¢’est Pune des directions de travail
aque tes IREM pourraicnt prendre en compie : 'explicitatien des concepis
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et méthodes linéaires dans les divers domaines ol elles interviennent, et
par cela méme '&ude des conditions de la géométrisation ; ce qui suppose
évidernment un enseignement convenable de la géométrie élémentaire
sans lequel la géoméirisation n’est plus gu'un simple jeu de langage®,

3 - FEt les maiires

{in programme ambiticux (¢t celni-i3 ne peut étre qu'ambiiieun) qui
aurait pour objectif gue les éléves apprennent effectivement des mathé-
matiques {au Heu qué I’'on se contente comme trop souvent aujourd hui,
de leur en montrer quelques morcesux en espérant que guelques-uns sau-
ront répéter une partie plus ou moins grande de¢ ce qu’ils ont eatendu)
implique une formation des maitres. Mais quelle formation, formation
scientifique bien sGr {encore qu'il serait bon de s'entendre sur coc qu'est
une formation scientifigue) mais aussi travail de réflexion (épistémologi-
que, philosophique ou ... ique, je laisse le choix aux amateurs de beau
Iangage} permettant aux enseignanis de connaitre la signification de la
discipline qu'ils enseignent dans ses aspects scientifiques certes, mais aussi
eunlturels av sens le plus large du terme, c’est-a-dire ses refations avec e
contexte, sans quoi I'enseignant ne peut étre gue I répétiteur d'un savoir
ayant perdu, pour lui-méme et par conséguent pour ses éléves, toute signi-
fication. La formatien pédagogique si elle est nécessaire (et if est clair
qu’efie I'est) ne prend place que dans ce contexte, sans quoi elle n'est que
12 mode d’empioi des éléves par le mailre.

Cexci implique une participation effective des IREM 4 1a mise en place
d'une réforme, auiour de stages et de groupes de travail permettant la
réflexion nécessaire. Enfin, ce gue Pon a Phabitade de faire dans les
IREM, je n’insiste pas.

L B ]

Ces prolégoménes étant dits, je me propose d'énoncer ulidrieurement
guelques réflewions sur les contenus <’un enseignement de géométrie.

* Cette universalisme de Fa Jindarisation et de la géométrisation doit cependant s siluer dans
une probi¥matique, e1 non commie une simple transcription linguistique; if ae faudrait pas
Hndariser ot géométriser comme on 2 enserbiisd & tor et & travers. Le panier de Ja ménagire
ne Falt pas plus partde de Ualgdbre lindaive que fa Fraternité e ba sonccité nont Fait partie de
la théorie des relations.
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