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échanges

des noeuds et des graphes

par Bernard Ducourt,
Lycée E. Galois, Sartrouville

Comment nouer une ficelle A aide d’un graphe?...

L’idée, que je tiens de M. Raoul Raba, en esit trés simple : A vos
aiguilles!... '

Considérons ua graphe {figure 1) planaire et connexe comme dans
toute Ia suite. A partir du point M, pous pouvons tourner autoor de A, en
imigsant A sur In gauche. Chemin faisani, nous rencontrons Paréie joi-
gnani le sommet A an sornmet B, le neeud que nous alions tisser passera
au-dessus de "arfte [AB]. Tournons maintenant sutour de B, mais cetie
fois, en le laissant 3 droite; nous rencontrons "acéte [BCY; nous passe-
rons dessous, puls nous tourneérons autour de C, en le laissant A ganche,

En centinuant le processus, nous voild bientft revenu av point de
départ : nous avons dessiné notre nceud (figrre 2), en utilisand la REGLE
i

Figure 2
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Notre neewd, ou du moins son diagramme dans le plan, vérifie une
propriété de croisement 1 en suivant un brin quelcongue, on passe alter-
nativement dessus puis dessous les autres brins.

Tisser gn neend en snivant les ardfes

Déformons le nceud en le rapprochant des asdtes et des sominets
autour desqueds on tourne (figure 3} Ce faisant, on ne coupe pas ¢ aréle
el On ne passe pas par un sommet : la déformation se fait & Viotérisur
d’une des faces du graphe.

Le parcowrs orienté antour de A (figure 4}, induit une otientation du
plan qui place A et 'ar#e [AB! & gauche du parcours. Quand le parcours
traverse P'aréte, "arlte [AB] ot le sommet B se situent 4 droite du par-
cours, puisque, conformément 4 1a régle 1, le nosud toume antour de B en
1e taissant A droite; le parcours s’effectue done sans rebrousser chemin (en
effef "ar2te [AB] se situerait 2 gauche du parcours, du fait de Pinversion
du sens de parcours).

On obtient alors la rdgle de tragage {RECGLE 2) : Suivre les aréies et
les sommets A une distance de &, changer de c0té quand on se troave J une
distance de 372 & du milisu de chague aréte. Passer dessus si 'on se trou-
vait & gauche du somunet et de 'ardte précédents, sinon passer dessous.

(figure 4).

- c

Figure 3 Figure 4

Conséquences de Ia régle 2

Une remarque préalable : 1a régle 2 donae le méme neeud(} guet que
soit le sems de parcours choisi sur le graphe.

{13 - A un neeud non orienté, correspondent deux notuds darientations pposées,
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En effet, soit une ardte |[AB]; le parcours du no2ud de A vers B place
A & droite du tragé ot d'aprés la régle 2 le neead passe en dessous (figure
5L

1.e parcours de B vers A est le transformé de celui de A vers B par une
rotation de centre M {milieu de [AB}). Cette transformation ne changeant
par les orientations, B se trouve aussi & droite de ¥ et le nceud passe aussi
dessous,

Tl est clair d’auvire part que ia régle qui m'impose de passer dessus ou
dessous ne tient pas compte du trajet ¢ffectad an préalable mais seulement
de I position ol Pon se trouve ¢’est-a-dire ¢elle des points A’, B, A™', B”
{figure 6). '
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Figure 5 Figurz 6

Un chemin sur le graphe...

Quand la déformation est maximale, le nocud st réduit 2 un chemin
gur le graphe méme. Chemin qui a pour régle ! 2 chaque carrefour (som-
mit), je prends alternativement, la premiére & droite, puis Ia premiére &
gauche et ainsi de suite,.,

Des noends vers les graphes...

A parntir d*un noeud qui posséde la propriété des croisements alternds
{passag,e degsus puis desspus} pewi-on retrouver le graphe qui permet defe
tracer

Pour cela dessinons le neeud en remplagent chague point de croise-
ment, par le sommet d*un graphe(®), noté G. If s’agit en fait de fa projec-
tion du neend sur le plan. Cn obtient sur la figure 7, un graphe o de cha-
que sommet partent 4 aretes.

Sur Pensemble F des faces de G, “*&tre opposées par le sommet™ est
une relation d*équivalence. Les classes sont au nombre de deux {3 dy fait
de ls connexité du graphe G.

(2) - Ay nossd cervespond ua chesin sur fe graphe O, ol arrivant & un somemet, on prend
1*artlc opposte & Parlte que I'on vient d’emprunter,
(3) - On peut done colorler es faces de G en deux conlenss.
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Prenons un point dans chaque face du graphe ( et relions ces points
par une aréte si les faces qui leur correspondent, appartiennent 3 la méme
classe d’équivalence (les ardtes passeront par les sommets du graphe G
correspondants, voir figure B).

On obtient deux graphes Gi et G2.
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Figure? Figure 8

Les sommets de G2 se trouvent tous a I'intérieur d'une face finie de
G (figure 9}, ce qui n"est pas le cas d’un des sommets de Gl.

Donc chaque aréte [AB] d’une face de G peut se déformer, tout en
restant A Pintérienr du triangle curviligne (S, A, B), jusqu'a se trouver 3
une distance & du graphe G2.

Si le neeud passe au-dessous de A, du fait de la régle d’alternance, le
noeud vérifiera la régle 2, dans le cas contraire il vérifiera la régle 2Bis
(remplacer dans la régle 2 les mots dessus par dessous et inversement).
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Mais que vient faire 'sufre graphe...

G2 est te graphe dual de Gi; en effet chagoe face de Gl contient un
sommet de G2 et réciproquement ; de plus, les arBtes de Gi et de G2 se
croisent deux & deux.

Soit 8 le sommet qui se trouve dans la face infmie de G. Soit G e
graphe G + {8, G’ posséde une face infinie, 8 est un sommet de cette
face infinde. De ce fait clic ne posséde que trois acdies ; (SA], ISB] e
{ABj, aréte qui appartient & G (figure 10),

-
Figure 10 , Figure 11

Fi maktenant un peu d'imagination; supposons le nceud dessing sur
ane sphére de diamétre suffisant (figure 11). 8i 'aréte [AB] est suffisam-
ment diastique, on peut la faire glisser le long de Ia sphére vers le pdle P,
La déformation se fait & Pintérienr de la face “infinie’’ de G donc sans
couper aucuns ardte. Les figures 12 représentent le noeud avant et aprés
ies transformations,

I est ciair que s'il tournail autour de 8’ en le isissant & gauche, il
towne maintenant autour de § en le laissant 3 droite. En effet, 1a trans-
formation effectuée s’appareme, a Pallongement prés, & une rotation de
180 degrés autour de Paxe (AB) st dong, dans le plan & une symétrie par
eapport a la droite (AB) ce qui inverse jes orientations. Comme les poings
de croisements n’ont pas bougé dans cette transformation, si la régie 2
§ appliquait an noeud ¢ est maintenant Ia régle 2Bis qui s"applique et réci-
projuemet .
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Figure 12 aprés déformation

Noeuds réflexifs...

Un ncead est dit réflexif si tout en le maintenant ‘4 plat” et en fai-
sant plisser les brins les uns sur Ies autres, on peut le déformer en son
symétrique par rapport au plan dans leguoel it se irouve,

St un neeud posséde ia propriété de croisement et si son graphe (G}
associé est auto-dual (i est isomorphe & son dual), on peut jui faire subir
ia transformartion de Péude précédente {ou du moins sa projection sur un
plan : voir figures 13}.

On trouve un nceud identique au précédent car les graphes Gl et G2
sont les mémes, 3 cecl prés que les croisements sont inversés : il s’agit du
neeud symétrique. Ce qui prouve au'un tel neeud est réflexif.

328




Bulletin de 'APMEP n°354 - 1986

Figures 13

Noeuds entrelagés
Un méme graphe peut engendrer le dessin de plusieurs neeuds entre-
lagés (figures 14 ¢t 14 Bis)

Figure 14 Figure 14 Bis

Avec un micro-ordinateur...

Grice a pne astuce de présentation, on peut dessiner facilement les
nozuds sur un écran (figure 15). Il suffit de représenter les sommets par
des traits verticaux et les ardtes par des traits horizontaux. En employant
pour chague neeud des couleurs différentes, on obtient des tresses du
meilleur effet. ..
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Contre-cxemple...

Tous les nceuds ne possédent pas Is propriéié des croisements alter-
nés {passage dessus pais dessous)
Eg voici un :

Des problémes “guverts®’ :

Avec un graphe donné, combien de neeuds éntrelagés peut-om trager?

La méthode décrite ici, garantit-clle qu’on puisse associer un graphe
& on nosud de manidre unique? (en supposant bien slir, quitte & déformer
le neend en question, qu’il se trouve dans ume position 00 il posséde un
nombre de croisements minimues).

Quels rapports éventuels entie le graphe d'un noeud ot d'autres
caractéristiques comme son genre par exempie?
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