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1 « Introduction

“Que pensez-vons des Mathématiques Modernes 7% m’a-t-gn sou-
vent demandé au cours de ces quinze derniéres anndes {typo, n'oubliez
pas les majuscoles, s.v.p. D, Une seconde question m’a souvent &té posée
pat des colldgues de Penstignement secoslaire : “Que faut-il apprendre 3
nas élév%s :’ Fsut-il leur apprendre 4 raisonner, oo bien leur apprendre des
receties 7°7,

A la premiére question, il existe une réponse “afficielle’ fréquem-
ment utilisée par fes mathématiciens de Penseignement supérienr (§'y ai
moi-méme ¢ recours) |

1} 'y a pas de cgupure entre '‘mathématiques modernes'’ et
“mathématiques traditionnelles’”, le progrés des mathématiques s’ est fait
de fagon continue; c'est seulement dans "onseignement qu'il v & ev une
coupure, rendue nécessaire par le fait que Penseignement avait trop tardé
i prendre en compie les progrés des mathématiques du 20éme sidcle. Cer-
tes, la coupure a donné lieu & quelgues excés, faute peut-Bire de prépara-
tion soffisante. Mais nous allons peu & peu remédier & ces excés...”
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Contrastant avec ie style prudent de cette réponse **officieile’, les
discussions entre nous, gens du sérail des “‘mathématigues supérieures™,
faisaient apparaitrs des réactions beaucoup plus crues aux ‘‘excés’™ en
guestion : cela allait de la commisération 4 I’indignation devant le pédan-
tisme des auieurs de manuels du secondaire, qui cherchent surtout 3 jeter
de la poudre aux yeux et a’ont pas réetlement compris ce que ¢*est que les
mathématiques. .. Curieusement, ancune voix dans notre choeur ynanime
n'exprimaii la remarque gue les professeurs du secondaire ont &8 formés
sur les bancs de "'Université...

Par la suite, 1a solidaritd entre les problimes de Penseighement
secondaire ef ceux de 'enseignement supérieur m'est apparue plus claire-
ment au fil des ¢eades de mes enfants ; que de fois, en essayant de les aider
4 comprendre telle ou telle notion éiémentaire, me suis-je senti confronté
aux mémes types de difficuliés, de ditemmes pédagogiques, que dans mon
enscignement 2 n’importe quel niveau du cursus universitaire ! (Cest
pourguoi on m’excusera, j’espére, de prendre parfois mes exemples dans
le domaine de ’¢nseignement au collége. Mon espoir est d’une part de
susciter, de la part de collégues du secondaire, des réactions qui enrichi-
ront ma trop maigre expérience de ce domaine ; d’autre part de contribuer
A un débat qui me semble vital, 4 1a fois 4 Vintérieur de Penscignement
suptricur ei entre enseignants du supérieur et du secondaire, sur les thé-
mes sujvamnts | avens-nous une image claire de “ce que ¢’est que les mathé-
matiques™ ? Quels sont les rapports enire 'image que noovs ¢n donnons
par aotre enscignement et Pimage que nous en avons nous-mémes 7 (Cf.
les remarques finales de [16]). Ce faisant, je serai amené & effieurer nom-
bre de sujets auxquels des gens plus compétents que mei ont consacré
beaucoup de travail (dans le domaine de 1a didactique notamment on m’a
signalé fes références [2] [6] [10] {£2), et il y en aurait sirement beaucoup
d*aukres & citer). Je prie donc le lecteur d’étre indulgent, et de prendre cet
article pour ce qu’il est : norn pas une éude savante et documentée, mais le
cri d’alarme de quelqu un gut s’ interroge...

2 - L’illasion lyrique des “mathématiques modernes,
formatrices de la pensée”’

Les deux guestions posées ay début de cetre introduction semblent
trés différeptes ["une de Iagire @ la premidre st ““datée” {certains ia
diront meme “dépassée’), alors que la seconde est “ éternelle”, Pourtant,
il me semsble que dans 1’esprit de ceux qud 168 posent, il existe un lien entre
cex deux questions. A Pépoque ol la vogue des ““Maths modernes'” s’est
répandue (fin des années 60) ses défenseurs, qui comptaient dans leurs
rangs la majorité des mathématiciens de renom {sauf quelques exceptions
notables comme I. LERAY, R. THOM...), avangcaient souvent *argu-
ment suivant : Venseignemeni traditionnel cherche avant éout a inculguer
des connaissances qui trop souvent se réduisent 4 de simples “RECET-
TES'* étayées seulement par Pautorité du professeur ; au contraire, les
&léves qui auront regu Penseignement nouveawn seront formés dans 1"art
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du “RAISONNEMENT'', qui leur permetira d'&re des esprits libres
capabies de former leur propre jugement ; 4 cet £gard, Iz Mathématique
est une discipline privilégide, car c’est la seule o0 I'éléve, upe fois qu'il en
a compris les régles, puisse &tre centain ¢ avoir raison méme contre ' anta-
rité du maktre.

Cette opinion trés idéaliste appellerait de nombreux commentaires.
Pour le moment j¢ me contenterst de {rois remargues :

1} En relisant les textes des pionniers de introduction de le théorie des
ensembles dans Ienseignement élémeniaire (Papy, eic...), on ttouve
effectivement des idées intéressantes & activitds mathématiques origina-
ies, pouvant initier les éléves § 1 découverte ef au raisonnement mathé-
matique ;

2} L’art de raisonner juste n'est pas une invention du 20¢me sidcle, et les
bons professedrs savaient initier leurs éléves A la découveris €1 au raison-
nement mathématique bien avant que le langage des ensembles ait envahi
Penseignement secondaire ;

3) Pendant Ia période de grande vogue des *“Maths modernes™, les
manuels de 'enseignement secondaire s¢ sont mis 4 rivaliser de pédan-
tisme et de dogmatisme ; comment les &léves auraient-ils mieux appris &
former feur propre jugemenit 7 Leurs maltres cux-mémes n’y arvivaient
pas toujours 1 Certains venaient nous consulier comme si pous #tions des
juristes @ ““a-t-on le droft de dire que... 7 ; d’auires, compiétement
décnuragés, professaient Popinion gue '‘les maths s’apprennent par
ceeur, i ne fam pas chercher & comprendre’ |

IDans une telle situation, ol des intentions aussi nobles aboutissent
au résuitat exactement inverse de celut espéré, peut-on simplement parler
d’excds’ {ou “bavures’’) ? Ny avrait-il pas quelque vice profond, guel-
{ue gigantesques malentendu caché derridre les intentions proclamées 7 Bt
puisque certains mots, comie le mot “raisonnement”, revienaent si sou-
vent dans le débat, sommes nous sfirs gue le sens de ces mots solf aussi
clair qu’il y parait au premier abord ?

3 - Raisonner ?

Considérons Iexereice suivant (extrait ¢’ un manuel de 4éme en usage
actuellement) :

Y173 de Paire d’un lotissement est purtagé en 5 loiz dont les aires sont
épales. Quelle est Ia fraction de I’ aire totale du lotissement représensée par
chacun de ces lots 7°°

Pour quelqu’un gui a assioglé I'idée de multiplication des fractions,
le réponse peut s’énoncer en une ligne :
(1} *“la fraction demandée est un cinguidme de un tiers, ¢ est-A-dire 1/15,

car 3xS=[5%

Maizg, surprise ! Voici sn enfant qui, #n début de Quatridme, ne “voit™
pas immédiatement cette “*évidence’ | (i est vrai que, pendant toute
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I'année de Cinguitme, il n'a plus entendy parler de fi‘actions}. Comment
e mettre sur la voie de 12 solution 7 Peut-tre vais-je lui suggérer

(2) de dessiner, sous une forme géoméirique simple, un premisr partage
d’une aire en 3 parties &gales, suivi d"un second partage de chacune des 3
parts précédentas an 5 parties sgales,
Et en effet, aprés guelques tdionnements ol il a choisi des formes de par-
tage peu suggestives, fe voild qui arrive & “*visualiser’ ainsi le résultat.
Mais comme il s'agit tout d¢ méme d’un &léve de Quairiéme, qui a com-
mencé & apprendre A résoudre des problémes de facon FORMELLE, en
symbolisant par des lettres kes données et inconnues du problénie, je veux
"inciter 4 chercher aussi & résoudre le probléme de certe manidre plus
““noble™. Fattends sans doute quelque chose comme |
{3 “'soit a P"aire totale du [otissement, ¢ Paire de chacun des lots ; on a
..l....g = %o done ¢ = _l.(ia) - L'x,}_a - ig.
3 . 513 5 3 i5
Nl[iais ia démarche de mon &léve prend une tournure légérement plus com-
pliquée :

{(4) **soit 2 Paire totale du lotissemient, b Paire du “‘tiers & repantager’’,
¢ Vaire de chacun des lots ; Pinconare x est la fraction

s &
oy ...q... -] i = ..;... 14
2 a I

... il hésite, puis “simplifie par ' ¢t obtient ~§- 1 ¥oild le professeur an

teryain connu, devant un type d’srrenr dont il sait pouvoir venir & bout
par un entrainement intensif et purement MECANIQUE 2 la manipula-
tion formelle des fractions. Mais ce gue j"ai découvert avec perplexité,
moi qist n'ai jamais enseigné Jes fractions & des éléves de Quatridme, c’est
LA TRES GRANDE DIVERSITE DES FACONS D’EXPRIMER UNE
IDEE GUE JE CROYAIS TRES SIMPLE. Laquelle est la plus adé-
gquate ? La méthode graphigue, accessible méme & un éléve de 1'école pri-
maire, n'est-¢lle pas is plus supgestive ? Mais elle suppose la conviction
gue le résultat ne doit pas dépendre de {a forme du partage. Est-ce une rai-
saon pour lui préférer la méthode formelle {3) on {4) T Celle-ci requiert une
plus grande malirise des techniques de calgu! de¢s fractions, ¢ sommes
nous surs gque la majitise de ces TECHNIQUES soit ce qui manquait A
Penfant pour comprendre PVIDEE de muliplication des fractions?
L’usage d'expressions littérales, qui distingue Jes formulations (3} et {4}
des formulations (1) et (2), n'est-it pas ane source de difficulté suppié-
mentaire phatdt gr’une aide T B guel profit retire-t-on pour c¢ probléme-
14 de Vinvestissemient supplémentaire que requiert la mézhode formeiie?
Certaing diront peut-ftre qu'nge solution comme (3) ou {4} est plus
Hrigonreuse® gue (1) ou (2). Mais leur conviction est-elle basée sur autre
chose que sur Ia croyance qu’un texte mathématigoe est d'auiant plus
“rigoureux’’, d’autant plus digne du nom de “raisonnement’’, qutil est
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phis formel 7 Dy point de vue de ks SIGNIFICATION du texte, pauvent-
ils dire ce gue la formulation {3) contient de plus gue (13?7 Bt demander &
I"éiéve une telle formulation peut-il &re justifié autrement gue comme un
entralnement en vue d'exercices plus compliqués, ol la méthode forma-
liste s’avérera ks plus praticable? (De ces sxercices gu'on peut difficile-
ment résoudte antrement que “par Palgdbre’’, comme on disait do remps
ol j'érais en Sixiéme) ?

51 je me suis étendut un pen longuement sur cet exempie, ¢& n'est pas
pour donner mes réflexions en modéle : d*autres professeurs ont certaine-
ment mienx et davamiage réfiéchi sur la fagon de faire acquérir anx
enfants la notion de multiplication des fractions; mais, et ¢’est lé-dessus
que je voudrais insister, je serais trés &opné gqu'une notioh aussi riche
puisse 8tre bien assimilée si 'on s’est contenié d'en présenter e seul aspect
FORMEL. Par contrasie avec cette richesse, gue penser de 1'exercice sui-
vang, extraii d’un mapuel de Cinquidme ?

“a, &, ¢, dJ disignent Guatse entiets natureds qud vérifient les inégaiités
axbet cad

i} Comparez a+cetb+c, puis brcet b+ d
2) Démontrez Vimplication (a2 b et ¢zd )==>{a+c 2z b+d) ™

Ayant & faire i'exercice pour le lendemain, mon fils est resté perplexe
devant ka question 2) @ “Pimplication est Svidente, me dit-il, que vevi dire
“démontrez” 7', Fort embarrassé moi-roéme, je me suis reporié & la
fegon du livre, od J'ai In ; .

“Soient a et # deux entiers naturels ; supposons que I'on ait ; e b,
Ajoutons vis méme entier patarel ¢ aux deux membres de cette inéga-
lité ; nous obtenons les entiers 4+ cet &+ ¢. Nous admetions que Pon
ara+egdte

Nous avons done implication : { e<b )= (g+egh+e )"

Boan, “‘admettons’ 1 Mais 'implication 2) de *exercice n'est-cle pas
aussi évidente, et pourquot ne pas 'admettre aussd 7 Ao falt, Sléve a-t-if
la liberié & *‘admeitre” quoi gque ce soit 7 N'est-ce pas 1& va privilége
réservé an senl professear, ou mme au senl LIVRE, détenteur du
SAVOIR T Ne faui-il pas &tre inbs savant en Muthématiques pour coru-
prendse les mystéres profonds qui se cachent derriére d’apparentes *'évi-
dences™ ? Yous vous demandez pourguol certaines évidences sont *admi-
ses’*, slors que d'autres doivent &tre *"démonirées’” ? Maiz en Mathémati-
ques, @ 0’y a pas 4’dvidences” (n'utilisez jamas ¢e mot 1), # 1’y a que
des définitions, des axiomes, of des théorémes ! Vous &es encore frop jeu-
nes pour qit'on vous enseigne LES véritables axiomes des Mathémati-
ques, ¢est pourguol on vous fait travailler aver des axiomes provisoires
{introduits par "expression “nous admetions™ ) ; admetiez done sans dis-
cussion ¢e qu’on vous demande d’admetire, et apprenez 8 RAISONNER !
Pour quoi faire 7 Question 2 ne pas poser !

375



Bulletin de 'APMEP n°354 - 1986

4 - Ponrrguoi les ensembles ?

FPour quelles raisons (bennes ou mauvaises) a-t-on décidé &' ensed-
gner, sous le nom de “Maths Modernes”, des notions de théorie des
cosembles aux écoliers ?

Ce gui rend difficile de discuter sainement de cefte question, ¢'sst
que beaucoup d¢ gens sont plus on moins vaguement au courant de | exis-
tence dlune sorte de culle ésotérique, avec ses ‘mystéres’’ {célébrés en
premitre année &'Université 1 “axiome de choix™, “‘théardme de Zer-
melo’', ...3, ses “‘saints fondateurs” (Cantor, Hilberi,...), son grand-
prétre (Bourbaki)... C'est pourquoi je voudrais consacrer quelques-uns
des paragraphes qui sutvent 4 parler de la naissance du culte, des inten-
tions de ses fondareurs, de ja fagon dont on le célébre aujourd’ind,

A la fin du §9&me sidcle, alors gue le calenl différentiel semblait &tre
arrivé i un point proche de la perfection, les progrés méimes da ezaleul dif-
férentiel et de la théorie des fenciions révélaien: aux mathématiciens des
phénoménes éionnamts: courbes continues n’ayvant de tangentes nulle
part, fonctions dont les “accidents’” {(ou singularités) &aient distribués de
facon extrémement bizarre le long de la droite ou du plan compiexe...
Conume toutes ces bizarreries étajent lides au fait que les mathématiciens
admettent ’idée de ““nombre réel’” {ou de point d'une droite) DETER-
MINE AVEC UNE PRECISION INFINIE, on a8 recommence 3 se poser
les éternelles questions sor infini mathématique, questions auxquelles
Georg CANTOR devait proposait des réponses trés hardies, longtemps
controversées par ceux-1a méme dont les travaux étaient an coeur de ces
questions (cf. par sxemple [9]). Nonobstant ces controverses sur les
*‘nombres transfinis’ de Cantor, les nouveaux “ensembles’” goquéraient
plein droit de cit€ dans la pratique mathématigue, gu™il s*agisse de parties
bizarres de la droite ou du plan (sous-ensembles *‘de Cantor’’, etc..) ou
&*“*ezpaces abstraits” dont {’étude était motivée nar le souci d"étendre
{ueilisation du caloul différentiel a des problémes o1 la variable n’était
plus un rombre ou une collection finie de nombres mais un “*systéme 3
uae infinité de degrés de liberté”’, comme disent les physiciens (exemple
¢’ une telle variable : iz distribution des viiesses 4 I'intérieur d'un fluide en
mouvernent). La théorie des ensemnbles est done née d’un souci trés prag-
matique, celui de pousser plus loin encore utifisaiion de 1 outil extraordi~
naire gu'dtait le calcul différentiel. Mais I hardicsse de la nouvelle
démarche en rendajt 'utilisation plus délicate, des paradoxes apparais-
saient qui laissaient les mathématiciens embarrassés et inguiets, poussant
méme certaing d'entre cux a vouloir complétement extirper “I'infini”” du
discours mathématique {exemple extréme de cette attitade: on n’a pas le
droit de parler du nombre T, puisqu’on r'en connaitra jamais touses les
décimales 1),

C’est dans ce contexte que David HILBERT & écrit son article “ Uber
das Unendliche® (“Suar Vinfind™*) {1925), article dont la volonté, nette-
raent procliamée, sonne comme un manifeste :
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““Nogus allons érudier soigneusement les fagons de former des notions
et les modes d'inférence qui somt féconds ; nous abions les chover, les
étayer, et e rendre utidisables, chague fois gi'il v a la meindre promesse
de é&;@gés Personne vie pourra nous chasser du paradis que Cantor nous a
I .

L'idée essentielle de Particle est de faire une distinction trés nette
entre deux niveaux de lecture possible dun texte mathématique ; le niveau
du CONTENLI (signifié), ol la véracité des affirmations est examinée par
téférence au sens du discours ; le niveau FORMEL., on 1a justesse dy rai-
sonnement se réduit 4 ka stricte observation de régles de syntaxe conve-
nues & I"avance, indépendamment di sens que I'on ateache aux symboles,
L'arithmétique &lémentaire (celie de 1'école primaire} est le senl domaine
ot la fecture au nivean du contenu suffise A entrainer Ja conviction du
mathématicien, grice & intuition universellement partagée de ce que
signifie un nombre entier. Au-deld de ce domaine, la pensée mathémati-
que s'évade en forgeant des concepts “‘idéanx’ (quelques exempies en
vrac: ia notion de *suite décimale illimitée’ ; le “point & Pinfind”’, inter-
sectinn de deux droites paraliéles; ¥ “mombre imaginaire® | dont le
carré vaut - i; etc...). Les propositions portant sur ces concepis sont
donc des propositions MDEALES, sans véritable significations de contenu
{leur examen ne peut se réduire A de simples vérifications portant sur des
.nombres entiers explicites). Comment donc les manipuler 7 En FORMA.-
LISANT intégralement le discours mathématique, comme plusieurs
auteurs avaient entrepris de Je faire vers les années 1%00. Ainsi traduit en
un “discours codé”, simple assembiage de signes cabalistiques soumis &
des régles de syntaxe tenant lieu de logique, le discours mathématique
compitement dépouilié de sa fonction signifiante devient un OBJET
aussi explicite, et justiciable du méme type d*étude, gue les objets (nom-
bres) de Parithmétique élémentaire ; bref, le discours mathématique peut
étre transformé en objet d’étude mathématique ! La pensée mathémati-
que peut s'étudier elleeméme! Bt I'on peut ainsi faire engrer dans le
champ des mathématiques des guestions qui semblaient réservées aux phi-
losophes, comme ; tout probléme mathématique bien posé peut-il en prin-
cipe &re résolu ? Hilbert répond par 1'affirmative, et dans la m2me founlée
propose une solution d’on probléme mathématioue gui avait jusqu’alors
défié toutes Ies attaques : 12 démonsiration de I'"“hypothése du continu’”
die Canior {selon laguelie it n'existerait pas 8'ensemble “plus nombreux’’
cue Pensemble des nombres entiers e ““maing nombreux’ gue ensemnble
des points d’un segment de droite}. Malheureusement cette partie de
I’article de Hilbert est restée obscure 3 tous ceux qui ont essayé de ia Hre,
¢t il y avait une bonae raison A cela @ en 1963, Paul COHEN devait
démontrer que PHYPOTHESE DU CONTINU EST INDEMONTRA-
BLE, ¢’est-a-dire que si un systéme formel du type de celui de Hilbert est
non contradictoire quand on lui adjoing Phypothése du continy, il Pest
aussi quand on ki adjoint la négation de cette hypothése!
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Par ailleurs, l'idée que tout probléme bien posé peut &re résolu &iait
contredite dés 1931 par un résuktar de GODEL {non-compléiude de
Parithmétique axicmatigue) : dans tout systéme axiompatigue contenant
les axiomes “‘usuels’’ de 'arithmétique, il existe des propositions &*arith-
métique qui ne sont N1 DEMONTRABLES NI REFUTABLES |

Cela ne défie-t-il pas le bon sens T N'est-il pas “évident’” que foute
proposition concernant des nombres entiers (ces objets si familiers 1) doit
&tre vraie ou fausse 7 Mals somumes-nous ¢ sirs gue Parithméiique axio-
matigue nous parle vraiment des ‘‘nombres entiers’” qui acts sont fami-
liers 7 MNe vous souvenez-vous pas d’avoir ressenti une inquiétude
lorsqu'au sortir de 1école primaire vous avez vu votre professeur de
mathématiques faire des caiculs o0 des LETTRES x, y, z..., censées
représenter des nombres INCONNUS, é&taient traitdes comime de “vrais®’
nombres 7

Forrmaliser, n'est-ce pas un peu Paventure ?

5 - La méthode formaliste...

Par deld Péchee de ses ambitions, 'article de Hilbert reste précieux
par son analyse pénétrante du r3le de la “METHODE FORMAILISTE™
en Mathématigues. Dans sa pratique quotidienne, le mathématicien essale
souvent de réduire sa pensée en “FORMULES" qu’il pourra manipuier
de fagon mécanique en oubliant {proviscirement 1} la signification des
symbaoles. Cela ne signifie nuilement gue 1'idéal du mathématicien soit de
s¢ transformer en automate : I"érape de formalisation iatervient au bout
d’un long processus de maturation au cours duquel il a intériorisé un
résean d’idées, d'intuitions, de correspondarices plus ou moins vagues
entre diverses bribes de son expérience ; ia réduction de tout ce réseau en
formules n'est pas un but en 50, mais e SIGNE que ke processis de matu-
ration est arrivé A son terme ; ¢’est aussi le moven pour le mathématicien
de se libérer esprit, et un tremplin pour de nouvelies idées, de nouvelles
mnons. ;

IDEALISATION, et FORMALISATION {l» seconde étant I'instra-
ment de Iz premidre) sont les deux mots-clefs de Ia description de ia prati-
que mathématigue selon Hilbert, Bt 1a conclusion de son argticle mériterait
#"8tre citée en exergue de tous les guvrages d’enscignement de mathémati-
ques ; LA LOGIQUE SEULE NE SUFFIT PAS ; L'INTUITION EST
INDISFENSABLE™.

Mais article de Hilbert n’est pas seulement description de la prati-
que mathématigue, il est aussi programme : il propose au mathématicien
de 5’astreindre 3 une discipline trés stricte, qiti consiste 3 éviter tout amal-
game errtre 3¢5 deux niveaux de pensée : piveau du ‘‘comtenu signifié’’,
niveay *“formel’’.

Nul ne doutera aujourd’hui gue cette discipline soit une gymnastigue
stmulante et féconde, Mais est-il réaliste d'y voir davaniage qu'une
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gymnastique, ¢i de Périger en régle absolue 7 La conduite d’un raisonne-
mient mathématique ne met-elie pas souvent en jeu des glissements subtils,
difficites 4 déceler, emire la forme ¢t le sens ? Quesdons délicates, que
Pidéologie dominante tend A ignorer délibérément, faisant semblant de
croire que fes mathématiciens sont capables de “décanter” compiitement
leur pensée, de la réduire en formulations que "on puisse vider de toute
signification. En parlant il ¢"“idéologie”’, j"emprunte & Georges REEBR
sa distinction entre ‘'I'idéologie formaliste’’ {qu’#l dénmonce) et la
“méthode formaliste” {en lagquele il reconmall une composante imBpor-
tanie de la pensée mathématique). La distinction est parfois délicate 2
décaler, et tient par exemple dans "husour de V. ARNOLD éorivant
dans l'introduction d’on de ses anticles @

““Dans ce qui suit, j'al tiché, conformément a "appel de N, Bour-
baki, de substitier toujours les calculs aveugles aux idées lucides
d*Faler”. [1}

6 - ... et Vidéologie formaliste

Un texte précisux pour qui veut analyser l'idéologie formaliste est
Pintroduction du traité de Nicolas BOURBAK]I, Eléments de Mathémati-
ques, Théorie des Ensembics {éd de 1970).

“Depuis les Grees — commence Bourbaki — gui dit mathémaz:qmz
dit démonstration™. Or lg recherche de la “correction’” fou *‘rigueur’’}
dans les démonstrations pousse le mathématiclen g rédiger sos fextes de
Jugon “FORMALISEE™. L un des irofts origingux de la mothématique
contemporaine est d'avair systématisé Pemploi de la “METHODE
AXIOMATIQUE", ou “art de rédiger des rextes dont la formalisation
est faclle ¢ concevoir’, Le bBéndfice est double : RIGUEUR d'une part,
GENERALITE de Pautre {“cette facuité de donner des contents multi-
ey aux mots ou notioss premidres d'une thdorie est méme une impor-
1ante source d'enrichissement de Vintuition du mathématicien...*"}. Un
autre trait original de ic Mathématigue contemporuine est la passibifiré de
concevoir un LANGAGE FORMALISE UNIQUE, UNIVERSEL:
“Alors qu'auirefois on g pu croire que chague branche des mathémati-
ques dépendait dintuitions particuliéres qui lui fournissaient notions ef
véritds premiéres, ce qui ed! enirainé pour chacune la nécessité d’un lan-
gare fermaolisé qui lui appariint er propre, on sait aujourd’hui gu'il est
posstble, logiguement parlant, de faire dériver toute la mathématique
actuetle d'une source unique, lo Théorie des Ensembles™,

En principe, ur texie mathématique est d’awtamt plus “PARFAIT
qu‘il est rédigé dans un Jangage plus proche de ce langage formalisé uni-
versel. Malheureusemeni un texte *parfait’” serait 4 une longueur rédhi-
bitoire, <25t pourquoi on s*autorise des “ABUS DE LANGAGE™, pgrice
auxgucts le traité de Bourbaki est finalement éorit “COMME LE SONT
EN PRATIQUE TOUS LES TEXTES MATHEMATIQUES, ¢’est-A-dire
en partiz en langage courant e en partie au moyen de formules consti-
tuant des FORMALISATIONS PARTIELLES, PARTICULIERES ET
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INCOMPLETES, et dont celles du caleal algébrique fournissent exem-
ple le plus conntt’’. “*Souvent méme on se servira du langage courant de
maniére plus libre encore...”” par des indications intraduisibles en langage
formalisé... par des “‘commentaires destinds A rendre plus claire 1a mar-
che des idées, au besoir par un appel i P'intuition du lecteur...”,

Ce texte de Bourbaki, que je viens de {enfer de résumer, ne peat pas
érre disouté et cnitiqud comme un texte quelconque. Bourbaki est un
mathématicicn aux talents trop multiples pour ne pas éire conscient de Ia
diversité des formes que peut prendre la pensde mathématigue, et si son
texte en privilégie certains aspects cela ne veut pas dire Gue les sotres
aspects lui sient étrangers. Mais ce texte est remarquabile en sa fagon de
condenser de facon trés ciaire quelques “idées-forces™ qui oni Imprégné
les mathématiques de ces derniéres décennies & tous fes niveaux. 01 est
donc une référence trés commode pour quicongue veut critiquer la trace
que ces idées ont laissée dans la pratique des mathématiques, et surtout
gans leur enseignement.

1ére IDEE : La RIGUEUR passs nécessairement par l[a FORMALISA-
TION, dont clie est le but essentiel.

Pourtant, un mathématicien ’avjourd’hui qui reli les texies
&’ Archiméde concernant les calculs d'aires et de volumes (**quadrature de
la parabole”, eic...) trouve la des démonstrations écrites en fangage non
formalisé, qui pourtant ‘‘de point de vue de la rigneur ne laissent rien &
desirer’’ (ce n'est pas seulement moi qui le pense, ¢’est aussi Bourbaki:
of. Etéments de Mahématiques, fonctions d'une variabie rdeile, note his-
torigue des chap. 1, 2, 3},

inversement, a naissance du caleul indégral A pariir du 17éme siécle
s'est caractérisée par une FORMALISATION AUX DEPENS DE LA
RIGUEUR, et il 4 fallu attendre fa {in du 19éme siécle pour réconcilier
Pefficacité de cetie formalisation avec ia rigueur 4’ Archiméde.

Toujours & propoes de cette premiére idée, on notera I'absence, dans
le texte de Bourbaki, de toute référence 4 I'“IDEALISATION™, gui pour
Hilbert &ait 12 motivation principale de la formalisation. Est<e un
hasard si Uenseignement secondaire d*anjourd’hui évite autant qu’il le
pent d’idéaliser quoi que ce soit ? 5i I’on continue A dire aux enfants
qu’un *‘point géométrique’* est une “idéalisation’” du point margué sur
une feuille de papier par un crayvon wrés bien tailld, ¢’est parce que {Dieu
merct 1) ot n'a pas trouvé 12 moyen de présenter les choses antrement 4 ce
nivean 13} Mais on se garde bien dans les Lycées de définir les nombres
complexes en adjoignant aux nombres usuels un “‘nombre imaginaire™ {
dont le carré vaud — 1: ¢an’a pas PPair séricux, ef les mathématigues sont
une chose séricuse | On préfére dire gu’un nombre complene est un *‘cou-
pie de nombres’” {en parachutant 1a loi de multiplication), ou bien une
matrice 2 x 2, et peu importe i {a définition est compléterment artificielle,
an moins €lle a Pair sérieux!
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2bme IDEE : Ii existe une FORMALISATION UNIVERSELLE...

11 est ceries agréable, d’un point de vue philosophique, de se dire que
tous les concepts mathématiques peuvent, si Fon veut, &tre formulés en
termes de théorie des ensembies. ..

Mais cela justifiet-il gu'on fasse apprendre aux enfants ce
chef-d’aeuvre de pédantisme qu’est l2 définition sujvante ;

*tJn nombre csi PREMIER si Pensemble de ses diviseurs est une
paire”’ ?
En quoi cette définition esi-ele plus précise que

**Un nombre est premier 5i on ne peut pas "écrire comme produit de
deux nombres différenis de 1 7

définition qui a av meins i"avantage de la transparence t

2ime IDEE (suite)...
et tout ce qui §'en écarte n'est qu' ABUS DE LANGAGE,
“Nous dirons, par abus de langage...”

Combicn de fois avez-vous ln cette expression dans des ouvrages
récents d'enseignement de mathématique? Faut-il en déduire gue e
mathématicien prend un plaisir pervers 2 “‘abuser du langage" en touies
occasions T Ou, au comtraire, gue ia haute conscience qu'il a des “*bons
usages'” dw langage I’a rendu tellement scrupuleux gu'il se sent obligé,
chague fois qu'i ouvre 1a bouche, de s’excuser de ne pas s'y conformer ?
Finclinerais pour la seconde imterprétation, tout en faisant remarquer 4
ces gens st scrupulenx ga'ils n'ont pas besoin de s*excuser 3 chague fois,
puisque Bourbaki s’est excusé (et nous a excusés) une fois pour toutes
dans son infroduction, en avouant que le seu! texte mathématigue qui ne
soit pas abus de langage st LE TEXTE MYTHIQUE DONT L EXIS.
TENCE POTENTIELLE {jamais réalisée) EST POSTULEE AU DEBUT
DE SON QUVRAGE, _

Soyons donc rassurés ; Bourbaki nous autorise, par son <xemple, a
wiiliser des formalisations ‘*parti¢lies et incompliies’ comme celle du cal-
cul algébrique usvel !

... €1 i nous autorise méme 3 UTILISER LE LANGAGE POUR EXPRI-
MER DES IDEES!

7 - Des polynomes, des mathématiciens, et des ordipntenrs

Mais tréve d'ironde facile [ Et partons un peu du calcal algébrique, ce
domaine ov Ia formalization semble n’avoir laissé ancune zone d’ombre.
Une des notions de hase est celle de “POLYNOME", dont les scoliers
rencontremt assez 16t dus exemples, comme le “trindme du second
degré”’ . Par excmiple un éléve de Quatriéme comprendra sans peine le sens
d’une expression comms 9x*+ &x + § ; il saura en caleuler la valewr numé-
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rigue pour toute valeur donndée A x, astrement dit if saura interpréter cette
expression comme définissant ane “*fonction” de la **variable’” x; il
saura aussi effectver des “calouls formels™’ comme

9 + Bx+1 = e+ 1P,

indépendamment de toute valeur numsrigue atiribude & x, & méme
INDEPENDAMMENT DE TOUTE SIGNIFICATION ATTACHEE A
x } H est amusant de remarqoer que la tendanee spontanée au formalisme
aveugie cher. I’apprenti mathématicien (les éléves ont 5i souvent tendance
A oublier la signification de ce qu’ils écrivent !} rejoini ici I"attitude du
mathématicien chevronné, qui pour avoir eu "oceasion d'attribuer 4 x des
significations trés diverses (**variable complexe’”, *'matrice’, eic...) ¢on-
nait Pefficacité de la notion PUREMENT FORMELLE de POLYNOME
3 UNE INDETERMINEE X (cf. ia phrase <#ia citée de Bourbaki : “cette
faculté de dopper des coptenus muliiples aux mots...” atc.).

Voild donc un domaine ol la mathématicien semble savoir parfaite~
ment séparer les deux aspects “Fforme”’ / “contenu signifid” de ce qu’il
écrit, Bt 5%l en est ainsi, le caloul formel des polyndmes devrait pouvoir
étre effectud mécaniguement par um ordinateur convenablement pro-
grammé. Et cffectivement, une recherche st en cours sur ce probléme
depuis plusicurs années, avec d€)A des programmes “'qui tournent™ . Mais
I"an des chercheurs les plus engagés dans cette voie, Michel DEMAZURE
(méométre algébriste bien connu) s’amuse ces temps-ci & choguer ses collé-
gues mathématiciens en leur disant :

“Iz n’ai toujours pas compris ce que ¢'est gqu'um polyndme !’

Son probléme est le suivant : on sait déid “‘expliquer A un
ardinateur’’ ies régles de calcul (addition, multiplication, division eucli-
dienne, €ic.) des polyndmes dont les coefficients sont des nombres donnds
{comme les polyniomes écrits ci-dessus), ou méme de ceux dont ies coeffi-
cients sont des paramétres non donnéds au départ (comme le polyndme
ax® + bx + ¢, par exemple) ; mais il arrive aux mathématiclens de faire des
calculs portant sur d’autres types de polynomes, par exemple

“le polvnSme xn - 1™
ol la lettre 1 désigne un nombre entier NON PRECISE,

Puisque les mathématiciens ont su expliquer 4 1’ordinateur leur fagon
de traiter des expressions formelles o1 la lettre x désigne une *‘indétermi-
née”’, on pourrait les croire capables de lui expliquer aussi comment faire
de 'exposant » une indéterminée ; en fait, ils n'en sont pes capables, du
moins pour ke moment !

Pourtant eux-mémes savent calcaler avee de 12ls polyn8mes : mais
¢’est parce que lorsqu'ds lisent
. xr—1
ils INTERPRETENT » comme symbolisant Pun guelconque des nom-
bres de la suite indéfinie 0, 1, 2, 3, ax... ; Ie probléme gue M. Demazure
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ne sait pas résoudre est celvi de dégager des REGLES FORMELLES per-
metiant de se paaser de cette interprétation.

Et poartant, que d’encre a éé dépensée, dans de savants ouvrages
universitaires, & dcrire des définitions formelies des polyndmes, défini-
tions teflemerny sophistiquées gu’on a bien du mal 3 ¥ reconnafire Jes 8tres
mathématiques sommie tontes trés simples dont j°ai parié pius hat {51 ces
ddfinitions hyperformalisdes ne sont d"aucun secours pour résgudre un
probléme aussi naturel que celui de Demsazore, 3 quol servent-elles 7 —
Auntant que je sache, & RIEN | Ce ne soat que des “coquetteries de siyle”,
dont le seul avantage £71) sur 1a facon nalve gue j"al eve de présenter ici les
polyndmes est de donner 'ILLUSION d’une définition plus proche duo
‘langage formalisé universel’ dans lequel, selon le mythe formaliste, les
mathématiques sont cénsées pouvoir Sire écrites !

8 - “Prendre 1es mathématiques a lenr débui.,.”’

il ¥ & quelgques anndes, des étudiants de premiére année du o cycle
de *‘Sciences de la vie’’, & qui j'enseignais les mathématigues, m’ong
reproché de jeur proposer des exercices trpp “‘abstraits”. ¥ort étonné de
ce reproche, car je m'étais efforcé de fabriguer beaucoup d’émoncds
drexercices non purement mathématigques (désinrépration Jd'atomes
radioactifs, vitesse de mobiles, etc...), ie lewr demancdai oo que seraient
pour eux des exercices “‘conceets™ : *‘Eh bien — me dirent-ils — ¢e sont
des exercices o1 il ¥ a des formules™. 1'at d"abord mis cetie réponse sur le
compte de enseignement trop formel qu'ils avaient recu au Lycée. Puis,
4 la réflexion, i ai trouvé que leur réponse n'#ait pas si paradoxale gu’elle
m’avait paru d’abord : de mEme que le bois est le matériau concret sur
lequet travaille le menuijsier, n’est-ii pas juste de dire que les FORMULES
SONT LE MATERIAU CONCRET DU MATHEMATICIEN ? Cuci dit,
apprendre a travailler ie bois, oe n’est pas seulement acquérir les avtoma-
tismes du maniemern de 1a scie, de ka elpe, efc., ¢’est aussi apprendre 4
adapier ces automatismes au BUT 4 atteindre, en un mot c’est acquésir
PINTELLIGENCE du travail du bois. De méme, apprendre les mathé-
matigues ¢’est apprendre 4 acquérir 'INTELLIGENCE DES FORMU-
LES, ¢’est-A-dice appreadie 4 s*en servir § bon escient, apprendre 4 passer
d’un miveau de formalisation 3 un auvire {comme l¢ menjsier change
d’outif en fonction du but 3 atteindre)... ¥l y a chez les apprentis mathé-
mgticiens un “formalisme natf” qoi cradt que les formules A ELLES
SEULES détiennent ia capacité de résoudre tous les prablémes. Ce qui
fait iz difficulté des mathématiques (auss bien de leur apprentissage que
de ia recherche la plus avancée), c’est que le DESIR de simplification
qutexprime ce formatisme naff (désir présent au fond de tout mathémati-
cien} s¢ heurte 3 une REALITE toujours plus complexc gu’on le souhaiie-
rait, qui nous oblige non pas & rejeter mais 4 DEPASSER ce formalisme
paff. Cest ainsi qoe Jes difficultés d*adaptation d'un formalisme & son
objet, on bien les difficuliés inhérenies 4 ce fornmalisme, provoquent bne
réflexion qu'on tenfera peut-#re de réduire par le recours & us forma-
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lisme *'de niveau supériour” {par exempie, I’ ‘arithmétique formelle’ de
la classe de Sixiéme, ¢'est-d~dire Ia pratique des quatre opérations sur des
nombres sntiers non caanys expliciterment, devient trés vite impraticable
du fait que la soustraction n’est pas toujours possible — ce qui n’avait
aucune importance dans l'arithmétigue de 1"école primaire, o0 I'an pou-
vail toujours s’srranger pour n'éerire que des sousiractions '‘permises™
- ¢'est porr résoudre cette difficulté que 1’on introduit les **nombres
négatifs'’). Mais ¢’est une grave erreur que de croire qu'un formaltisme
“‘de niveau supérieny’ soit nécessairement ‘‘meilleur”’, daps un sens
absolu, que le formalisme dong il est issu : par exemple si belie que soitla
géométrie algébrique complexe, elle rejette dans Fombre de nombreuses
guestions trés naturclies de géoméirie algébrique réelle. Passer au niveau
supérieur de formalization simplifie la réflexion, mais ¢'¢st vn peu upe
fuite devant certaines difficultés de ia réalité mathématique. Ce qui est fe
piug important, et aussi ke plus difficite, dans Papprentissage des mathé-
matiques, c'est donc d’apprendre 3 adapter la formalisation 4 son objet :
cela implique qu’on 3¢ pose [a question di *pour quoi faire™, ¢ qu’on
gppreane & “lire le sens™ derridre 1a forme. Or ¢'est précisément ce que
Pidéologie formalizte nous incife 4 ne pas faire !

On comprend trop bien le succés de cette idéologie auprés des ensei-
gnants : il est tellement plus conforiable de faire semblant de croire quela
pensée mathématique se réduit & un discours formel & un seul niveay, que
I'on pewt dérouler sans discontinuité en suivant des régles de pure logi-
que! $'il ¥ & des trous dans In compréhension des &léves, ce n'est pas
parce qu'il ¥ a des trous dans Ic discours gu'on leur tient, ¢'est parce que
leir **habitnde du raisonnement mathématique’’ lenr *‘pouvoir d'abs-
traction’” sont encore insuffisants : employons-nous donc les doter dece
“‘pouvoir d’abstraction’’, en leur donnant dés lesr plus jeune 4ge un
enseignement aussi forme] qie possible, 3 base de théorie des ensembles
bien entendn ! Comenencans la classe de Sixiéme en leur faisant enfermer
des fetires de l’alphabet a, & c... dans des *‘patates’’, de fagon 3 lewr

expliquer ce qu’est I'union efc... de deux ensembles, ce qui les aidera(?) &
comprendre ce qu'est la somme ¢+ & de deux nombres entiers (tiens!
voild que g et b sont des nombres A présent ). En Cinguidme, les mémes
patates zébrées de fléches (gratifides du bean nom de ““diagrammes sagit-
tanx’’) permacttront, apréy seuiement un mois 3’effornts, de parler de rela-
tions d’équivalence et d'smsembles~-quotients, grice 4 quoi on powrra défi-
nir les nombres négatifs comme classes d’équivalence de couples... etc. —
Qu’y a-t-il 1& de consternant? N'est-ce pas LA vraie définition selon le
traité de Bourbaki, qui fait autorité? Bt puisque ce traité “prend les
mathématiques & feur début”, ke rfie de tout professenr de mathémati-
ques n'esi- pas d'amener les éléves A acquérit ke plus t8t possible e
“pouvoir d’sbstraction’’ nécessaire pour comprendre les définitions de
Bourbaki?

Qu’on me comprenne bien ; je ne suis pas da tout en trzin de faire (e
proces de Bourbaki, mais seulement celui d’une certaine facon de perce-
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voir son mmessage. Que son traité prétende “prepdre les mathématiques 3
leur début” ne me choque en aucune fagon: les mathémadiciens aiment
bien faire semblant de “tout reprendre 4 zéro” ; voir des notions &iémen-
taires, assimilées par eux depuis longtemps, trouver une place natorelle
dans leur formalisme iout neuf augmente leur confiance en e forma-
fisme, Mais o'est vne grave erreur de perspective que de voir en sn forma-
lizsme “'de niveau supérieur™, congu pour répondre 4 dec bezoing plus
sophistiqués, la justification de notions élémentaires que P'on peut into-
duire de fecon plus natve,

Quel probiéme délicat que celui de choisir le *‘niveau de nalveté” (ou
le niveau de formalisme} adéquat ! Et lorsqu’on a gofité aw confort du
niveas le plus élevé de formalisation, qu'il est tentant de s'y installer défi-
nitivement, soit par préférence délibérde, soit méme parfoix parce que jog
saués 'vn pivean & un astre nous sont devenus si familiers gue nows
n'avons méme pius conscience de leur existence! Il y a une dizaine
d’anndes, 4 Poccasion dune grive, nos étudiants de Maitrise de mathé-
miatigues de Nice ont pris Uinitiative d’une ““table ronde’ au cours de
lanuelle s nous ont dit ce qu'ils pensaient de notre enseignement ¢

*Quand nous &ions an Lycde -— nous ont-ils dit en substance —
nous comprenions of nos professeurs de mathématiques noos emme-
naient ; depuis gue noss sommes a "Université, nous avons Pimpeession
d'&re conduits en aveugles, sans savoir 02 nous aflons : pourquei ces
*fonctenrs™, ces "suites exactes’, ete. 7

“Ne vous inguidtez pas, -— leur répondit ’un de leur assistants — §'al
eu fe méme septiment gue vous pendant toutes mes études universitaires,
et c’'est seulsment main{enant (ue jé commence 4 comprendre of
j allmig I’

Belle conception ésotérique de ["enseignement, 2 laguelle il £aut bien
reconnalire une ceriaine efficacite i le but est de sélectionner gquelgues
“initiés"™ ¥ ("assistani suteur de cette réponse est aujourd’hoi un expert
mondialement reconnu en géométrie algébrigue).

9 - Le limgage des mathématigues modernes

L’expression ‘'Mathématiques modernes®’ évoque dans 'esprit do
public Pidée d'un changement yadical, alors gue Jas mathématiciens pro-
fessionnels insistent sur la CONTINUITE de {’évolution des mathémati-
ques. Mais si cette continuité est indéniable sur le plan des IDEES, it est
bien vral que la FACON IPECRIRE LES MATHEMATIQUES asubian
cours de ce sidcle une transformation radicale. Ce phénoméne miériterait
une longue étude, o je me bornerai A esquisser quelgues réflexions per-
sonnefles. 11 est cpurant aujourd’hut d'entendre des mathématiciens se
plaindre de I difficolté qu'ils ont & bire les textes mathématiques anciens
{disons, vieux de plus dun demi-sibcle), auxquels ils reprochient surtout le
manque de précision dans 'expression, pouvant préter parfois 4 de
séricuses ambiguités. D'un autre coté, ia lectore de la plapart des textes

385



Bulletin de 'APMEP n°354 - 1986

mathématiques modernes présente un auire type de difficubié dont méme
un profane peut se faire une idée rien qu'a regarder Papparence dis texte ;
¢a n'a pas 'air d’étre du langage humain, c’est encombré de signes caba-
listigues qui oscupent parfois plus de place que les phrases en langage
cotrant. Ne voir en ce phénoméne gu'un effet de mode, produit par
'idéclogie formaliste, serait sans doute trop schématique. Réduite 3 des
formules cabalistiques, ’expression de 1a pensée se trouve figée sous une
forme que les erreurs ¢'interprétation du lecteur ne peuvent altérer, ce gui
présente un avantage certain pour un texte écrit. Mais comme le décryp-
tage d’un texte éorit de cetie fagon demande au lecteur un plus gros effort
de concentration (méme pour un mathématicien professionnel rompu A
cttte gymmastique), un rédacteur soucicux de ses lecteurs devrait se
demander chaque fois, avant de transcrire sa pensée sous forme cabalisti-
que, si dne trenscripiion bien choisie *'en langage humain® ne pourrait
pas offrir le méme degré de précision. La encore |a paresse des rédacteurs
trouve un auxiliaire précicux en Pidéologie formaliste, car il est tellewment
plus facile de ne pas se poser ¢¢ genre de question 1

Que le rédactenr d’un article de recherche céde a ce genre de paresse
n'est encore pas Lrop grave, car aprés iout Pessentiel est que ses iddes
soient transraises, peu importe comment. De pius,les textes dcrits ne sont
pour les chercheurs gu’un moyen parmi d’autres de transmettre fetrs
idées, et deux chercheurs discutant devant un tableau noir utilisent en
général un langage beaucoup plus proche du langage courant gue celui de
leurs texies écrits : le danger de malentendu est dans ce cas amoindri par
la possibilité dn dialogue. Mais dans un systéme ¢’enseignement ot la
part du dialogue est si réduite, comment s’étonner que le recours trop
systématique au langage cabalistique fasse tamt de déghis? Comment
§*étonner que certains professeurs, coupés de toute forme de recherche ou
de dialogue avec Ies chercheurs, voient en Fapparence absconse de tant
d'écrits mathématiques un refiet fidéle de la fagon domt pensent les
mathématiciens 7 Comment fes rendre responsables de 'escalade du
pédantisme dang Penseignement secondaire, alors que Pimage des mathé-
matiques transmise par "enseignement universitaire présente touies les
apparences de ce méme pédantisme ?

Les mathématiciens ont trop facilement tendance & oublier impor-
tance du r8le du langage dans I'acquisition des concepts {cf. [6] [10! [12]).
Une conception trop formaliste du langage mathématique peut Btre sé€ri-
lisante en conduisant & négliger les ressources irés riches du langage couw-
fant : Pidée de “‘distributivité’’ n’est-elle pas en germe dans utilisation
des substantify **dizaines’’, “‘douzaines”, etc... du langage courant {par
exemple 5 douzaines + 2 douzaines = 7 douzaines) 7 Bien zlr il ne fau-
drait pas tomber dans 'excés inverse, et minimiser le rle capital gue joue
la formalisation dans la pensée mathématique. Mais encore faui-il savoir
la faire intervenir au bon moment ! Une formalisation précoce fige leg
idées avant que P'esprit en ait assimjlé toute la richesse : tel éléve de
Sixiénte qui sait parfaitement gue ‘“‘ita distribntivité c'est
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(a4 B = ac+be** est incapable de faire le moindre exercice ol inter-
vient Fidée de distributivité ; tel bachelier qui sait parfaitement écrire Ia
définition de Ia dérivée d'une fonction, calewler des dérivées et dresser des
“‘tablesux de variation™, révéle & 1'occasion d'exercices simples mais
inbabituels son incompréhension totale de la notion de dérivée, etc.

Enfin, dénoncera-i-on assez le verbalisme pédant, le respect mania-
gue d'une terminologie étriquée, la tyrannie d'une syntaxe tatillonne que
I’gn a trop tendance 4 confondre avec la rigueur de pensée!

Acceptons Pidée que le langage doit servir la pensée et non se substi-
tuer 3 elie, et qu'il doit done garder une certaine souplesse, indispensable
3 expression de toute penséé humaine. On verra alors gue Ia langue
mathématique est une langue simple, teite gu’un éléve ayant compris une
idée soit parfaitement capable de I"exprimer avec ses propres mots, sans
avoir 4 apprendre par coeeur des formulations boursoufiées |

10 - Apprendre & réfléchir...

Aprés les considérstions qui précddent, on comprendra pourquoi le
dilemme “apprendre A raisonner ou apprendre des receties’”, évoqué dans
Vintroduction, m'a toujours paru suspect : ce que j'al appelé P intelli-
gence des formules’t recouvre un savoir-faire aux muitiples faceties, dont
le raisonnement formalisé n’est quun aspect ; utiliser intelligernment de
bonnes receties ne nécessite pas forcément ia connmissance de leur
démonstration ; inversement, savoir suivre le mot 3 mot d’un raisonme-
ment ne signifie pas gu’on ait compris U'idée qui I'a guidé ; bref, on peut
8ire intelligent sans “‘raisonmer’’, ei I'exemple de la fin du paragraphe 3
montte comment of peut raisonner inintelligemment §

A la guestion **qu’apprendre & nos éléves ¥'* j¢ ne sais pas répondre
autre chose que ; “APPRENONS LEUR A REFLECHIR " — réponse
facile, certes ; mais tiche d'une extréme difficulié pour le professeur | Elle
impligue que celui-ci recopnaisse aux éléves le DROIT A L'ERREUR, car
il ¥ a des erreurs fécondes, ef multiplier les *‘garde-fous’” pour prémugir
les €ldves contre tous les types d'erreur imaginables est le mellleur moyen
de les conduire & une paralysie siérile, Le professeny devra aussi leur
reconnaitee le DROIT A L’A-PEU-PRES, car ia formulation parfaite de
1'idée, qui mérite le nom de ‘‘raisonnement’, n'est que aboutissement
de travaux d’approche g sont essentiels pour Ia formation de I'idée, et
qui doivent donc &tre récomprensss méme 5'ils n'aboutissent pas tout A fajt
{il ne s'agit pas de nier 'importance de Ia recherche de exactitude
mathématiques ! Je dis sewlement que cette RECHERCHE est aussi
importante gue son aboutissement). Enfin, et ¢’est 1¢ plus difficile, e pro-
fessenx devra accepier le risque o'8ire PRIS AlJ DEPQURVY PAR
L’ IMAGINATION DES ELEVES, car §’if a réussi 4 stimuler chez eux
une véritable réflexion, il est impossible pour lui de prévoir les tours inat-
tendus qu’elle pourra prendre.
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On voit trop bien tous les obstacles que rencontre un tel programme :
pour R'en citer qu'um, mentioanony Midée (plaisamment évoquée dans
[8]} seton laquefle “mathématique™ est synonyme d*“*exact’®, idée dont
un corcliaire est la croyance chez les correcteuss de copie en Ia possibilité
d*une notaiion psrfditement objective {si on s¢ met & permetire I'2-pey-
prés, la correction d’un devoir de maths va devenir aussi sabjective gue
celle d*un devoir de phifo I - et pourquoi pas?).

L'enjeu est importani, cir en démystifiant j2s mathématiques on
contribue & lugter contre une forme d'obscurantisme moderne par
Inqueile des gens ayant pourtant requ une formation scientifique {experts
#n sciences de la vie, sciences sociales, etc.) renoncent A tout esprit criti-
que devant uxe affirmation queicongue relevant de leur compétence,
pourvu que ¢ette affirmation ait &4 “*authentifiée” puar une estampille
mathématique {modile statistique, #1¢.).

11 me parait approprié de terminer par une ciation d’un grand
mathématicien qui a beaucpup dorit sur Penseignement ;

... La mérthode d’exposition synthétigue est en général la plus
bréve,; oest aussi la phus facile @ emplayer ; 'est enfin, dans 'enseigne-
ment qui s'adresse 4 de jeunes éldves, Ia plus commode au poini de vue
pédagogigue de la "'tenue de la classe™. Voild bien plus de raisons qu’il
Hen faut pour expliguer qu'elle ol éié presque exclisivement employée.
Mais elle a de graves défaurs : elle rebute bien des espriis; elle donne d
beaucoup d'oatres Une idée fousse de Vimportance de Ia logigue déductive
dons la conduite de la vie; cefte dermiére influence gst Inds caractéristique
cher cerraing éidves des grandes Ecoles ol ils ont appriz beaucoup de
mathématigues, qu’its ont oublides pour se consacrer & la pratigue, mais
en conservanl de cette éducation déductive un esprit jrop logiaue, rop
disposé & (raiter tortes les questions comme un théoréme™. .,

(Emile BOREL, Lo logique et Pimtuilion en mathématiques {1907)).
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