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informatique

la démarche algorithmiqgue
dans ’enseignement (*)

par G. Rauzy,
IREM de Marseille

Dans ce bulletin, sont déjd parus d’autres artickes sur I'apport éven-
tuei de 'informatigue A 'enseignement deg mathématiques ; utilisation en
tant qu’outii, au méme titre gue Faudiovisuel par exemple, idées dmalgo-
rithmes, numériques notamment, situations ofl Péléve expérimente ou
programme hi-mdme, e,

Je voudrais insister, ici, sur intérée de Papproche algorithmique en
mathématiques. Ce doni personne évidemment ne dgute, mais gue les
programmes actuels ou récents ont tendance A ignorer, au profit d'autres
approches, souvent plus élégantes et non moins fruchasuses, cerfes, mais
qui ne sont cependant ni meilleures, ni moins bonnes, méme si A certaing
stades du développement des mathématiques, elies ont pu &re priviié-
gifes. '

Cette disparition progressive de la démarche aigorithmigque dans
Panseignemient a certainement de mudtiples raisons, et notamment, la dif-
ficulté d’en absiraire In généralité, sans tomber dans un formalisme préa-
lable excessif.

(*) Conférence du 25.10.85 aux Journées Nationales de Part-Barcarés,
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Entendons nous bien ! H ne parait pas souhaitable de faire en tant
que tel, un ensgignement d’algorithmigue au Collage ou au Lycés, Sim-
plement, il "agit décrire et de frire écrire quelques algorithmes, en tirant
profit, sur ¢e plan, de Vapport concepiuel de Pinformatique gui, gvec uty
minimum d’arsenal fechpique, permet de les décrire, d'une maniére plus
“naturelle’’ en un sens, o en tout ¢as, plus abordable que nos antigues
“‘ef aingi de suite...””, “ete...>" ou tout autre variante plus ow moins heu-
reuse.

Je me prapose done, de préciser cetie description sur quelques exem-
ples, et de montrer comment, un algorithme éfant congu comme une régle
de succession de ““sitnations’’ gui fait passer 4’ une situation Initinke don-
Hée & une situaiion finale recherchée, il cst possible de ““faire Ia preuve”
que ke résultat obtenu est bien celui guw'on soubaitail.

Ce qui semble la moindre des chases ! Mais, n’est pas évident : qui est
vraiment convainct, sauf & refaire I'élévation au carré dans chaque cas,
de la justesse de 'slgorithme que U'on pratiquait jadis ‘4 ka main®’ pour
PPextraction d*une racine carrée ?

Premier exemple

Nous partons d’une transformation T définte sar des triplets (2,4, 0}
F’entiers positifs ou nuls, définie comme suif :

1} 8i b st impnir, p est transformé en p + . Sinon, p reste inchangé,
2} a ef b somt respectivement oansformdés en 2a et en g quotient de la
division de b par 2.

Observons que I'ordre dans lequel sont effectuées ces apérations est
important : partant, par exemple, du tripler (3, 7, 1}, T le transforme en
(6, 3, 4} alors guw’en appliquant 2 puis 1, on obtiendrait (4, 3, 7).

Remarguons également que si b est au départ strictement positif, sa
nauvelle valeur aprés transformation sera strictement inférieurs a4
Pancienne.

MNous pouvons, maintenant, décrire notre algorithme. Partons d'une
situation initialc ol g = @ & = Jyet p = O,

8i b est différent de 8, appliquons a ce triplet Ia transformation T, et
recommengons de méme sur Ie nouveay triplet, et,... dinsi de suite... tant
que & reste différent de 2éro. ;

En vertu de Ia remarque faite précédemment, nous obtiendrons au
bour d*un certain temps, un triplet (@, 5y, py) o &y sera nul. Nous arré-
tons alors le cakeul, ot convenons de dire gne son résultat est py.

Cette descriggion forcément un peu longue en langage cousant s¢ ira-
duit aisément en principe, dans o’mporie guel langage de progranuma-
tiom, et avec un minimum d*habitude de fagon trés claire.
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Dans un sexi-langage, nous ditons par exemple ;

““ } Tant_que b+9 faire,
8 b impair, alors, p .. p + a, fin,
& e 28, B e guiotiont de b par 2,
ﬁn'l

{La fidche x ~— y signifiant gue le nombre désigné par la leitre x, 1a
“variable'* dira-t-on, '‘regoit’” comme nouvelle valeur celle attribuée 4 v,
On écrit aussi x @ = ¥ ou, hélasi, x=3).

Demandons nous maintenant, ce que calcule cet algorithme, ¢’est-3-
dire, que vaut p; en fonction de g, et &,

L’abservation fondamentale est ici, que lorsgu'on cffectue 1a trang-
formation T, la quastiié ob + p reste inchangée, comme on le vérifiera
aisément.

Elle aura donc ia méme valeur en fin de caleul qu’au début de celui-
ci. Yalant ayb, inttizlement puisque, g, st nul, et p; & la fin puisque, cette
fois by est aul, i en résulte que

= by

Nous avons ainsi calculé le produit des nombres @, ¢t by, par ong

méthode qui remonte d’ailteurs, 4 fa phos haute antiquité !

Premier commentaire

Nous avens donc i3, une manifre de nous assurer qu’un algorithme
effectue bien un calcul donné : ehercher sme quantité qui reste inchangée
tont av long des Stepes successlves dn calenl, e comparer aiors les formes
qu’elle prend an début du eslenl ef 3 I fin dudit.

Cette notion n'est pas nouvelle, certes, elie ¢st méme absolumient
fondamentale dang la démarche mathématigue : cela s’appele ““chercher
des invariants'’,

Malgré son imporiance, cependant, elle n'a fait que de timides appa-
ritions, souvent fugitives, dans notre enseignemert : i serait trop long ki
de tenter d’en cerner les raisons, comme de faire une véritable analyse
didactique de son obsolescenice, en géométrie notamment {ou bien, esi-ce
ia géomdtrie, elle-mBme, ... 7).

Excellente occasion dong, que de la mettre en évidence par e biais
@’ algorithmes !

Commentzire sar le précédent

Mais, dira-t-on, Pinvariant mis en évidence sur Pexemple précédent,
explique peut-8tre, pourquei Palgorithme calcule bien ce que Pon vent,
mais semble parfaitement ‘‘parachuté” : g%l est vrai que c’est un “tyuc”
commode, comment faire en soTte que ce ne soit pas seulerent un truc, 4
réinventer précisément dans chaque cas particulier ?
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Remarquons ¢n passant, gu'i en est souvent ainsi #sn pivean de fa
recherche mathématique ; on trouve sans cesse de nouveaux invariants
plus fins ou mieux adapiés & ce que "on veut identifier ou difftrencier.

Par contre, ici, I'approche est différente et en quelque sorie inversée,
bien que cela demande 3 étre nuancé ; nous ne cherchons pas A distinguner
ol au contraire rassembler des objets existant a priori. Nous cherchons 4
construire ces objets, situations, algorithmes, programmes...

Et, nous alions Jes bitir autour de 1a notion d'invarisnt, comme une
trame sur laguelle neus tisserons notre canevas.

Exemple de tissage

Je veux, &ant donnés deux entiers positifs x ¢ »# {x non nul), calculer
x#, en effectuant & moins possible de multiplications.

Guelgues exemples du type qui précéde m'ont permis de remarquer
Pintérét de ka division par 2 dans certaines circonstances.

Je tente donc cette division sur x ou sur n, ou sur les deux & la fois : je
saisis plus ou moing vite, qu’il vaut mienx essayer sur #...

Fécris alors : n=2g+r rvalant G ou 1
et ohtiens :  x7e= (IXX’

Je suis presque ramené A une sitpation plus “‘simple’’ : calculer une
puissance d'un nombre plus grand, sans doute {c’est pour cela que je Pai
appelé x, aves son poavoir évocateur d’inconnu), mails avee un exposant
plus petit ¢ au licu de n. Me nous attardons pas sur Ie plus “simple®’ : ce
n’est pas encore de la récurrence, c'est déja de la récursivitd...

A ceci prés cependant, que le second membre de mon égalité n'est
plus iput & fait de o mbme forme gue le premier : j"avais une pUissance,
§'at un mondme.

Cest 14 que se sitoe un pas délicat, ol senle va me guider Vidée de
“situation générale’” @ pluidt que de calculer senlement une puissance, je
vais calculer un mondme. La difficulié est du méme ordre en géométrie;
quand on dit : *‘menons la perpendiculaire issue de A sur BC o appelons
H e point d’intersection,..’’. Je n'en suis pas sir ; le concept de situation
générale, une fois acquis, pousse 3 généraliser, précisément. Il reste
encore un éventail de possibles : du moins, 1a problématique a-t-elle gagné
en clarte !

Je pénéralise donc, bravement, en introduisant une nouvelle variable
z et cherche 2 caleuier le produit zx x?

Toujours avee : =g +r
P obtiens T MM e (20O (W
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Ce gui me ““prouve’ gue [a guantité z X ¢" reste invarianie par la
transformation suivante :

1} Si » impsir, alors, z—— zx. lia.
Z}Xv-u—--x’.ﬁa-—q

(NOTA : quelques expériences malheureuses, mais hors sujet, prou-
vent si I'on ne veul pas mélanger les genves, qu'il vaut mieux écrire
TR e XXX i€ X — X%, Cela sera sous-entendu, par fa suited.

Je paux maintenant écrire Palgorithme de caloul de x7, étant entendu
que ie dois donner a z la valeur 1 ¢lans la situation initiale, sa production
finale éant obtenue lorsque Pinvariant ¢st égal A la dernidre valeur de z
calculée, c’est-a-dire quand cette fois, x7 est égal 4 1, soit encore, x #tant
strictement positif, si # est égal 4 0.

Om écrira done

l‘iz ‘___l

Tant que n 4 faire
si, n impair, slors, z .— zx. fin.
x «— X%, 1 — guotient de n par 2.
ﬁu?’

La similitude de cet algorithme avec le précédent est frappante : je
Iaisse au lecteur [& soin d'imaginer une situation plus générale...

Hors propos

En écrivant Pentier # en base 2, ¢ remarquant que, A chaque étape,
l2 longueur de Iécriture correspondante diminue d une anité, on voit que
Ialgorithme peécédent exife au plus 2x &) multiplications, &) dést-
gnant l& nombre de chiffre en base 2 de n (on pourrait &re plus précis
puisque une des muitiplications est *commandée’ par la condition
d’imparité de m). En fait, quifte & Paméliorer an 1’ #erivant avirement {fa
premié¢re multiplication de z par x est triviale, la derniére élévation au
carré de x ne sert & rien), on arrive 3 2 &m) - 2 multiplicstions : ainsi x28
s¢ caleulera avee 18 multiplications seulement, ¢e qui est done, une
réponse partielle & potre exigence initiale de minimiser le nombre de mul-
tiplications.

Cihzervons gue e n'est pas 1a meilleure, méme si 'on a cherché a ln
préciser. Avec n = 15 par exemple, cela exige 6 muldplications, alors que
Palgorithme ; ’

Y XX, Yo XX Y, T YUY, Yo PR Y I X
aboutit 4 Ja valeur y=x™ en § multiplications seulement,

Si un dispositif analogigue quelcongue devait répéter un grqnd nom-
bre de fois cette élévation 4 Ia puissance IS, le gain de temps serait dans fe
rapport de § & 6, ce qui est loin d'8ire négligeable...
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Mais nous avons quand méme trouvé une “bonne” solution dans ie
cas général, 0 n est quelconque, sans qu’elle soif névessairement la “meil-
teure’™ @ om &'en contentera dans toute sitiation réelle o ¢’ autres impéra-
tifs de temps d'étude et de rentabilité vont imervenir, du moins tant gu une
nouvelle amélioration théorigue ne devient pas “indispensable™...

Avec &'autres critéres de valeur, nous nous retrogvons dans 1a situa-
tion du chercheur en mathématigues face A la découverte. .. de nouveunx
invarisnts, par exemple. Mais, notre ambition n’étant pas de ransformer
tous nos &dves en futurs mathématiciens professionnels, i ne me semble
pas inutile de souligner guand on en a P'occasion (et, au bescin Ia criéer...)
qu’un probléme, ou plutdt une problématicue n’a pas généralement, une
seule *'bonne™ solution, mais une approche plus op moins heureuse, of
les connaissarces gue nous visons & enseigner peuvent jouer un r8le déter.
miznant, y compris dang les questions gqu'elles soulévent,

Dernier exemple

Jrai passé sous silence dans Ialgorithme précédent, le fait que cehui-ci,
aboutissant lorsgue o vaut 0, i faut gu'd ce moment i4, la valeur de x soit
non oulle (pour éviter Iz forme pathologique %), ot gu'intermédiairement
F’'ailleurs, toute étape du calcul préparait & une awtre of ies opérations sont
“exécutables™, ¢'est-d-dire ol le nouveau triplet {z. x. n) reste dans le
domaine de définition de ia transformation envisapgée.

C'éiait évident, mais cela ne Pest pas nécessairament dans un cadre
plus général, et, cette évidence cachait un fait essentiel : Pinvariant “zen”
qui a permis de conelure, s’alliay sous forme implicite 4 la constatation
gue, an cours du caloul, i} restait constamment défini. Bref, ¢’éait pletét
une assertion logique énongant, par exemple : *2, X &t » sont des entlers
positifs, x est sirictement positif et zx" reste inchangé®”,

Ce n"¢gl pas couper Jes cheveux en quatre, ¢ar cela va Etre presque tou-
jours le cas. Mais, il 'y a pas Heo de s'effrayer : Finvariant sera, simple-
ment, ¢n général, ane phrase du Inngage coucsnt ga’il est inmutide, & ce stade,
de formaliser plus avant, ¢t qui ¥ gagnera méme on spontanéité !

Donnes en, un exemple fypique qui, bied qu'écrit avec des nombres,
se rattache déjd a des algorithmes *‘non numérigues™. Il s*agit de la recher-
vhe d'un meot dans un dictionnaire, A caractére dichotomigue pour faire le
lien avec ce qui précéde, et, évoquant de maniére discréte {en tant
qu'opposé & cootinu), le bien conma ‘‘théoréme des valeurs
intermédiaires®.

Le probléme est ke suivant :

S0t a(l)< a{2)< ... < a{#) vne suite strictement croissante de nom-
bres {entiers, si I"on veut} et ¥ an nombre vérifiant :

1) x<al(m
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Le but @u calewd est de déterminer Pentier j tel que :
adsx<af+ ™

. , N N
Pazeons sur les essais. La conscience d'une recherche de “situation
générale’ améne & définir celie~ci, commie Ja situation suivante :

“u ¢t v sout denx entiers tels que 1S <y n o o) < x <y

Au départ, Insituationest u =1 e v =n
A la fin, elle sera u=7j e v =j&l

11 faut done chercher A réduire au cours des étapes successives 1'inter-
valle [z, #].

Llinvariant est toit trouvé @ ¢'est précisément 12 proposition définds-
sani la situation gérérale, affirmée comme restast vraic A chague étape.

La méthode de passage d’une stdation 4 la suivante dépend de notre
degré de connaissance ou d'invention. Youlant llustrer ia méthode dicho-
tomigque nous écrirons donc, Palgorthme syivant dont le résultat est u :

pullF ' NN (U 3
Tant gue a0+ Y <y {alre
g« partie entidre de ﬁ—%ﬁ

" s, 2(g) < x, glors, i@
sinon, v g, fin.

I #

'ﬁnu

Pour conclure

Nopus nous sommes volontairement bmitds, ici, 4 un champ bien précis
d’exemples, iHustrant une méthode classique “d’accélération”™ d’algorith-
mes. DVaatres choix sont évidemment possibles et souhaitables avec
Q’autres objectifs sous-jagents qui, 4 tel ou te! niveau, ne demandent pas 3
&re théorivés : I'itération comme recherche éventuelle de ponts fixes ou
périodigues, la réversibilité de ceriains algorithmes, utilisation d’une émi-
mération pour établir certaines formules de récurrence, Iz traduction auto-
matique d'un algorithme non-déterministe en algorithme déterministe par
**effet miroit® g,

11 é1ast évidemnment knpossible de tracer fontes les direciions possibles
et 4 fortion de les concrétiser en exemples suggestifs © <7est un travail &
faire, en grande partie, et cela pouorrait I'8tre nojamment dans les IREM.

Enfin, je n’ai pas envisage la question de “sortie de Ia baucle®, c’gst-
A-dire de savoir st un algorithme s"arréte 4 un moment donné ou continue
indéfiniment, les exemples pris aboutissant presque évidemment. Clest
pourtant {4 une question fort délicate. Qu’on en juge par Malgorithme sui-
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vant, o0 I'on ne sait toujoury pas si pour toute valeur de Pentler n 1l S"arrdte
ou continue indéfiniment :

* Yool que 2> 1 feire
si, 7 puir, alors, # «— a/2
ginon, n — In4+ 1. fin,
fin »*,

NOTA : On consaliers avec profit te livie de J, ARSAC “Les bases de Iz
progravamation’ (Dunod Informatique - 1983}, sans compier les diverses dditions de D
KNUTH “The Art of Compuier Programiming'’ (Addison Wesley) of, puisquil ne s'agit pas
d*une biblographic exbaustive,.., la prochaine brachure & pargiire de PIREM 4’ Aix-Marseilie,
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