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étude
papier quadrillé et calcul de pi

par Bruno Gréco,
Toulouse

L'usage conjugué du papier quadrillé et de Pinformatique de poche @
mativé et permis ceite étude. On y fabrique une fornille de formules adap-
tées au calcul effectif de & et un critdre thégrigue mesure la rapidité de
chaeune d’elfes. La course git record est d aitlewrs ouverte...

A quoi est diie la fascination exercée sur tant d’esprits {j"espére bien
ne pas Bre le senl en tout cas) par le papier quadrillé 7 Ses possibilités au
pian ludigue {du morpion au jeu de ia vie) sont pratiquement infinies.
Daus la pratigue mathématique élémentaire, i est fe support aaturel et
obligé des notions de coordonnées et de coefficient directeur. Voici deux
exernples récents qui montrent clairement son utilité ;

1 -(Rac Fi Tounlouse Juia 85) : On dompe A7LO) B(3,2) Cr5.-1) &
Dl = fOx)N(BC)... Calculer @ 0.1 degré prés les ongles du triangle
ABC. L'énoncé é&ait accompagné de Iz fipure sur papier non guadrilié, ce
qui empéchait de lire la réponse ia plus simple :

A=45+tan (1) 8 = 45°+tan? (2/3)
et & = 180° - A~ B hien sdr,
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2 - (page 6 bull. APMEP réginnale toulousaine Avril 83) : l¢ recrangle
ABCD est tel que AB = 3AD; on margue sur JDC] le point E tod que
DE = DA. Quelle relation existe-1-if entre BEC et BDC ? LA encore,
figure sur papier non quadrillé, Comment dés lors voir simplerment que le
iriangle DBE’ (B’ symétrigue de E par rapport 3 (AB)est rectangle iso-
céle en E’ 7 Notons gue la relation

tan(1/2) + tanV (3/3) = w/4

éeablie dans cet exercice, fait I'objet du B du probléne Bac © Amiens 83
(ot elle résulte de manipulations ¢’analyse plutdt alambiquées).
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Nous allons généraliser 'esprit de ce dernier exercice pour trouver
d’autres formules donnant ¥ {dont la célébre formule de MECHIN), en

cherchant, de plus, une efficacité du point de vue du calcu! pratique de ses
décimales.
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L’exposé qui suit se présente sous forme de théme avec activités de
niveau terminale et parfois plus {de nombreuses notions du programme
de Terminale s'y frouvent investies). Papier {guadrillé!), cravon et
moyens de programmation sont 3 prévoir.

1. Des dessins &
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A w/2=3 tan™ (1) soit T/A=tant {I)
B w/d=tan™ (1/2) 4+ tan™ {1/3)

ft

JRNSS: O W
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C:tan? (I/2)=tan™ (1/3) + tan™ (/T
D: ¥x€R, tan—Yx) + tan‘*‘(l/x):zf mod. T
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ACTIVITES

Al - Hlustrer los relations *

* fant (173 =tan (1/75)+ tant £1/8)
*w/d=2 tant (173 v tant (177

* jart (1/3)=tar (174) + tan? (17 13)

AZ - Quelles relations fisez-vous sur lg figure ci-dessous fen perticu-
lier les valeurs de 2tqnt (1/2) ef 2ion\ {1/3})

Monirer que !

a=cme=f=tan I/7 et que b=d=tan? 2/1}

Compléter i figure pour montrer que

s tant 1/7=tan 7/24

Ce dernier exemple monire qu'il est temps de trouver un procédé
algébrigite pour établir de telles relations si on ne veut pas gaspiller trop
de papier quadrilié ! Voyons mainienant I'intérdt pratique de ces petits
dessins pour le caleul de 7.

2. Calcul effectif de tan*! 1/x {pour x entier >1)

Pour u céel et n entier naturel, posons :
Sons () =u~5 34 07/5... +{—iun+1 241
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On démonire ; *
Théoréme I : YuSR, vnEN,

ftan i =S, gl < Jﬂﬂ
n+3

A3 - Démonirer ke thdoréme du niveau terminale, en utitisant
Y g
Jo I+#

Ad - Erraser ln méme moucke aver fe marteau de la théprie des
séries entiéres (pour wc [~ L1

wunty =

Fixons & dans Uintervaile [ - 1,1]. Le théoréme 1 montre afors gue

San 4 1(10) converge vers tanty (puisqu’on peut majorer par 2 13},
n

Sy.4 ) converge m@me uniformément vers tantw sur [ 1, 1]).

On écrit : v [~ 1,11 tan'u=w/1 ~173 +8/5 —1/7 +
ce qui constitue le développement en série entidre de tan™ sur £~ 1,1].

Mais le théoréme 1 donne surtout une mesure de Ia vitesse de conver-
gence ('autant meifleure que u esi proche de 0},

La formule ci-dessus est particulieremnent adaptée an calcul pratigue
si on prend &= 1/x avec x entier &t qu’on utilise ka forme de HORNER.

ormule 2 ¢ 1) =t~ L. 3 - 2a-1 .00
Jormu Szn 41 (1) x( 3‘2{ { (X ﬂﬂ‘i‘l)f

En effet, sous cette forme (et 5t x et 2n+ | sont inférieurs & 218, le
calcul avec beancoup de décimales s'effectue sur wrn seud nombre mnilti-
précisien avec n— 1 muliiplications, 3a + 1 divisions par des nombres simn-
ple précision &t » compiémentations 2 1. De plus cette forme évite la pro~
pagation des erreurs d’arrondi.

| AS - Calculer S,,{1/18] avec 20 décimales. |

* Occupons nous maintenant du temps de caleul. Pour avoir p décima-
les de tan*1 /x, il suffit de choisir n tel gque

2m+3 > &%ﬁ et de caleuler Sqp 4 1(1/).

‘:AG - Didmontrer cette affirmation.
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Donc & p fixé nm est 4 peu prés proportionnel & 1/fx. Or nous avons

i que le nombre d’opérations nécessaites est 3 peu prés proportionnel &

gt I temps de calcil 3 pen prés proportionnel an nombre d’opérations.
nc

Résultor 3 : a p fixé, le temps de calend de tant L avec p décimales par la
x
formule 2 est A peu pris proportionnel & 1/fax.

! A7 - A x fixé, Ie temps de caicul est-il & peu prés proporfionnel & p ? i

Revenons au calcul de 7 ; le jew va consister & écrire  comme une
spmme d'arctangenies dinverses d’entiers aussi grands que possible, avec
aussi pew dentiers que possible.

Fi ]
Considérons 1a formule : 1 = E} @ tan(-L)
B Xi
avec g, et x; entiers, Si on néglige les multiplications par g; ¢i les additions
des arctangentes {c¢ qui est d’autant plus légiitme qne p est gramd), le

temips de caleul est alors & peu prés proportionnel 4 _ﬁl i , toujours a
= i‘

2 fixé bign sdr.

Diéfinition et propriété 4 : on appelie facteur de convergence (FC) de

Pexpression ’fﬁl dp tan N w!*] iz réel
) ‘rf

v o1

¥C —t

= §=1 ﬁ'lx;'

A p fixé, le temps de exlcnt de cette expression par Iz formsule 2 est A pen
pris preportionnel & FC,

Remargtee » la série de Leibniz > T=4(1 - 1/3+ /5~ 1/T yrésulte dela
formule 7 =4 tan! 1. Son facicur de convergence ast ifinf, ce qui s¢ véri-
fie bicn en pratigue !

Exemples : 4 formules dornant %/4 ont déjd é1é établies, Voici leurs fac-
teurs de convergence, feur temps réel de calcul sur un microordinaieur
{avec 64 décimales) et Je temps théorique obtenu par régle de trois 4 partir
du FC de la premiése =
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[ Formuie FC | tréelty | 1 théorigue (s}

Tan 172+ a0 173 735 55 —
Stanl 3eant 17 ) 3 B
tan? /2 +ian?! §/5 +iant 1/8 2.58 3% 59.44
et 1/4+tan 1774 2ano 113 (WS IAETY 3803

3. Des ontils algébrigues pour Fabriguer d’antres formules

Yoici Poutil fondamental : soit R=RU(») avec les conventions
habituclies de calcul.

Propriété 5 : YXER, VER,
tantx+tanly = tant (—fmi"#’—) mod. T
- Xy

Le dessin ci-dessous en est une illustration :
A

ji
% * /
f | | l,r1 i An X}
A I

. T

A& - Démontrer lo propriété 5 par composition de 2 simifitudes
direcies d'dcritures complexes £’ =fi+ixjret 2’ =(f +ivjz

l' AS - La démontrer en ufilisont une formule bien connue de trigono-
meétrie.

Allégeons nos notations :

Définition et propriceé 6 : Y2ER, VyER, onposs 1 x Py = %‘tﬁ.
~Xy

Onaalors t x B y=7 <==>tan’x + o'y = tap iz mod, T
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Cette loi @ résulte bien sOr do transfert de 'addition de-R/7Z par
la bijection tan : R/ ¢#Z—> R. )

{R, & ) est donc un groupe commusatif, dans lequel opposé de ¥ est
—x {car tan est impaire). On utilisera donge les écritures . x @ p ot
gx(a€?). On +écrira par exemple : 1=2.(1/3)@ {(1/7),
(/D (1/4)=1/13, etc.

© _ ad+
d bd—ac

&
g

ALO - Vérifier gue «g_ &

Dans le cos a, b, ¢, d entiers relatifs, programmer ce caicuf en pré-
voyant la simplification de la fraction résultay,

. i 1 i
All - Vérifiergque: — =
ier qu x  x+1 *ired
.4 1 2
er gue ;. - &
? X mx+2 x4+ ip

AIZ - On pose Fy=Fi=1 et YRENY, Fopp=Fy+ Fy_,; (suite de
Fiboneocij. ‘

I S
n-1 Ko Fayyz

1 _— I 1
Al3 - Vorifier 2
(f que r """) £ B

Montrer que : ¥anE N,

Remargue ; 5i on compare les FC des 2 membres de A3 en tragant je gra-

he d [ - 1
PRECEX ™ e Tax | Ba@dr3n

on constate que le second membre est plus performant que le premier
pour x€ 11,6].

La formule Z esi adaptée au caloul si x ¢st un entier, Aussi allons nous
essayer de décomposer dans (R, &) un rationnel quelconque en
“somme’’ d'inverses d'entiers. Soit donc 1’éguation en (x,y) entiers rela-
tifs :

(E) : -g-=—i-$ avec & et b premiers entre eux donnés.
X

4
»
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A - Montrer gque (E} équivaut & ; fax - bjfay — bi=da*+ 12,
A3 - Ramener {E) & ia recherche des poinis de coordonndes entiéres
sur une hyperbole. En dédiire qu'on peut restreindre fe choix de x @
Fintervatle : { -8 b+ \ffl oll S + b

F) Fd

Soit d un diviseur de S=¢* + b* congm & — b moduio . Alors 5/d est
aussi congru 4 ~ & module @ car & et b sont premiers entre cux.
Cexi, joint 4 A4, déniontre le théoréme 7,

Thécréme 7 : les solutions de (E) sount fes couples (218 @+37/d) ,
, @ a

ol 7 est tout diviseur de ¥ congru & — & modulo a.

AIS - 2 algorithmes sont mvmage;zb!es pour résoudre (E} :
I - faire varier x de b-V§ P4 b+ S
2 @

2 - décompuoser § en facteurs premiers et chercher parmi les diviseurs
ceux gui sont congrus & - B modulo a.

Discurer sufvant les valeurs de o et b, U'efficacité respective des deux
méthodes.
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Exemple : $aprés AZ, 1=3.{1/7) @ 2.{2/11).

Décomposons 2/11 1 S=125=35%; les § diviseurs de S sont congrus &
~ 11 modulo 2 et on a essentiellement 4 solutions pourd=+letd= x5

di-%5 -1 I 5
X 3 51 61 8
yi—-71-57/68]18

Donc 2/11 =(1/3)2{1/7), ce qui s¢ lisait sur la figure, mais aussi
2/11=1/8 B 1/18 00 I'on tire :
1=341/7) ®2.(1/8) @ 2.(1/18) FC=1,34.
En utilisant 1/7=1/8 @ 1/57 (A1l), Hl vient :

1=5.41/8) @ 2.(1/18) @ 3.(1/5%) Fh) FC=1,07

Al17 - Exploiter fes 2 auires formules : 2o d od-1agl
i 5 37 6 58

AlS8 - Erudier Véguation en (x,p) :

(E')_g_ =2.£ ® }I_ fx, b en:{ers relotifs).

On drablira par exemple gue (E') égquiveut é&
{ay ~ bifax® — 2bx—al = 2x(@+ B2} ei gue si fx,vi est solution,
axt— 2bx — a divise §' =2f0* + B, Io réciproque dtant fousse.

4. Traois formules efficaces

1 - Une voie 3 explorer est de découper /4 en multiples d'un angle plus
petit en espérant un régidu simple.

Adinsi, '

191/3=3/2; 1/2€1/3=1/T d%00 1 =2.1/3 @ 1/7 (déji vu)
181/4=3/5 ; 3/50Q1/4=1/23 ; /23 &1/4=5/99; or en décomposant
par Th 7 : 5/99=1/20 & 1/1985 donc 1=3.(1/4) ®{1/20) B {1/1985)
{bonne anaée 1) ’
1&1/5=2/3;273081/5=17 ; 7/17T01/5=9/46 : /465 1 /5= —1/23%
d’oit 1a célébre formule de MECHIN ;

I=41/5) © (3/23% D FC=0,80
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2 - D"aprés 1z remarque suivant Al3, on peut améliorer F2 ¢n remplacant
1/ par 2.1/1001/515, Il vient

1=8.{/1050(1/239) < 4.(1/515) ¥3) FO=8,TI7

3 - En reprenant F1, on peut se débarrasser dconomiquement de 1/8 ¢
1/8=1/9 B 1/73 (411 ; 1/9=2.1/1881/2943 (4 13) soit

/8=2 /18 @{i/73 © 1/2943)=2.1/18 & 77524 mais si on décompose
7/324 on trouye :

§=274625=5%.13% ¢t pour d = — 125, on a x=457 et y= ~239, d'04

1=12.(1/18) B 8.(1/5N)©5.(1/23%) (F4) ~-FC=077%

AI9 - Fabriguer d’artres formules, en essavant bien dir de mini-
miser FC. .

5. Poinis entiers {(i.e de coprdonnées entitres) sor Jes cercles
de centre O

La présence abondante d’ angles droits dans les figures du f et appa-
ritiont insistante de 27 + B dans Pétude des éguations €B) et (E') conduit
naturellemnent auv sujet de ce paragraphe.

E des points entiers du cercle C de centre O est non vide. Déterminer

fe groupe des isométries du plan laissont E invariant (c'est le groupe
U diddral d'indice 4, engendré par les 2 syméiries d’axes (Ox) et la pre-
i_n;:’ére bissectrice]. Montrer que le cardinal de E est divisible par 4.

Notation et propriété § @ — .

Soit A ei B 2 polnts d’un cercle C ., On notera AB I'édiément de R délini
par: AB=tan{(MA,MB) o2 M est un point quelcongue dg_C . N
Si A,B,C soni 3 points de C o a s relation de Chasles : AC = AB @ BC

Prenons un repere orthonormé ((Sjiw.’j) du pin. Le lemme 9 permet
alors le calcul effectif de AB :

Lemme 9
Si C est de cenire O, si A & pour caordonnées 1,y et B &',y slors
AR=V. X 37X
X' 4x p+y

A2l - Démontrer fe lemme 9 1
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Le résultat suivant résoud, en un sens, complétement notre recherche
de formules pour ¥ :

Thégréme H): les poinis entlers sar kes cercles de centre {F dounent éoutes
les formules du type 1=a.X DO, ¥ S ... avee a,b... oatlers et X, F...
rationnels.

Tout cercle confenant des points entiers fournit en effet une for-
mule: Soit Afx,¥) an point entier de ¢ —rXxh et Ay, Az Agles
points enticrs situés entre A ¢t B. On a AB=1 ot d’aprés Chasles :

_ - I=AA, @ AA, ®..4AB
o0 AA,,... A,B sont rationnels daprés lemme 9,

Exemples ; le cercle gde rayon 5 contiens A(5,0) Aj#.3} Ad3.4) et
B0.5). AA = 1/3=A8 et A A;=1/7} donrc F=2.(1/3) ®(i/7)

De méme, sur le cercle de rayon /65, on a les points A(8,1) Ad7.4}
Af4.7) Ayf1,8) et Bf— 1,8), qui donnent ;

I=tl/8} B3/ B {1/5 S (1/8)

La réciprogue est basée sur le lemme 11

Lemme 11 -
SE A est entier et AB rationnel alors B st & coordonnées rativnneles.

(Pour 1a dé&monsiration, utiliser le lemme 9).

Sait alors one formule 1 =2, P o, B ... & a, avec 4y, a,...0, ration-
nels. Soit ¢ lecercle trigonométrigee ef A le point (1,0). Plagons le point
Ay Sur C tel que 1 =y,

Par lemme 11, A, est ¥ coordannés rationnelies. Mais alors par sne
homothétic de centre O de rapport entier, on pout “‘rendre A, entier”, On
place alors A, tel que AjAs;=ay. Ay #ant 3 coordonndes rationnelles, on
pewt le rendre emtier par homothétie, etc..,

Exemple ; la formule 1 =1/2 @ {/5® 1/8
EMrerminons Ay sur le cercle trigo 1el que AA; =172 ; ses coordonnées
X,y vérifieni :

YOI/ 2x+ 1}

1=—x=1/2{0+ v}
soit x =375 ef y=4/5. Par homothétie de rapport 5, on a donc 43,0}
el A (3.4} sur le cercle de rayon 5. Cherchons alors A; tel que
AsAy =175 les coordonndes de Ay virifiemt ;

y—4=[/%x+3)

I—x=f/ 34+ y) ol x=16/13 et y=63/13. Par homoihétie de
rapport 13 on obtient elors les points A{65,0) Af39.52) et 416,63}
?:‘B le I.:;;‘;rze de ravon 65=5.13. En posapi B{0.55) on vérifie que
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Il reste & chercher les cercles fes phus riches en poinis entiers.

Les denx propridtés suivantes constituent une approche gbomeétrique
de I'é&quation en nombres entiers : A + 1 = n dont la théorie, entiérerment
¢lucidée, n'est plus accessibie en terminale.

Propriéeé 12 :
Seoft R entier. Les cercles de rayon VR et V2R contiennent antant de
points entiers.

Pour la démonstration, stiliser {a similitude 7’ = (1 + )z ¢t des consi-
dérations de parité, |

Proprideé 12 :

Soit C mn cercle de centre O contenant des points entiers et § {o stinili-
inde z° = (g + iblz svec a £i b entiers.

8i I'angle de I n’est pas un multiple entier de /4, alors £ ) contient
plus de poimls entiers que C .

Démonstration : soit E{resp. E°) Pensemble des points entiers de C
{resp. K € )). )
Draprés Vécriture complexe de f, E)CE’.
[}’a'{)rés A20, ies seuls axes de symétrie de E’ sont {Ox), (Oy) et fes
deux bissectrices du repére. Cr H(Ox), qui n’est aucune de ces 4 droites vu

Phypothése sur I'angle de f, est axe de svmétrie de [{E).
Donc: f(E)y*E’ oqfd.

A22 - Quel est le plus petit cercle conienant 20 (resp. 24) points
entiers ?

| A23 - Soit frz - {2+ 3D7. En appligunont plusiesrs fois § @ partir du

cercle rigo, vérifier que le cercle de rayon 169 = 13 contient les points
A0, 169), B(65,156) ei (119,120}, En déduire la formule de Méchin
fealculer BLY o Di120, 119},

Le rapport de f est +fa® + 8. On n’a donc plus qu'a tester les cercles
dont ke rayon est un produit de tels rapports.

Remarque ! les premidres valewrs premidres de o2+ b2 sont |
2 {a=1 b=1} inintéressant d"apsés prop. 12

$ {a=1b=2)

13a=20=3)

7{a=1 b=4)

29{@=2b=5)etc.

Remarque ! on peut tirer des formules intéressantes de cercles de rayon
modeste, 4 condition d’utiliser conjointement les méthodes algébrigues
du X
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Ainsi sur le cercle de rayon 13, on a les poinis A{0, 13) B(S, 12)
12, S)et D(13, O},

=CD=1/5 et BC=7/17. Donc: 1=2.175 @ 7/17
Eiudions alors la décompasition 7/17=2.1/x ® 1/» (voir AI8:
2074+ 1T)=676=2%13% 3 18 diviseurs et pour le divisenr = ~ 2, 'équation
Txt—-34x—-T=d admer Ila solution entidtre x=$ d'od Pon tire
Ty—17T=(676.5)/{~2) soit p= -~ 239,
On récupére done i formaule de MECHIN,

A24 - Chercher les points de coordonnées entidres sur le cercle de
rayon J325 {325 = 3%, 13y, Décomposer 2729 et 49/257 et retrouver la
Jormule F4,

A25 - Utiliser le cercle de rayon /783 pour trouver une formule com-
mengant par 1=22.(1/28)... ef de FC=0,710 {ce qui constitue le FC
record dans Véfef actuel de mes connaissances).

36l




Calculdes par 2 formule 1 =22, 5*5 ®2.

X,
a5
5823
2137
4465
40802
8454
2847
B48S
T
Bgl/
iBre
13184
5R53
1185
2724
6244
1987
3-8
6812
629]

145
4281
8136
3598
1853
2533
7838
6914
S628

332

321
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1455
2284

281

673
9550
8418
axes
h548
E&32
2682
4881
9253
1459
18983
486
galz

556

2317
2523
J145
A3B3
5495
2854
2322
3728
2274
4458
2528
2333
£3ap
1712
6428

2255
1221
et )
BZl4
3822
278]
8128
2337
3460
4214
SZay
368
51324
9z}
44562
2733
6438
Sgha
557
2035
A17/8
8337
1121
4221
84
4594
5035
8658
5882
7353
2689
1289

Anpnexe
1020 décimales de »

1585
8332
28672
8a8s
It7e
FEBG
4428
8576
3486
§223
2835

113
1511
8511
3239
8183
8687
3437
4818
6Bas?
4214
1B3B
29@z2
1899
9g51
5534
6149
o323
5549
/875
£613
3805

g5 A

P93
9375
899
5132
5353
z1ie
8189
1165
1845
A245
2829
1953
6034
2383
6274
!
1294
277
4676
PPHS
B899
2927
196@
B885]
$97
5389
3118
2883
428
9375
18
5257

Histoire de concrétiser ce qui précéde. ...
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443

3846
1238
a52e
8234
4881
3553
paitals
2712
43125
s8raa
254¢
244
3325
8326
An6/
4912
3453
5393
G342
FF1E
221
2368
8648
8297
317k
IBZ5
g1/
8142
4554
18952
2782
zaie

1393
{temps de calcul © 17 min sur Pordinateur de cartable CANON X07 pro-
gramimné en FORTH;.

2643
2097
348
6547
2648
544K
5973
190
5482
6568
9171
B84
7270
1179
3518
3533
9572
2171
5132
4275
22449
9258
3441
2113
816
4252
192
617
5873
I8 8
6817
BS48

3837
4944
2534
218
i1iY
2294
4451
143
1332
3135
5364
5532
3652
3195
8575
5733
47357
A28
3
27893
3343
Q235
Bicd
4399
963
2328
313
L7278
1133
Al )
1952
58673

s10

A
11018
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