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a la recherche de ses racines...

par Maurice Glaymann,
IREM de Lyon

A & mémpire de mon Mditre et An,
ISAATC TARRAB
aswassing e 31 décembre 955,
guelgue part au Liban.

Il eniste dans la liniéraiure mathératique, de multiples méthodes
pour déterminer les racines d’un téel. Ce sujet passionne les mathémati-
ciens depuis P Antiquité ot tout pamcuhérement & partir de la découverie
de Pexistence des irrationnels ; c'est le fa:t de ne pouvolr exprimer Je réel
/2 par un développement décimal finiquia condult i encadrer ce réel par
des décimaux. Cest aveg ce type de probléme qu’est née Vanalyse mathé-
matique & que par ailleors Parithmétique a progressé.

. vgn enseignait, lorsque §'étais petit, la méthode que voici pour calou-
er /2 :

2,00 06 09 0O 0O ... 1,41421%
1
1 08 24 x4 =M
26
4 GO Wl x 1 o= 281
2 8t
I 1% 00
6 04 00 _
s 65 64 28282 X 2 = 56 3564
38 36 00 _
28 28 41 282841 x 1 = 282 B4
10 07 59 efc...

Faut-i] rappeler gque ce fot trés longremps la seuie et trés mauvaize
méthode enscignée, souvent sans aucune justification ; cependant. une
théorie était faitc en clasee de Mathématiques Eiémentaires ¢f elfe faisait
Pobjet d'une question de cours au bacealaoréat |
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Entre la touche +/des calculatrices modernes et cette méthode archai-
que et dogmatique, il ne faut pas oublier les tables de logarithmes et la
régle & caleuler, reléguées aujourd’hui av Musée, mais qui ont rendu
beaucoup de services...

Cet article, sans 8tre exhaustif, présente guelques méthodes pour
approcher des racines et montrer au passage la fécondité du sujet ; en
outre, il met en évidence la constance avec laquelle I’homme cherche sans
cesse a affiner ses outils et rappelle ainsi que la mathématique est une
geuvre humaine,

1. Encadrements par le calcul direct

Pour déterminer des encadrements du réel /2, partons de la table des
carrés :

n 1 2|3
nl 1 4 | 9

qui donne ’encadrement 1<2<4 et qui permet de déduire 122,
Construisons alors la table des carrés :

nl|lL,1 L2 |L3 (14|15
n? || 1,21 1,44| 1,65 |1,96] 2,25 ..,

De ’encadrement 1,9 < 2<2,25, nous tirons
1.4 </2<1,5

L’étape suivante conduit a ’encadrement
1,9881 <« 2<2.0164
et donne 1,4l <2< 1,42

Cette méthode permet, avec de la patience, d’encadrer /2 avec la
précision que ’on veut. En outre, elle est accessible A de jeunes éléves du
collége.

2. Comment les Grecs auraient-ils pu calculer une racine
carrée ?

Avec Pythagore, créateur des mathématiques ‘‘pures’’, nait la
volonté de réduire le monde du réel @ de simples abstractions *‘calcuia-
bles* : il se développe pour elle-méme et pour des raisons esthétiques une
arithmétique géométrique. On classe des naturels selon certaines configu-
rations et on essaie de déterminer ce qu’il faut Ster d’une configuration
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pour obtenir une configuration analogue, Ainsi, par exemple, si de la
figure :

sseeoe *
sess e ®
sevee ®
L 3 I I W ®
, 2000

on obtient PP PP

S8 8%

v o000 e

Cette configuration s¢ traduit en notations aciuelles par:
i n+i1f - 2n+1} = At
OU £nCorE el —nt=2n+l
H en résalie que
120}
=3
R_al
#—(n— =20 -1
¢t en additionnant membre 4 membre, il vient ;
143454 ...+ Cr-D=n
Le résuliat permet de calculer une racine carrde par des soustractions
Sueeessives. A ma connaissance, cette méthode n's jamais &€ utilisée en
tant que (ele,

VYoici comment calcuier Ji69 ¢

1691 = 168 133-13 = 120
168 ~3 = 163 12615 = 105
185-35 = 160 10517 = 88
1807 = 153 88-19 = 69
153-92 = 144 69-21 = 48
14411 = 133 48 -23 = 35
525 =0

H a fallu effectuer 13 soustractions, donc 13%= 169,

33



Bulletin de 'APMEP n°354 - 1986

1l est facile de controler que 1+ 3 4 ...+ 25= 169 ot ivi 27— 1 =25, done
n=13,

1l est alors possible de réduire le volume des calouls en notant par exemple

que
169 =100+ 95 avee =107
Ainsi, pour =10, 2r=-1=19 et 6521 = 48
48 —23 = 25
2W-25=10
Compte-tenu de 100=1+3+...+19
ot de 69=214234+25
il vient alors 169 =1+ 3+...+234+25 .

Si le nature} positif & n’est pas un corrd, la méthode fournit un gnca-

drement de K,
Vaici par exemple le caloul de JIBES . .

k =1985 = 15004 38S

n=d40, 2n—3=79 ot 2n+1=8%

#=4] 1600 + 81 = 1681

n=42 1581+ 83=1764

n=43 F764 + 85 = 1849

r=44 1849 +-87=1936

n=45 1936+ 85 =202%

ainsi 1536 < 1985 < 2025
et 44« J1985 <45

11 est facile mainténant d’améliorer cetie méthode pour déterminer
des encadrements décimaux d’un réel /T et en particufier /2. Ainsi, en
partant de

1< fZ<2

on considére alors k=2, 108 avec
169= 13 et n=13 , Inp+ =27
d'od 16942719
196 + 29225
donc  196<2.108<225 pu 14 <2108 <152
et Ld<I<L,5
On prend alors k=2, 1{* avec
14(P = 145 X 102 = 19600 et n=140, 2n-+1=281
d'ol 196004 2Bf = |988}
19881 +283 =20 164

done 14122 1< 1428
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et LAt JT<1,42
Pout k=2.10% on trouve 1413 < yT 1,415
et pour £ =2.10% | on trouve 1,4142<./2< 1,4143 , otc,

Notez que ia technique des soustractions successives pourrait Stre uti-
lisée pour e calcul des racines carrées & Paide des anciennes calculatrices
mécanigues de bureau,

3. Babylone (—2000) nous propose un premier algorithme
On veut cateuler le cbté u d’un carré d'aire 50,

= 50
Or Foubagt soit I"encadrement T<u<t
7 est une approximation par défeut de u : T<u
gui donne lc_;- SOM B *_‘;_ et n<7—5—0

Alnsi -5;:! est une approximation par exces de u.

Posons ay=7 et bys 29

iy
La mayenne arithnsétique a; ==_;_ (s + by) o5t une nouvelle approxima-
tion gt &y = 30 en est une auire, etd...
]

Ainsi, ont calcule successivement

aﬂ”»-;-(ﬂn-l'i'baﬂl) et b= 9 aveca, = 7.
L
Avec 6 décimales, on a 12 table snivame :

T" v by

l_ 7 7,142857
P 7,071429 7.070707
L 7.071068 | 7071068

Plus généralement, pour calculer K avec #>0, on détermine le plus
grand naturel gy el que a';t;k puis on calenle successivernent bn=—f;

k

A }. Ceite suite converge vers V& {voir par
n—1

o ay= 'é—(‘%*l +
exemple {6]).
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Ainsi, pour /2 et avec & décimales, on a la table ci-dessous

an b
1 2
1,5 1,333333
1,416667 1. 411765
1,414216 1,414211
1,414214 1,414214

4. Ce que 35 siécles plus tard, Bombelli (1570) propose

O=n veut calculer JA |, (4>

¢ est le plus grand namrel tel que <A .

Hen résulte que #<A<{g+1)P.

Posons A—g%+r , sixestune approximation de A ;
Xi=pyy X gtozy

dod . x—a=_F1 _ e x=p+. L
xX+a X+da
Bombelli envisage alors Palgorithme :
r H
Xp=a+ ————  @veC Np=4 :
" a+Xp-1 ? :

La suite (x,;) converge vers -4 (voir par exemple {6).)
Ainsi, par exemple pour 2, ona A=2,0=1, r=1

et =14 1 = 2 X
f+x, P4xg_;

Dot aver six décimales :
=1 x; = 1414301 ¢
x =13 Xy = 1,414%16
X =14 x, = 1,414213
Xy = 1,4160667 X = 1,414214
x, = 1,413793 Xip = Xg
xs = 1,414286

5. Mais il y avait eu entre-temps Théon de Smyme (11 sidcle avant
1.C)
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Pour calculer 2, if calcule deux suites {ay,) et (Uy) avec gy =hy=1 et
fp 1= g+ 28,
Bri1=ea+ by

. 2
La suite de terme général 4, = & converge vers VIU
n

e ay+ 25, o Untl
Byt dy+ by [T |
Ce n’est autre gue algorithme de Bombeli,
Pour caleuler A, Théon de Smyrne uiilise I'algorithme

Ona lgey =

dpe) = gt Aby
bpat = @yt bn

Lp+ A

A
T

Pour effectuer les calculs, on peut considérer la matrice :

- (A s Cpiry -y
Me (] ) e (1) =m (b)

Exemple : V2 avecap=8y=1 M = (: ?)

ay n . {3 = S = 1,5 Wt = 2,25
(G= Q) = ) -3 :

B ) - ) o [

by 2 5

(’“‘a\x M {:’ - (1;) uy = g— = 1416, [ = 2,0069442
By | : i

(#)=m (”) = (4*) ug = 3 = 1413793613 =~ 1,9988100
|5, 12 29 29

("s}_u_ M {41) - {99} uy = P = 1,4142857(s2 = 2,0002040
By 20 7 70

Cette méthode permet d’encadrer Z par des refionnels.
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6. Ont interviennent les fractions continnes
Soit le réel x, irrationnel positif.
;= [x] est la paitic entidre de x ;

1

- 1 1
x a,-fax' avec 0< % <1,&321

oFr L= _i'—l_a est aussi irrationnel supérienr 3 1 et :

=g+ 1 avec o L« iz ] o8t gy .
X X3

rewe

xn=d,-,-¢-

avee Xp. >, @21 et g,={x].
Xn+t

8y, ..., &, SONL naiurels et xy,..., xy des frrationnels ; le processus est infini
{it est fini lorsque x est rationrnel), On a

x=aq+ 1 =g+ i =t e =

*2 a + 1 a + )
Xy ab"“l

que PPon note X = [@1.95,.. ... .] ; c'est le dévelnppement en fraction
continue du réel x,

Exemple : 2=1,414 ... [I=1 ¢ ay=]

H |
=14 in aves Xp= =i+
VImtt g mvee Mo Vi

i
Z=1+
¥z 148

Or  x=1+vI=2,184... e @,=2 avec X;=2+ ;‘-
4
H3= 1+ '\{!2- ¢1c. ..
doi VZ=[1,2.2,..., 2,...] =[1,3)
pour indiquer que le dévelappement est périodique.

Revenons alors 4 l’algorithmebde Théon de Smyrne, qui consiste 3
lacer 2 a+2b = 1
remplacer - par ===/ 1+aw+b l+l+ Ll
&
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Autrement dit, av réef u, on associe le réef 1+ 1 , avee

1l +u
i = 1
YR DA W P S J
1414, 1+1 2
My = L+ l =i+ 4 =1+ —L
+ iy L+ Ted 2+ 1
2 2
My = g —d =4 !
l+|l; 2.4 i B
2+ =
¢t pius généralement,
= 1+ —_—
24 —d
24 e
24 ...

Les rationnels Ky,..., 4, sont les réduites de {1 . 2] = 2.

Remargues
13 2 est 2 racine positive de x*-2 = 0.
Noos avons alors x*—-1 = |

' - 1¥x+1) = |

X1 = ——
X+3

&’ ot x=1+ ......._imd.
14+x

Nous retrouvons ainsi algorithme de Théon de Smyrae, appliqué an
calcal de JZ.

2) Posops  Z=1+1
o

ii en résulie que a=i+JT e JIwag-—1}

don a-1=1+t & a=2+L
[+ 4 [+
Ainslﬁni-i-———l—r——I-l--m ]l = g
2+ = 2+ i
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7. Vers Panglyse avec Newton

Supposons que la fonction f soit aaafvtigue, ce qui & ié longtemps
Phypothése implicite des mathématiciens ; le réel ¢ est une racine de
I"équation f(x)= 0. En posant a=x; + & 08 X, est vne approximation de ¢,
le théoréme de Taylor permet alors d’écrire :

- £
Xy + &) = FQR} + BF Exgh+ Ef!‘”{x.) R f‘_fw(.aq,) + fﬁ__ Feerlofy, + 88,
2 ot p+ 18

avec 0<A<T & fla)=Tflx,+8) = 0.

Aun voisinage de ¢ ¢t en premidre approxititation :

fixg) + 81 Oy =0d"oll a=x;— -f:(x—“) .
()
I} en résulte Valgorithme de Newton (1) :
X gy, — SR
n+ 1 4 f’(,rﬂ)
Appliquons cet algorithme A I"éguation ¥ -A=0 avec f(x)=x"~4
a4
X, = Xp—
n+i n lx,,
o Xpsr= et Ay
2 Xy

Mous retrouvons ainsi I'algorithme de Babylone.
Appliquons alors 'algorithme 3 1'éguation x° — A = 0 avec Fx)=xf - A.

Hvient  Xpaog = - [@~Dxp+ 2]
r xE

En particulier, pour

p=3 Xn 4} :—;'(2-"5‘{“ %)

p=—2 Xpp = %x,,a-mﬁ)

Notez que pour calculer \fLP{ . i 1’y a pas de division & effectuer !

Voici maintenant un algorithme pour résoudre I'équation x=Fx) ;
on pread X, 1 = (x5} avec x, donné. La seule quesiion qui se pose est de

{1} Pour "éude de Ja convergenos, voir par exemple [6].
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savoir si la suite (x,} converge et dans ce ¢as si elle converge vers une
racine de 1’équation.

Voici quelquss exemnples ©
Considérons d’abord 'équation ¥ =g aves a0,

a)Posons x=F etx, ;= 9y avec xy. donné
X - Xn

Ainsi Xy = . Xz = Xp . Xy =X 2 etc,..

e

L& suite ne converge pas.
b) Posons 2x=x+.L et xm%{{xif 4); ce qui donne
x X

X1 = e (Gt 2)
2 x,

Nous retrovvons Palgorithme de Babylone.
¢} Posons x+x3@=x+a e xx+=x+a
dod  x= X1 avec x,, =200
x+1 1+x,

Nous reirouvons ["algorithme de Bombelli.

Considérons maintenant I"dguation x¥*=a que nous transformons
successivemerdt en

Xt = oy
X2 = Jax
x = |Jaxr avec x>0
d'olt I*algorithme X,y = [+@x, avec x, donné,
Bxemple ; Pour a=9%
Xp=2 X, =2,0800063
X = 2,0597671 xy =2,0800078
Xz =2, 0749858 Xy =2,0800825
Xy=2,0788081 xy =2,08008335
Xy =2,0797648 Xy~ 2,0800837
Xy = 2,{)8{0(140 Xy = 2,03%838
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8. Un retonr aux approximations par des rationnels

Supposons que le rationnef u, = 11 5oit une approximation de /A
Y1
avec A>0 et xy , ¥ des naturels.

Nous allons construire une suite de rationnels de terme pénéral

X, . .
uy = L qui converge vers /A ; posons a priori :
Fa

@ =xy~ A
Ona (Fex-yvA avec |xa=X+A4)}
Yi=2x, ¥y

et on prend u; = 2
¥z

Plus généralement, Xn.i1—FpeivA = (= yn VAP

avec Xpe1=Xat Ay
Fn+1= 2KnPy
et gy = Xnt]
Ya+l
o 2
Notons que Uy, ;= XAV 1 (Tn oy 40,

2 XuPn 2 Xn

dong un+1”"2"(“n+ "4)
2 U,

C’est Palgorithme de Babylone : 18 suite (1) converge vers JA.
Pour utiliser cet algorithme, il faut connailre une premiére approxi-
mation x; = h : dans ¢e but, cherchons une solution en nombres entiers

» .
a I'équation de PELL (1610-1685) : x* — Ay = |

. X 1
quij s'éerit A= e — =
» oy

ot pour ¥ “grand”, JA = X,
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Calculons par exemple /2 ; Péquation de Pell associée est ¥ — 22 = 1
qui admet ia solutiop particulidre x; =3 et ¥, =2; ainsi, nous pouvons

prendre uy = -g_ Nous avons alors successivement :

O =3-2y5 u!=%=1.5
G=17-12 % 2= i_"' —1,4155...
QP =577 408 JT =% 1,4142156...
=665 857 470 832 u, =563 857 _ ) s142135..
¢ Ve Y 832

qui est une excellente approximation de /2.

9. Pour conclure
Voici pour terminer quelques algorithines qui font appel 4 Panalyse.
i, Utilisons le développement ¢n série entitre

(i+x)“-1+”x+ M;u 4 M 1), (!u prly,r,
P!

pour calculer /4 aver A:»O,

it (e T3 (5]

puis posonis pf=A¢* — 1 (Equation de Pell) ; il vient
-uz
A= .rz.{ oL 2ard-Lov
g Ad
Ainsi, par exemple pour Jf,' l’équatlon de Pell est 2¢ — p?=1 dont
une solution particuliére est ¢=5 &1 pe=7 et

7 L,13 3 135 1
i+ -+_.__._._.
VE= S( 250 2.450’ 2.4.6 50°

+..)

D’oil les approximations ;

7
=7 =14
T3

i 1
w = T+ Ly = 1414
' Im
3
Uy = _....i e i — § 5 !4142! etc.
: 5 2&0&3

b 00
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2) @ esi une approximation de V4. Posons
x = ﬁ-z soit A=o¥1+x)
ot VA = af/TFF = o+ X w 2 o 22500 18 e}
2 8 16 128 1238
Alnki, pour A=2 ¢t =14
x = ml_%.;-l = 0,02040816

et My=w=14
ugua'(l+%)==1,4x(1+ 9:9-11%“9.'&!&) = 1,414285715

Hy = a(l+-’§—-- J_‘;.) = 1,414212878 etc.

3} Proposons-nous d'étudier % preduit infiné ;
=

u= T G+-L1)avec =341 ot gy g i1
ko Gk a1
ot & est un réel positif donné.

Nous allons montirer que 1a suite {(&,} définie par
o

U, = W (1+ 1) converge vers V@~
k=0 dk

1l est facile de montrer par récurrence, én posant

g ™ g"ill =¢hf,que g, = ch 29

COT Gwei = 2chE270—1 = ch 27Y1 g
puiz d*&abliy que  w, = cath%. th 278

i en résulie que # = coth % .

1+ 431
Or wom thé+l _ a-1 =g
ch -1 a+l
a—1
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Ainsi, 1a suite (&,) converge vers Ja,
Considérons 'exemple du calcul de /2:

Avee go= 9t =3 gmir b oA
a—=1 g 3

=24 ~1=17  w=uel+ Ly= 1y a1 41765
Y 17

=24 ~1=8577 wm=u(l+ *}m mu 1 =1,414211

eic.

4y Je livre & fa réflexion du lecteur les calculs gui swivent'™
i 3 3 3 I

I6
an
1 3
1o g 3.
5 a=p 2V
§ * by
A ® A4
r=1
Dol Palgorithme die calcul
ay = A*
a3 = ~jlg
ty = iy
----- j £
8n = get eic. VA = W t4s
r=1}

il est connu que guelque solf A, si on calcule 4 1'aide d'une calcula-
trice ln suite a5, on finit par obtenir 1, qui sera le test d'arrét du caleul.

{1) Cer exemple ext dit & Daniel Ponasse.
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3
Voici ’exemaple de /39 :
3
x = J3O X3
2,074 449 200 38,420 129 %
2,171 394 59 48 260 714 ¥7
2,177 492 596 48,933 464
2,177 880 158 48,997 090 27
2,177 904 808 48,900 318 15
2,177 906 324 48,999 988 64
| 2,177 906 418 48,999 999 27
. 2,177 906 424 48,999 999 93
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