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études

du dessin géométrique au
conditionnement d’un systeme

par Daniel Reist

1.’obict de cet article est de montrer comment on pout sensibilisor des
éléves (de la Troisitme 4 la Terminale selop le degré &’ approfondissement
qu’on donnera aux activités proposées) 4 quelques probidmes simples liés
3 la résolusion numérique approchée des systémes déguations linéaires.
C’est un de ces sujets gui permetient d’utiliser calculatrices ou moyeas
informatiques, mais aussi de péndtrer dans des problémes que posent pré-
cisément de fagon cruciale Mutilisation de ces outils de calcul.

D'une facon plus eénérale, idée est de développer des démarches
mathématiques moins formelles, plus proches des applications réslles (et
par 13 assez différentes des exercices & usage purement scolaire), mettant
en ceuvre e graphique, le numérique, I’affing, le vectoriel sur différentes
faceites d’une méme problématique.

I~ UN PEU DE DESSIN GEOMETRIQUE

Tout éléve sait qu’une drmte est définie par deux points distincts A et

B, ou encore, en posant AB = u, par un point A ef un vecteur directenr
On noters par Ia suite une telle droite indifféremment /4A,B) ou A(A ).
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Premibre activité

Tracer une droite passant par deux points donnés A e B, (Majgré
hétéropéndité des classes et le niveau qui baisse, presque tous les éléves
réussissent et exercice 1),

Deuxipre activité

Sur une fenille de papier qua-
drillé {ou millimétré), repro-
duite par photocopie et distri- A

bude A tous les éléves {Fig. 1), ’
tracer les droftes AALB},
AC,DY, ARE,F). En repé C
rant, par exemple, les
endroits od ces droites abou-
tissent sur les bords de la JF
fenilte, H sera fzcile de mon- E . -
trer gue le tracé de S{A,B) est
plus précis que ceiui des drot-
tes ANMC, DY ou NMEF).

.

Fig. |

Objectif : Faire sentir aux éléves que, si d’un peint de vue formel
<§eux points distincts definissent bien une droite et une seule, Ie tracé pra-
tique, physique, de la droite est conditionné par Ja distance séparant bes
deux points ou sncore par fa norme du vectear directeur ;
|0} petit « le tracé est imprécis, peu fiable, la droite est mal conditionnée

=F ' . . .
fu} grand : le tracé est (relativement) précis, plus fiable, la droite est bien
conditionnée.

Troisibme activité

Objectif : Cuels son Ies parameéires qui influencent la précision de la
détermination de Pintersection de deux droites ? Un premier paraméire
est évident, c’est le bon conditionnement de chacune des deux droites : &
des droites au tracd imprécis correspond une intersection imprécise {voir
par exemple Pintersection des droies A{C,D} et ALE,F) sur la figure 1).
Un second paramétre ’est moins. Si nous prenons des droites, méme rela-
tivement bien conditionnées, mais presgue paralléles, ane toute petite
imprécision sur le tracé de "une des droites aura une influence trés grande
sur la siuation du point d’intersection.

La mise en place de Paciivité est laissée a initiative de ¢hacun, selon
e niveau de la classe. Cela peut aller de simples activités graphiques {prise
de conscience} jusqu’a la mise en place de procédures de caleul determi-
nant P'influence d'une petite variation de Yune des droites sur 1a détermi-
nztion de I'intersection.




Bulletin de 'APMEP n°352 - 1986

Remargue

11 n'est pas interdit de regarder sur ce sujet des livres de topographie,
d’usinage, d’astronomie pour trouver de nombreux exemples illustrant
ces faits.

Ii - DETERMINANT DE DEUX VECTEURS

Soit, dans un repére orthonormal deux vecteurs d et v de coordon-
nées respectives (g, a7) et (B, &), On appelle déterminant de ces deux vec-
teurs, le nombre

det@ D =ab’ ~a b

Presque toujours nous adoptons avee nos edves une attitude mani-
chéenne : nullité ov non nullité¢ du déterminant. H est évidemment déja
intéressant d’analyser les conditions de nullité :

— 'un des vecteurs est nul

— les deux vecteurs, saus étre puls, saont colinédaires.

Un formalisie dira que cela pewt se résumer & Ia colinéariié, mais un
praticien sait bien qu’il v a I denx sitnations physiques assez différentes,

Pour des raisons de visibilité, il est intéressant d*avoir an plus 6t fe
résultat suivant ;
|det(i, ¥)| = aire du parallélogramme défini par 0 et v

11 est en effet beaucoup plus parlant pour un ¢léve de voir un parallé-
logramme dont Paire devient pulle que de conceveir un nombre qui
devient nul.

Lorsque kes coordonnées @, &, @', 5' sont toutes positives la figure 2
permet une démonstration trés élémentaire (et d'ailleurs généralisable
movennant quelques précautions).

o +b 15° B" )
;
pip B
@ (A" ME“P” ___________________ A ] ATt
A : i
| o
' ! Fig. 2
! ! r r
0 ‘B’ A S
b a a+ b
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On peut, en effet, bcrire successivement :

aire (OASB) = aire (05’5 57

—faire (A'S'A"A) + aire (R"B B §8")]
- faire {OAA’Y + aire {SBB*' N

— [aire {OBB™y + aire (SAA"]

aire (OS' 587

-~ 2 ¥ aire {OBR'PAT}

— e (QAAAD

— aire {OB’'BB "}

{@a+b)ta’ +&')

—-2a'hk

il

u

=abh' —a'h

On pent alors (3¢} poser le probléme suivant ;| quelles sont les confi-
gurations de deux vecteurs qui donnent des déterminants voisins de 0, ou,
en termes plus dynamiques, qu’est-ce qui fait tendre un déterminant vers
0 Ce sont évidemmient les m@mes raivons, gui oot teadre Paire du paral-
Elogramme vers 0, ¢’est-a-dire |

-~ Pun des cotés devient petit,
— lez deux ecotds adjacenty, sans devenir forcément peaiits, tendent
vers des positions paratiéles (parallélogramme aplati),

Si nous revenons au probléme étadié en I (intersection de deux dron-
tes) le parallélisme (sic} est éclatant :

situoiion déterniinant
mal conditicnnée “ ’ petit
et plus précisément
droite vevteur directeur
- R — ;
mal conditionnée petit
doie
déterminary pelit
droites < p VEClewrs directeurs
presque paraliéles presque colindaires
donc
déterminant pefit

C’est cet aspect des choses gue nouls essayerons de voir d'un peu plus
prés dans la partie suivante.
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HI - SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Bauf pour deux exemples et afin de garder & ce texte un niveau pro-
che d’activités normales en classe, il ne sera question que de systémes de
deux équations & deux inconnues.

Un premier point important est de faire comprendre "équivalence
des problémes suivants :

®
l:'gétcrminer les nombres @ etant un endomoerphisme
réels x ot p tels que N de matrice
oo ax 4 by=¢ & =9 b]
afx+b’y¢£" ;af br;
et Vie,c') un vecteur
i donné, trouver les vecteurs
J} - Ux, tels que
o) =V

® .
lg,a*), ¥ib,b'), ¥Wic,c") I O

étant trols vecteurs donnés, | . Déterminer I"intersection

exprimer ¥ comme &> | des droites (D) et (D)
combinaison lindaire de u d'équations respectives :

et de ¥, ¢est-d-dire déter- _ >
miner X et ¥ tols gue fMraxtby =¢
ﬁmﬁi "i’ )‘v’.@ (‘D!) : a!x+b:y = f’

Pour les conditions d’existence €t d*unicité de la solution de ce qua-
druple prabléme, le résultat classique est le suivant :
1) det(L) = det{®) = det(d, ) « 0
alors il exisie un unique couple (x,¥), un vnique vecteur d. un unique
point d'intersection. La détermination de cetie wnigue solution se fait
selon des alporithmes classiques.
2) de() = det(®) = dexld, V) = @
alors detty situafions sont possibles ¢

— agcune solution

— yne infinité de sohutions.
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tne premiére activité, essenticBe, est de bien traduire cela selon cha-
cun des aspects &, 8, y ou 8.

Venons en maintenant 4 la résolution approchée d’un systéme. En
géneral les coefficients @, a’, 6, &', ¢, ¢’ sont connus avec unc certaine
précision et le calcul de Péventuelle solution est elle-méme faite avec une
cerfaine approximation.

Exemple :
142x + 2,50 y = 14,0/
357 — 0,12y = 8,28
dont la solution, 4 10 prés, est x = 2,43 et y = 3,25,

L'aspect (y) [déterminer x et y tels que W = x U+ 3] permet une
apprache agsez pariante du probléme de Papproximation. Soit x* et »*
des valeurs approchdées de la solution {x.»). On pose alors

W= M+ Y
o =W W

On pourait alors estiter que si r est petit e si i?l est petit)
Papproximation est bonne et {x — x*| et |y — ¥*! sont eox-mémes petits
et en déduaire que (x*, ¥*} est une bonne approximation de,ix, ¥}

It en est effectivernent ainsi lorsque le probléme {c’est-d-dire le
systéme, 12 base, les droites) est bien conditionné et cefa est clairement
apparent sur g figure 3.

Fig. 3

L
e x x*
Mais cela tombe en défaut dans des situations mal conditionnées :

{T] peut &re trés petit alorsque |x — x*| ou ly — y*} peuvent &tre relati-
vement grands. Regardons plusieurs exemples ;
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1} Exemple dii a W. KAHAN (196¢6)

1,296% x + 0,8648 y = 0,8642
)

0,216l x + 0,1441 y = 9, 1440
Le couple x* = 90,9911 , y* = —0,4870 donne

- _ 1t
F=® — W* = igq,
don 1] = VZ.10* < 107

On pourrait donc penser que le couple (x* 3% o5t une excellente
appa{oximat’ion de {x, ¥}, puisque W* est une irés bonne approximation
de w,

On en est loin :

x* = 09911 et x = 2

yre= 04870 et ¥y = -2 I
Regardons le déterminant : det (£} = 107

11 ¥ a 12 bien le signe qu’on est dans une situation mal conditionnée.
La figure 4 esi trés parlante ; 1a base (u, v} n’est vraiment pas d’un usage
trés commode !

D,S..

=
Y

0
6.5 Fig. 4

Le iracé des deux droites dont les équations sont les deux équations

du systéme () {probléme {5)) ne mangue pas non plus d'miérds © on
regardera les points

)

M | ot M"J 0,9911
L— 2/ = 0,48?0,}

intersection exacee et intersection approchde de ces denx droites.

11
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2) Ouelgues mutres exemples
a) Le systéme

X4 L o= 0,845

2 3
X o+ L = 05875
2 4
donne, pour la solution approchée (1 ; 1}
iT] < 0,013

alors que {a solution exacie est (1,11 ; 0,87 ¢est-A-dire gque la précision
n’agicing méme pas 108 ¢

b} Le systéme
X ¥ 4oz 2 307
5 & 7 210
3 b & 168
X 4 ¥ 4 £ 2 A8
7 2 9 504

a pour solution exacte {1 ; I ; 1) ; la méthode du pivot de Gauss, aved un
micro-ordinatenr travaillany aver une prégision de 1075, donne comme
solution approchée

(1,03845 ; 0,89673 ; 1,0667)
¢'est-a-dire une précision inférieure & 10! pour ¥, & 1072 pour x et 2, glors

que
Tl < 1,4x10%

¢) Le systéme suivant est Ie classigue du genre. 11 est dii 4 R.5. WILSON

10, + 74, + 83 + Tx, = 32
Txg + 51; + ﬁuxa + 514 = 23
8k, + 6xp + 10x; + 9x = 33
Tx + SXQ -+ Qx; + 10x, = 3

La sohution “approchée’ (—7,2: 14,6 ; —2,5;3,1) assure Z?E < 0,2
¢t la solution “@pprochde’ (0,18 ; 2,36 ; 0,65 ; 1.2
assure fr"E < 0,02, Or 1z solntion exacteest {1 ; 151 ;1) !

Le déterminant de ce systéme est égal 3 1 : il n’est que reflativerment
petit. Cela montre aussi que nous sommes loin d’avoir fait Je tour complet

des problémes liés 2 a solution numérique des systémes linéaires (cf.
I’annexe).
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IV « CONCLUSION

Comme on I’a va dans fout cet article, il n’est pas question ¢"aborder
de fagon précise les problémes de conditionnement des systémes, ni d*étu-
dier de facon exhaustive les rapports entre conditionnement et précision
mais simplement de proposer un premier éclairage sur ces questions avec
la volonté de ne pas restreindre enseignement des mathédmatiques au
lrop simpliste manichéisme du vrai ou fourx, L étude ei, uliérievrement, le
contréie de 1'd pen prés sont ausst digne d'intérdt, surtout & "époque ol
les moyens de calculs permetéent & n'importe gui d’aborder des probiémes
de grande taille oil les propagations d’erreurs réservent parfois de grosses
surprises : ““Petites causes, grands effets 17,

ANNEXE

A titre d'information ef en dehors de touie achivité raisonnablement
accessible en classe on peut se poser le probléme d'un indicateur fiable du
conditionnement d’un sysiéme,

Avee les notations de la probiématique (9) du paragraphe 1M, si ¥
est sohution de - -
Puyu=yv
alors une *‘pefite variation’ V4 8V sur ¥ provoque une “‘petite variation”’
i + 61 sur Ia solution © d'oit
BT+ =F+ &
$0it encore
&&=
U = @&
Si & 1a norme vectorielie §X{, on associe la norme matricielle
JA] = Max JAX] / [¥]
=20
on a alors (cf, un traité d°Algébre lindaire)
-~ -
&) < feif javl

er

2 B8 > Vi
d'ot

198] ¢ ke B8VL

fu] 3
aved

k@) = |®] |27

C’est ce nombre k() qui, en réalité, gouverne la propagation des
erreurs et *mesare” la gualité du conditionnement d™an systéme ou d’une
matrice.
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