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les problemes
de Ua.p.m.e.p.

Cette rubrigque propose des probigmes cholsis pour leur cargctére
esthédiique ou astucieux, voire récréatif, et dont la résolution nécessite des
iuitia‘tfvf.ef une démarche inveritive, ung recherche demandant un sffort
intelleciuel,

Priorité esf doande aux dnoncés composés par des colldgiies, ef au
dialogue entre ces derniers par lintermédiaire des réponses et des solu-
tions. Cette rubrigue est pour tous cewx qui aiment inventer ou chercher
de "“beaux probidmes™,... parfois trouver des solutions, et pour que cha-
cun puisse donner Hbre cours a son imaginavion créatrice.

Les énoncés et solutions sont d envoyer @ Uadresse suivante : (répon-
ses & des problémes différents sur feuilles sépardes 3, V.P.)

M. Dominigue ROUX
&5 bis rue Aristide BRIAND
87100 LIMOGES

ENONCES

ENONCE N° 184 (E. BEHRHART, Strasbourg)

. . Pour quelics valeurs de 'entier naturel n la fraction
décimale? n+

Remarque : Cetie question a fgalement €1é posée par R. CUCULIERE
{Paris) & par A. VIRICEL (Nancy).
ENONCE N° 105 (Compétition JOZSEF KURSCHAK)
Si Péx) est un trindme du sevond degré X coefficiants réels tel que :
VXCR, Pix) > 0

P(x) peut-l toujours s’écrire comme quotient de deux polyndémes dont
tous les coefficients sont des réels strictement positifs ?

; est-elle
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ENONCE N° 18 (D. ROUX, Limoges)

Pour quelles valeurs de » existe-tf une permutation &y, 8,..., &, de
b 2. A telle que ;

m |AA ALEAY

g " A
I R o
, Kb o Yo ,amr dey &7 ‘w—r"“‘r“ e
% z:":cs M v‘s‘%d

¢k san fes S e 2 f“’ ESOLUTIONS

ENONCE N° 63 (TISSIER, Montfermeil)

Sclent s ot p deux naturels tels que a2 ot 1 o n - L. Déterminer
je nombee de naturels X dont Péoriture en base » utilise une fois & une
seule chague entier de § & p o1 t2ls que 2x posside la mBme propriéit.

SOLUTION DE L’AUTEUR, sve: amélicration {pour 1) dide & Charles
AUQUE {Clermunt-Ferrand).
1) Conditions ser » #t p :

1l y a dans I'd&riture de 2x des chilfres impairs, dont des ratennes
dans le caloul de 2x, danc p>> 'L;_! .

ucmmeﬁ("_'z;l-)ﬁgmdmxmzs(%l) < p. Ceci

démontre que p = N~2ou p = K-1.
Appliguons la “‘preuve par 9°' 1 x &t 2x sont congrus & la somme de
jeurs chiffres : 525*:.9 modulo (»—1) done EIPZL*J est congru & 0

modulo n— 13,

Pour p=a -1 ou p=p- 1 ostte condition &gaivent b & st pxir.
Firdlemeni a=dm et gad2m-2+Eok E vat O cu 1.
il) Stracture des solwtions @

Soit X = {Xyty...Xedy unt solution. Si2x = [y Py Ppde 00 MiSOCEE &
x la permutation ¢ de [L, p] définie par win) = ».

Observons que ole) € (20, 20+ 1, 22—n, 24— n+ 1},
Considérons les quaire ensembles suivants :
A = @€ (1, m~1] tels Que pin) = 2a}
A’ = [@ €[], m—1] tels que plo} = Ja+ 1}
B = {a € Im, pl ik que pla) = 26—~2m)
B’ = {a € [m, p)] tels que plg) = 20—2m+1}
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il est clair que : mEBR’
5 §=0,alomm-1 € A
A’ et B ont le méme nombre d'ééments 1 ¢ ¢ alors A

contient m —g— | $iéments, B’ contient mr—g— | + & Hémenis. On ¢ for-
cbrpent g m—g-24& car mER’.

A toute solution X = {X%...Xp), AssOCions la séguence :

s =z (Xi, x',.-.-, XP) dl xf et Cekﬁ d@ m‘ﬂ@ As A’: By B! auqmi
appartient x;.

Eitudions 5. Montrons que, & droite du desnier A7 de S ainsi qu'entre
deux A’ consécutifs de 8, i existe au moins un B © si ¢ &t faayx, i o'y
aurait dany les intervalien considérés que des B’ {si Pon raisonne de gau-
che & droitc) ot gue des A (zi 1'on raisonne de droite 3 gauche) ot oes Inter-
valles ne peovent pas dre vides.

Corame A" of B ont le ménw nombre d'ééments, i n'y a dans cha-
cun des intervalies qui viennent d'&re considérés gu'un seat B. H reste &
placer les symboles A et B’ : ley A soot & gauche du premier A/, et 3

droite du dernier B, e daas tout intervalle situé & gauche d'un A et 4
droite 4’un B.

Finalement la structure de S est du type :
(AA... A} A'(B'B' _B') B(AA.. AJA ... ..A'(B'B’ .. B )B{AMN...A)

D Pénombrement

NOWONS Uy, Viy My V3uoos Vg Ug les tailles des paguers de A et de B’
intervenant dans S et pris dans cel ordre, de gauche & droite.
Les 1y ot v; vérifient :

£u=m—--—let f‘v m-g-1+8&.
I-Oi G i-ell_a q

Ulisons e résultal classique suivant :

k-1
L& nombre des suites de & entiers patorels de somme s est : [
EL T T8
q g1
11 résulte que pour o fixé il ¥ a Nfg) = [ [ séquences S
m-i w24 L

vérifiam ks conditions demandées.,

Chaque séquence S donne Beu 3 des solations en remuplissant ses
cases par des éiémenis convenables ¢ il y a ¢ | permutations des démentz
de A7, g | permutations de ceux de B, (mr—g-1) | permutations pour
ceux de A et (m—g- 1+ €) | permutations pour ceux de B, On consiate
qite Cette somstruction respecie dans tous jes cos Jes régles de "addition
aves retenaes.

%01




Bulletin de TAPMEP n°351 - Décembre 1985

Le nombre des solutions du probléme 63 pour ¢ donné est dong ;
Py} = Nip) (@) (n~q~ 1} Gm~q~1+ €) = glm~1)! (m~2+8)!
En faisant varier d abord ¢ pour ¢ fixé (ceci revient i choisir B parmi

g
tes parties de [+ 1,21 3 ¢ éléments : { choix) puis g, on trouve
! m—2+¢
e nombre total des solutions :

m-2+E q
= F gm—-1)1{(m-2+8] =
g=1 I m-2+E

' 1 m-§+8 (m 3"**8)1
~13m—2 Y~ 2+ - -
- DHm =2+ )l (m 248 @- Dim—g—2+8)

m—3+8§ '
= {m-Dim-2+8)H{m~2+5 E |:
£=0 m-148

= (m-Dtm—2+ &) {m—-2+£32m=3+8
(m=Dm-Dim - 2m~3 g g
[~ DIP (m—1y 2m -2 sig = }

il
s

Conclusion :

neZ2metp=2m-2oup=2m—1, et le nomibre de sslutions est:
m=-Dm-m—-132m-3sin=2met p=2m—2
m—-Dm—DIP2m~dgin=2met p=2m—1

Autres bonnes solutiony ; 1. LEMAIRE {Lille) ¢t premiére solution de
IPautenr ; sohutions partiefies © G. FRAISSE (Lézignan-Corbitres) ef
LAFRANCHI (Grenoble}

ENONCE N° 68 (LELOUSTRE, Salon de Provence)

Un jeu de patience, vendu dans le commerce, consiste & placer 16
pions sur an échiquier de 64 cases de sorte qu'il a'y ait pas phis de 2 pions
sur chaque ligne, sur chague colonne et sur chaque obligue.

Combien y a-t-il de eonfigurations convenables différentes ?
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SOLUTION (). LEMAIRE, Lille)

Dies solutions seront dites indépendantes si parmi elles, il ne s'en
trouve pas deux qui se corresposkient dans une rotation ou une symétrie
axiale. En adoptant la numérotation des lignes ¢t des colonnes suivante :

_—

e b kil B otA Oh owi W

123 45678

I*écriture de chague solution comprendra 8 couples de chiffres séparés par
des tirets, chague chiffre représentera le numéro de 1a colonne, et le rang
de chaque couple de chiffres écrit entre tirets, celui de la ligne correspon-
dante.

1} Ainsi Ia selation A(45 - 18 - 36 - 18 - 36 - 27 - 45 - 27) correspond au
diagramme suivant :

i
]
I

Sotution A

® e

et

Eile présente un axe de symétrie médian. Homnis les solutions qui
3’en déduisent par rotsiions successives de 90°, il n’en existe pas d’auires
ayant cette propriété. Cela fait donc 4 solutions.

2) On dénombre 5 solutions indépendantes possédant un axe de syméirie
diagenal - par exemple ies solutions B{13 - 58 - 13 - 57 - 24 - 78 - 46 - 26)
C{24-10-47-13-78-28-35-50), DR6-13-28-46-78-14-57-35)
B26-17-35-18-35-18-24-46) et F{I7-48.-46.23-68-15.17-29)

903




Bulletin de 'APMEP n°351 - Décembre 1985

o ]
L) & i@
|1 _ L »

L % @
& b3 & -1 1@
® I . e |
Solution B Solution C

]

[ Ak
&

ole
]

i
0

@ ® e * &
d . et bd

o o 9
& @ ) ® ol .

T [ [ » & [
Solution I Solutiom B Solution F

En leus adjoignant lecs solations déduites par yotations de 90° on
obtient 20 solutions.

3} Omn trouve 4 solutions indépendanies invariantes pir rotations de 96°.
11 #n est ainsi des solutions

G(34-34-78-78-12-12-56-36) , H(35-34-78-17 - 28 - 12 - 56 - 46}
K35-46-28-17-28-17-35-46), ¥(35-36-28-12-78 - 17 - 34 - 46}
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Solution 1 Solution 3

o Avee 125 solutions déduites par symétries axiales on compte 8 solu-
ns.

4} I existe 7 solutions invarianies par rofation de 180° :
K(Z3=15-35-78. 12 - 45-48.67) , 1{34-35-17-68~ 1328 -46.5T)
M -57-13-68-13-68.24-57), N@25-45-28- 16-3B- 17 -35.47)
OO5-24-28-13-68-17-57-406), P(35-26-58-17-28- 14 - 37 - 46)
QUI3-46-24-17-28-57-35-68) .
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Chacune d’clles compic pour 4 solutions ; elie-méme &t ses images
par rotations de 90° ou par syméiries d’axes médian ou diagonal. Cela
donne 28 solutions.

5) il n'existe pas de solution admettant deux axes de symétrie. Finalement
i ¥ = 17 solutions symétrigues indépendantes. Elles font partie d*un total
de &0 solutions symétriques différentes.

G. HECQUET ot C. SACRE de I'IREM de Lifle ont réussi & pro-
grammer ce probléme et en utilisant les ordinateurs de Ia Faculté ont aussi
obtesnmu ces 60 solutions symétrigques, ainsgi gue 40 solutions non symétri-
ques indépendantes. Chacune comptant pour 8 cela donne 320 solutions
non symétrigues différentes. Le nombre total des solutions est donc 380,

Autre solution : J. LAGRANGE, 3 ia Faculté des Sciences de Reims a
réalisé un programme qui écrit toutes les dispositions de pions répondant
4 "énoncé, Mais (question de ¢rédit) il n’a pas laissé tourner Pordinatenr
assez longiemps pour aller jJusqu’an bout du caleul.

Maigré toute la confiance gue nous pouvons accorder au travail de
Péquipe de Lille, 3 serait cependant intéressant qu’un autre caloul sur
ordinateunr vint confirmer les résultats précédents. Amataurs. .. 4 vos ecla-
viers 1

ENONCE N° 90 (VIDIANI, Dijon)

Trouver Ja Jimite de 1a suite définie par uy > 0, 13> o ¢t la relation de
récureence : 2 .
My | + My

gy + g

Upy2

Réponse de Pauienr :

Par une récurrence immédiate on prouve que tous fes termes de la
suite sont strictement positifs et que pour fout 8, ¥, + Hy,  est non nul !
donc tous les termes de 1a suite sont définis.

S06
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Deplus ona;

Hp + iy My p+ My
par conséquent signe (3 —#y41) = — signe (up s p~up) ot
signe (Wny 3~ Uy) = signe (Uge)—u4p)

Casrf:u = wgalors YRzl , 0, = b

Cas 1 > w alors la svite (i) est croissante, la suite (Mo 1) est
décrpissante et day < Hag . 3.

Cas 2 : y <, alors la suite () est déeroissante, la suite (g5 .1) est
. croissante et uze =2k .

Dans Ie cas 1 la suite {uyy) crodssante ef majorée par 4, CONverge vers
usne Hmite L, >0 ot 1a suite (o4, 1) décroissante et minorée par w, con-
verge vers une limite £,> 0. On procéde de méme dans e cas 2.

(M2)? + sty P
Hagp+ g1

Upltdy ~ lip o 1) My t{big 4 1= My)
Sl Upp2—Uy =

Upyz—Hpe1 =

Par passage & fa limdte dans la relation : dye ) =

on déduit L, = iézl-.i%} dod Lyl + L3 = £3 + 12
done Lyl —L3) = Ocequientrame L, = I, = L.

Donc les deux suites (1sz) ot (44 4+ ) convergent vers la méme limite
L, par conséquent la suite {u,) converge vers la limite L non nulle, qui
dépend des ‘‘conditions initiales' wy ot ;.

La guestion de la convergence de la suite (1) est un clagsique exer-
cice de taupe : c’est Ie n® 7 page 62 du traité de mathématiques spéciales
de CAGHRAC - RAMIS - COMMEAL tome 2, Analyse, édité chez MAS-
SON en 1970 ; ¢t on peut trouver une avtre solution dans Bréal crus 80-81
de J. AUUBONNET <t D, GUINNIN pages 43.44.

Par contre ; bien gqu’il sodt alsé d’écrire un petit programme potr cal-
culatrice qui permette, w, et 3 étant donnés & la machine, d’obtenir en
guelques secondes une bonne spproximation de L (par cxcmple w,=F et -
uy=2 donnent L =1,79194055...} ; trouver une expression de la limite L
en fonction des valeurs imitiales u; et u; semble bezucoup plus délicar.
Malgré fes tentatives (trigonomeétriques, gétométriques, analvtiques..,) de
plusieurs lecteurs, cetie question 1’4, A ma cORNRISSENCE, PES ENCOTE TECU
de réponse, Allons nous tous baisser les bras, ou bien quelgue esprit subtif
parviendra-t-il & relever ce d&fi?

COURRIER DES LECTEURS

Mademoiselle Lucienne FELIX {de Paris) a ¢tudié 1a généralisation
du probidme 90 & des “suites de moyennes’ (u,) définies par leurs deex
premiers lermes u, et wy positifs ¢t par une relation de récurrence :
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pour >0 1y, 2 = Fligliy 1) o0 Fx,») est une fonction positivement
homogéne de degré 1, vérifiant Flx,x)=x.

En déveioppant des idées de nature péoméirique (affine ou projec-
tive) Meliz FELIX montre comment caleuler 14 lmite L{a, ;) en fonttion
de sy = a et uy= b dans des caz simples :

Fey) = ax+ By (moyeane baryeentrique) § Ligb) = %t@_fﬁ:ﬁl&.
a+f 2o

Fry) = iﬂi.'x (moyenne arithmétique) : Liz.b) = 228

3
Py = 252 (moyeane harmonique) : L{a,b) = dab
X+¥ 2a+b

FOo») = X¥ (moyenne géométrigue) : L{gh) = /3 pa/3

puis aprés avoir ftudid le calew) plus complexe de Ja moyenne
Harithmético-géoméiriqus™ an moyen de la transformation de
LANDEN, aborde e cas de la moyenne ‘‘contrafiarmonigue™ :

ool

Fi =

(x. 2 g

{qui est celui de 1'énoncé 90) en sugpérant une méthode analytique pour le
calcul de L{a,d).

A cause de son ampivur (16 pages) ce travail e peut pas Bire détailié
ici, mis sa qualitt ot son intérlt jlmiﬁeralmt s& publication dans s rubs-

que “Hndes” d*un prochain bulletin
Tovjours au sujet de Iénouct 90, Monsieur J.-P, CARPENTIER (Fon-

1aine les Dijon) prouve que Lia, &) K'est pas une froction rationnelie en a
et b, de ln fagon suivanie :

puisque ¥ ast positiverment homogdne de degré 1, L Pest aussi. Posons
£f(¥) = F{1,¥) et &) = L{Lv).

De Is construction de () il résulte 1"galitd L(b, Fla,b)) = Lia5)
dod 514, 4 ¥, L4t = o141, L) e par suite : v 4222) = ), o
qui, compte tenu de F(x,)) = %;ﬁ dosc de f() = ..’ﬁl’;., séecit :

L+¥
¥) 2 ¥ H—wto
&) & v+w‘) (@)
Le probléme revient & résoudre cotte équation fonctioanelle.
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Supposons que § soit une fraction rationnelle. L'identité (I) vérifiée
;' (v~a)
par £ sur 10, =[ s’étend 4 C, écrivons fv) = LN
E}(? -8
{on peut supposer f normalisée}, alors {I) doane :

n n
_1r1 (¥~ ce) u'xl [+ 12 —afv+ v
e - L4 F£0

m - m
_wl(v~ﬁj) {(r+¥¥r-m “3‘[ [l + % — gLy + )
i i

On peut sapposer que les deux ensembles foy, og,...0,) 6t
(84, Br...Omi sont d’intersection vide, de ce {zit les trindmes

1492 - ap(v+97) et 1497~ (v+ W)

n’ont pas de racine commune. Observons de plus gu'ils n'ont ni O, pi ~
COTME TACines,

Dans (11} ja fraction du membre de gauche ent néduite, On réduit celle
du membre de droite en simpiifiant par ¥ si n # m, alors les numératerrs
et les dénoiminateurs sont respectivement &gaux.

Si tous les o song différents de 1, le degré du numérateur du membre
de droite dans (11y est au moins 21, alors qu'a gauche le numérateur est de
degré n. Donc »=0, mais alors v est en facteur au numérateur A droite et
pas & gauche : contradiction.

Si au contcaire 1 € {og 0,0 005] alors tous Jes §; somt différents de |,
le degré du dénominateur du meynbre de droite dans (11} est au moins 2m,
alors qu'A gauche ke dénominateur est de degré ra. Donc m =0, mais alors
{1 + v) est en facteur au dénominateur A droite et pas & gauche ; contradic-
tion. Ce qui achéve la démonstration,

Ce résultat, bien gqu'étant négatif, est intéressant dans Ia mesure oy il
invite & penser que 1’¢xpression de L{a, &} en fopction de 4 et b est peut-
érre Sifficile, voire impossible, & écrire 2 I'side des fonctions démentaires.
La suite du fravail pourrait consister & rechercher des propriétés de 1
fonetton £ & partir de Péguation fonctionaeile ().
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