
les problèmes  
de l'a.p.m.e.p.  

Cette  rubrique propose des problèmes  choisis pour leur caractère 
esthétique ou astucieux,  w;ire récréatif, et dont la résolution nécessite des 
initiatives,  une démarche invetltive,  une recherche demaMOTIt  un effort 
mtellectuel. 

Priorité est donnée aux énoncés composés par des collègues,  et au 
dialogue entre ces derniers par l'intermédiaire des réponses et des solu-
tions.  Cette rubrique est pour tous ceux qui aiment mventer ou chercher 
de "beaux problèmes", ..• parfois trouver des solutions, et pour que cha-
cun puisse donner libre cours à son imagination créatrice. 

Les énoncés et solutions sont à envoyer à l'adresse suivante: (répon-
ses à des problèmes différents sur feuilles séparées S. v.P.) 

M.  Dominique ROUX  
85 bis rue Aristide BRIAND  

B7I(}() LIMOGES  

ÉNONCÉS 
ÉNONCÉ N° 104 (E. EHRHART, Strasbourg) 

Pour quelles valeurs de "entier naturel  n  la fraction  __1­ est~lle 
décimale?  n(n +3) 

RI!ITUlTque :  Cette question a également été posée par R.  CUCULIERE 
(Paris) et par A.  VIRICEL (Nancy). 

ÉNONCÉ N° 105 (Compétition 10ZSEF KORsCHÀK) 

Si P(x) est un trinôme du  second degré à coefficients  réels  tel que : 

'fixER, P(x)  > 0 

P(x)  peut­il  toujours  s'écrire  comme  quotient  de  deux  polynômes  dont 
tous les  coefficients  sont des  réels  strictement positifs  ? 
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ÊNONd: NQ 1. (D, ROUX, Limoges) 

Pour quelles vlIleurs de  Il eltl$te­t­il une permutation a .. lit.",. a" de 
1.2.",. Il telle que: 

• 
ÊNONd: N° 63 (TIss.œR. Montfermeil) 

Soient Il et l' deux lIIItIIRb tels que ,.",2 et 1<;1'<;,.-1. Dèœrminef 
le nombre de naturels Je dont ('tcriture en bue ,. utilise _  fois et une 
seule chaque entie!' de 1 à l' et tels que :lx possède la Meme  ~, 

SOUniON DE L'AtJ'I'EUIl, avec:  améIloration (pour 1) dfle à Charles 
AUQUE (Clermont­Ferrand), 

1) CoHItIoas gr ,. et p : 
n y a  dans  l'~w:o de :lx des  chiffres impairs,  donc des  retenues 

dans le calcul de :lx. donc l'> "; l  , 

Le  chiffu:  E( ,. ­ J )  fIaw:o  cIaDII  Je  donc  2  E(" ­ J)  .;;  p, Ceci 
1  :1 

démontre que l' ~ ,. ­1 ou l' ­ Il ­1, 
Appliquons la "preuve par 9" : x et :lx soM COfIIIIUS à la somme de 

leurs chiffres:  p(p+ 1)  moduJo (,.­1) donc  p(p+l)  est COfIIIIU  à  0 
1  1 

moduJo (11­1), 

Pour l' ~ Il ­ 2 ou P ­ /1­ 1 cette condition équi .... ut à Il est pair, 
Finalement Il ­,2m et p" 2m ­.2+ ~ où  ~ vaut 0 ou 1. 

Il) Stnd1ue .. !iIIIJhItIoIIS : 
Soit x  ­ ~,x.",Xjo) .. Wle solution, Si:lx ­ (hh  ...yP).. on a.s:sode à 

x la permutation." de 11. pl dé8nle par.,.(;q)  z  YI, 

Observons que 9'(.) e 128,28+ 1, lIr­II, 28­,.+ Il, 

Considérons les qWltre ensembles suivants : 
A  ­ 1. E  [l, ... ­11 tels que .,.(.)  z  281 
A'  '"  (4r  E  (1,111­1)  tels que  ~,,) .. 2a+ 1) 
B  ­ ,. e  (m,  l') tels que 9'(.)  ­ 2Ar­ 2m1 
B'  ~ ,. E  [1ft_  pl tels que 9'(.)  .. 2Ar­ 2m +II 
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Il  est clair que: mEB' 
si  &=0, alors m­I E  A 
A 'et B ont le meme nombre d'éléments: q  et alors A 

contient m-q-l éléments, B' comientm­q­l +&&ments. Ona for­
cément q<>;m-q-2+& car mEB'. 

A toute solution x =  (x,x..• .xp)n associons la séquence : 

S =  (X" X., ....• Xpl où Xi est celui de$ ensembles A, A', 8, 8' auquel 
appartient Xi' 

Etudions S. Montrons que, à droite du dernier A' de S ainsi 'lu'entre 
deux A' consécutifs de S, il existe au moios un B : si c'était faux, il n'y 
aurait dans les intervalles considérés que des 8' (si l'on raisonne de gau­
che à droite) et que des A  (si l'on raisonne de droite à gauche) et œs inter­
vanes ne peuvent pas etre vides. 

Comme A' et B ont le même nombre d'éléments, il n'y a. dans cha­
cun des intervalles qui viennent d'@treconsidérés qu'un seul B. Il reste li 
placer les symboles A  et B'  :  les A  sont à gauche du premier A' , et à 
droite du dernier B, et dans tout intervalle situé li gaucha d'un A' et à 
droite d'un B. 

Fina.lement la strucrure de S est du type : 

(M... A) A'(B'B' ..•B') B(M••.A)A' n  ••••A'(B'B' •••B')B(M•••A) 

m) Déoomlll'emeut 

Notons Il..  VI> Il,,  l'•••••• l'q. Ilq les laiDes des pa;juets de A  et de B' 
intervenant dans S et pris dans cet ordre. de gaucha li droite. 
Les III et VI vérifient: 

{;  III =  m-q-l et Î;  Vi = m-q-l+&.
1­0  ;~I 

Utilisons le résultat classique snivant : 

Le nombre des suites de k entiers naturels de somme.s est: [k -1 
s+k-l 

11 résulte que pour .p fixé il y a N(.p) = [q  [q­l  séquenœs S 
m­I  m-2+& 

vérifl8.l1t les conditions demandées. 

L"haque séquence S donne lieu à de$ solutions en remplissant ses 
cases par des élénleDts convenables; il Ya q 1permUtatiOIlll des éléments 
de A' , q  1 permutations de ceux de 8, (m ­ q - 1)  1permutations pour 
ceux de Aet (m':'q-I +E) ! permutations pour ceux de B'. On constate 
que cette construction respecte dans  tous les cas  les rèsles de l'addition 
avec retenues. 
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Le nombre des  solutions du problème 63 pour '!'  donné est donc: 
Pc'!')  =  N('!')  (q!)' (m q-I)! (m-q-I + E)!  =  q(m l)! (m-2+e)! 

En faisant varier d'abord,!, pour q ÎlXé (ceci revient à choisir B parmi 

les parties de [m + l,pl à q éléments:  [  q  choix) puis q, on trouve 
,  m-2+e 

le nombre total des solutions: 

r q  q(m-l)! (m-He)! =Lm-2+& 

m­2+t 
(m-3+e)!(m 1)!(m-2+&)!(m-2+&) r: 

q­I  (q-l)!(m-q-2+e)! 

m­3+S 
= (m-l)t(m-2+e)t(m-2+&) r: 

= (m-l)!(m-2+S)!(m-2+e)2m- 3 +B 

(m-l)!(m-2)!(m-2) 2m­l si  Il  =  0 

[(m­l)!l' (m-l) 2m- 2 si  & =  1 

Conclusion : 

Il =2m etp=2m­ 2 oup=2m-1 , et le nombre de solutions est: 

(m- 2)(m-2)!(m-I)!2m- l si 1l=2m et p=2m-2 

(m-I) [(m-l)!]' 2m-2 si n=2m et p=2m-l 

Autres bonnes solutions; J.  LEMAIRE (Lille)  et  première solution de 
l'auteur  ;  solutions partielles: G.  FRAISSE  (Lézignan­Corbières)  et 
LAFRANCHI (Grenoble). 

ÉNONCÉ N° 65 (LELOUSTRE, Salon de Provence) 

Un jeu de patience,  vendu  dans  le  commerce,  consiste à  placer  16 
pions sur un échiquier de 64 cases de sorte qu'il n'y ait pas plus de 2 pions 
sur chaque ligne,  sur chaque colonne et sur chaque oblique. 

Combien y a­t­il de configurations convenables différentes? 
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SOLUTION (J.  LEMAIRE, Lille) 

Des  solutions  seront  dites  indépendantes  si  parmi  elles,  il ne  s'en 
trouve pas deux qui se  correspondent dans une rotation ou une symétrie 
axiale. En adoptant la numérotation des  lignes et des colonnes suivante: 

8 
7 
6 
5 
4 

3 
2 
J  ,. 

123  456  7  8 
, 

l'écriture de chaque solution comprendra 8 couples de chiffres séparés par 
des tirets, chaque chiffre représentera le numéro de la colonne, et le rang 
de chaque couple de chiffres écrit entre tirets, celui de la ligne correspon­
dante. 

1) Ainsi la solution A(45 - 18 - 36 - 18 - 36 - 27 - 45 - 27) correspond au 
diagramme suivant: 

Solution A: 

• 
•  •• • 

•• •• •• •• .:
•• 1 

Elle présente un axe de symétrie médian. Hormis les solutions qui 
s'en déduisent par rotations successives de 90°, il n'en existe pas d'autres 
ayant cette propriéré. Cela fait donc 4 solutions. 

2) On dénombre 5 solutions indépendantes possédant un axe de symétrie 
diagonal: par exemple les solutions B(13 - 58 - 13 - 57 - 24 - 78 - 46 - 26) 

C(24-16 -47 -13 -78 - 28 -3~ - ~6), D(Z6-13 -Z8-46-76-14-~7 -35) 
E(26 - 17 - 35 - 78 - 35 - 18 - 24 - 46) et F(J7 - 48 - 46 - 23 - 68 - 35 - 17 - 25) 
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•  ••  !. 
'.••  •'. •,. 1. ,. •,. 1. 

Jel •

•  ••  ••••  ••  ••  ­ ••  •
Solution B  SolutionC 

•  ••  ••  •  ~ 
.e e
•• 

le

••  le ,.
•  •  •• ••  •  •  1 • 

•  •  •  ••  •  e  • 
SolutionD  SolutionE 

•  ••  ••  ••  •••••  •  ••  • 
SolutionP 

En leur  adjoignant  les  solutions  déduites  par  rotations  de 90°  on 
obtient 20 solutions. 

3)  On trouve 4 solutions indépendantes invariantes par rotations de 90".  
Il en est ainsi des solutions  ;  

0(34 ­ 34 ­ 78 ­78 .  12 ­ 12 ­ 56 ­ 56) • H(35 ­ 34 ­78 ­ 17 ­ 28 ­ 12 ­ 56 ­ 46)  

1(35 ­ 46 ­ 28 ­ 17 ­ 28 ­ 17 ­ 35 ­ 46) • 1(35 ­ 56 ­ 28 ­ 12 ­ 78 ­ 17 ­ 34 ­ 46)  

••• ,e1.,. 
,.. 

1 ••• 

:;.rI-t-H-1 
· ,.:. ,. 

SolutionG  SolutionH 
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•. •. •, 

,  •,.• 
~ i • 

!. 
,.:.

• 

•  ••  ••  ••  ••  ••  ••  ••  • 
Solution 1  SoIulionl 

Avec  les solutions déduites par symétries axiales on compte 8 solu-
tions. 

4)  li exisœ 7 solutions invariantes par rotation de 180°  :  

K(13 ­ 15 ­ 35 ­ 78· 12· <16 ­ 48·67) • L(14· 35 ­ 17 ·68 ­13 ­ 28 ­ 46 ­ 57)  
M(24· 57 ­ 13 ­ 68·13 ­68 ­24 ­ 51), N(2S ­ <16 ­ 28 ­16­ 38 ­ 17·35 ­47)  

O(3S ­ 24 ­ 28 ­ 13  ­68 ­ 1'1· S7  ­46). P(3S­26 ­ SI!· 17 ­28 ­14­ 37­46)  
Q(13  ­ <16  • 24· 17  ­ 28 • 57 ­ 33  ­ 68)  •  

SoIutionK  SoIutiOllL 

•  ••  • •  ••  •  •  1.1

•  •  •  ••  • 
Solution M  SolulionN  Solution 0 
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•  ••  ••  •  ,

•  ••  ••  ••  ••  • 

•  ••  ••  ••  ••  •• 
• 
••  ••  • 

SolutionP  Solution Q 

Chacune d'eUes  compte  pour 4  solutions  :  elle­même et  ses  images 
par rotations de 90°  ou par symétries  d'axes  médian ou diagonal.  Cela 
donne 28 solutions. 

5)  11 n'existe pas de solution admettant deux axes de symétrie. Finalement 
il y a  17 solutions symétriques indépendantes. Blies font partie d'un total 
de 60 solutions symétriques différentes. 

G.  HBCQUET et C.  SACRÉ de l'IREM de Lille ont réussi  à  pro­
grammer ce problème et en utilisant les ordinateurs de la Faculté ont aussi 
obtenu ces 60 solutions symétriques, ainsi que 40 solutions non symétri­
ques indépendantes. Chacune comptant pour 8 cela donne 320 solutions 
non symétriques différentes. Le nombre total des solutions est donc 380. 

Autre solution: J. LAGRANGE, à la Faculté des Sciences de Reims a 
réalisé un programme qui écrit toutes les dispositions de pions répondant 
à l'énoncé. Mais (question de crédit) il n'a pas laissé tourner l'ordinateur 
assez  longtemps pour aller jusqu'au bout du calcul. 

Malgré toute la comance que nous pouvons accorder au travail de 
l'équipe de Lille, il serait cependant intéressant qu'un autre calcul sur 
ordinateur Vint confirmer les résultats précédents. Amateurs... à vos cla­
viers !, 

ÉNONCÉ N° 90 (VIDIANI, Dijon) 

Trouver la limite de la suite défilÙe par u,> 0, U2> 0 et la relation de 
récurrence : u.  +'

n+l Un
Un+2 = 

Un+ 1 + Un 

Réponse de l'auteur: 

Par une récurrence immédiate on prouve que tous les termes de la 
suite sont strictement positifs et que pour tout n.  Un +  un + 1 est non nul: 
donc tous les termes de la suite sont défilÙS. 
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De plus on a: 
U!dUn- Unt!)  Un + !(un +! ­ un> 

Un+2-Un+t = etun+2- Un = 
Un+Un+ 1 Un+l + Un 

par conséquent signe (u.+2-un+Il =  ­ signe (un+/-un) et 
signe (u.+2-u,) =  signe (un +! -un) 

Cas 0: u) =  u, alors  Vn~ l  , un =  "l' 

Cas  1 :  u, >  u. alors  la  suite  (U2k) est  croissante,  la  suite  (Ulk+ Il est 
décroissante et ulk <Ulk + l' 

Cas 2  :  u, <U, alors  la  suite  (u2kl est décroissante,  la suite  (Ulk+ 1)  est 
croissante et U2k> Ulk + !. 

Dans le cas lia suite (Ulk) croissante et majorée par u, converge vers 
une limite L.>O et la suite (U2.\;+!) décroissante et mioorée par 14, con­
verge vers une limite LI> O. On procède de même dans le cas 2. 

Par passage à la limite dans la relation: u2k+ 1  =  (U2k)'+ (U2k-l)' 
u2k+ u2k-1 

on déduit L, =  (L.)'+(L.)' d'où L,L. +  L~ =  L~ +  L~ 
L, + L. 

donc L,(L, ­ L.) =  0 ce qui entraîne L, =  L,  =  L. 

Donc les deux suites (u2kl et (Ulk + 1) convergent vers la même limite 
L, par conséquent la suite (l',) converge vers la limite L non nulle, qui 
dépend des "conditions initiales" l'. et u,. 

La question de la convergence de la suite (un) est un classique exer­
cice de taupe: c'est le nO 7 page 62 du traité de mathématiques spéciales 
de CAGNAC - RAMIS - COMMEAU tome 2, Analyse, édité chez MAS­
SON en 1970; et on peut trouver une autre solution dans Bréal crus 80-81 
de J. AUBONNET et D. GUINNIN pages 43-44. 

Par contre; bien qu'il soit aisé d'écrire un petit programme pour cal­
culatrice qui permette, l', et 14, étant donnés à la machine, d'obtenir en 
quelques secondes une bonne approximation de L (par exemple U. = 1 et 
14,=2 donnent L = 1,79194055...); trouver une expression de la limite L 
en fonction des valeurs iuitiales 141 et 14, semble beaucoup plus délicat. 
Malgré les tentatives (trigonométriques, géométriques, analytiques ...) de 
plusieurs lecteurs, cette question n'a, à ma connaissance, pas encore reçu 
de réponse. Allons nous tous baisser les bras, ou bien quelque esprit subtil 
parviendra-t-il à relever ce défi ? 

COURRIER DES LECTEURS 

Mademoiselle Lucienne FELIX (de Paris) a étudié la généralisation 
du probléme 90 à des "suites de moyennes" (1/.) défrnies par leurs deux 
premiers termes 1/, et 1/. positifs et par une relation de récurrence : 
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pour n>O un+l =  F(u",un+ \)  où  F(x,y) est une fonction positivement 
homogène de degré  l, vérifiant F(x.x)=x. 

En développant des  idées de nature géométrique (affine ou projec­
tive) Melle FEUX montre comment calculer la limite L(u.. u,) en fonction 
de "1 = a et u. = b dans des cas simples : 

F(x.y) =  ax+fly  (moyenne barycentrique): L(/l,b) =  ~+(a+{l)b 
a+p  2a+p 

F(x,y)" x+J! (moyenne arithmétique) : L(/l.b) =  a+2b 
l 3 

F(x,y) =  1JL (moyenne harmonique) : L(a,b) =  ~ 
x+y  2tHb 

F(x,y) =  .JXY (moyenne géométrique) : L(a,b) =  /l'13 b'lJl 
puis  après avoir étudié le calcul plus complexe de la moyenne 
"aritbmétiCO-l!ènm~lque" au moyen de la transformation de 
LANDEN, aborde le cas de la moyenne "contraharmonique" : 

F(x..y) =~ 
x+y 

(qui èst celui .I·~nœ 90) en ~t une méthode anaJytique pour le 
calcul de L(41.b). 

A cause de son ampleur (16 pages) ce ttavail ne peut pas être détaillé 
ici, maissa quan~ et son int~ justifieraient sa publication dans la rubri­
que "études" d'lUl procbain bulletin. 

Toujours au wjet .I·~onœ 90. Monsieur J.-P. CARPENTIER (Fon­
Wne les Dijon) prouft que 4(411) n'est pœ IOle fraction nttionnel/e el'! /l 
lit b,  de la façon suivante : 
puls;tue ,. est positivement homogène de degré l, L l'est aussi. Posons 
f(v) .. F(l,v) et ~v) ft  L(1,1I). 

De  la <:onstructlon de (II,,) Il résulte l'égalité L(b, F(a,b» =  L(u.h) 

d·oùbL(I.~F(I • .1!..)) =  aL(I,.!.)etparsuite:vt\M) =  !tv),ceo  a  u  v 
qui, compte tenu. F(x..y) .. ~+.r donc de f(v) =  1+"z • s'écrit: 

x+y  l+v 
~1I) .. Il lé l ",yi)  (1)

11+ yi 

Le problème revieot il moudre cette èquation fonctionnelle. 
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Supposons que f soit une fraction  rationnelle. L'identité (1)  vérifiée 
n 
11'  (v-ai) 

par f sur JO,""[ s'étend à C. écrivons f(1I)  = 
i= l 

m 
'Ir (v- (3j) 

j=l 
(on pent supposer f normalisée), alors (1)  donne: 

n 
11'  [1 + l" ­ a.(11+,,»] 

v  i:::or! 

m 
(lI+,,»n­m  11'  [1  +v'­(3)1I+,,»] 

j=l 

On peut supposer que les deux ensembles [a" a"  ..• an} et 
[(3"  pz, ..•PmI sont d 'intersection vide. de ce fait les trinômes 

l+l" ­ <>1111+,,»  et  l+v'­Pj(lI+,,» 

n'ont pas de racine commune. Obsenlons de plus qu'ils n'ont oi 0, oi  ­ 1 
comme  racines. 

Dans (II) la fraçtjon du membre de puche est réduite. On rédoit celle 
du membre de droite en simplifiant par 11  si n '* m. alors les numérateurs 
et les  dénominateurs sont respectivement égaux. 

Si  tous les ai sont différents de  l , le degré du numérateur du mem bre 
de droite dans (II) est au moins 2n, alors qu'à gauche le numérateur est de 
degré n. Donc n=O, mais alors 11  est en facteur au numérateur à droite et 
pas à gauche: contradiction. 

Si au contraiœ 1 E {a .."3...."nl alors tous les {JJ sont différents de  l, 
le degré du dénominateur du membre de droite dans (II) est au moins 2m, 
alors qu'à gauche le dénominateur est de degré m. Donc m = 0, mais alors 
(1 + 11) est en facteur au dénominateur à droite et pas à gauche: contradic­
tion. Ce qui achéve la démonstration. 

Ce résultat. bien qu·étant négatif, est intéressant dans la mesure où il 
invite à penser que l'expression de L(a,b) en fonction de a et b est pent­
être difficile, voire impossible, à écrire à j'aide des fonctions élémentaires. 
La suite du travail pourrait consister à rechercher des propriétés de la 
fonction f à partir de l'équation fonctioonelle (1). 
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