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les problemes
de 'a.p.m.e.p.

Cette rubrigue propose des problémes choisis powr Ieur caraciére
esthétique pu astuciens, voire récrdatif, et dont Ia résolution récessite des
initiatives, une démarche inventive, une recherche demandant un effort
intellectuel,

Priorité est donnée aux énoncds composés par des coliégies, et au
diglogue entre ces derniers par Pintermédiaire des réponses et des solu-
tians. Cette rubrigue esf pour tous Ceux qui giment inventer ou chercher
de "bemux protiémes™, ... parfels trouver des solutions, ef pour que cha-
cun puisse donner libre cours & son imagination créetrice,

L.es énonces ¢f solutions sont ¢ envoyver & Vadresse suivante : (répon-
ses @ des problémes différenis sur feuilles sépardes S.V.P.}

M. Dominigue ROUX
3. avenus Pierre et Marie CURIE
CHADRAC 43006 LE PUY

ENONCE N° 191 {Raliye Mathématiques de Franche-Comié 1976)
Soient I ¢t D’ deux droites de Pespace.
Peut-on trouver deux rotaiions, 'une R d’axe D, 'autre R’ ¢'axe
I}, telies que R(D’) = R*(D) ?
ENONCE N° 102 (ROUX, LE PUY)
Qucls sont tous les couples d’entiers naturcls (x, ¥) pour lesquels
x5 + 273 admet au moins trois diviseurs premiers distinets ?
EN{)N(;E: N° 103 {CUCULIERE, PARIS)

Deux demi-cercles de diamétres AC = a4 ¢t AE = B sont tangenes
intéricurement. On construit le cercle C; tangent 3 AC et aux deux demi-
cercles, puis ke cercle C, tangent 3 C, et aux deux demi-cercles, et ainsi de
suite... Calcnler ia somme des aires des cezcies €3, Cpp.vny Cpoons
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Remarque:

L’auteur nous dit que ce probidme lui 4 éié suggéré par la figure 38 de
fa planche § des “Récréations Mathématiques ot Physiques” de
OZANAM (de ¢ Académie Rovale des Sciences, et Professeur en Mathé-
matigue) éditées & PARIS chez JOMBERT rué 8t. Jacques, au coindela
ru des Mathatins, 4 {'Image Notre-Dame en 1698, avec privilége du Roy
(voir page 734

SOLUTIONS
ENONCE N° 27 (Gérard LETAC)

Addition et soustraction sont gratuites. La muliiplication de deux
nombres réels, quels gu’ils soient, cofite § franc. On peut descendre &
4 francs le prix de revient du calenl de

l+z+ e+ .+ = (§+ o + )] + 29
Est-ce bien le coftt minimam ?

SOLUTION de Pauteur

L4 question est imprécise ; il faut convenir que le codt du calcul de 1
est §, ef par suite que les emniiers ont un calad gracuit.

D’autre part, sia = +/2 est donné, le nombre cherché est 15 + 152
qui est calculable avec uniguement des additions donc qui est de cakul
graturt.

Pour ces raisons nous proposons de reformuier la question en
*modélisant®’ le probléme comme suit :

Soit Zla] I'anneau des polyndmes en 2 A coefficients dans Z. Un
module M est un sous-groupe de Z[a] pour Paddition tel que :

siPEM et ne- Z alors nPEM
M, est le module formé des polyndmes en o de degré inférieur ou égald 1.

Une chafne est une suite finie croissante de modules (M,), 0<&<n,
telle que pour tout &, 0< k< n, il existe g et Qf dans Mgy tels que
Pk = xdk & Mi—y et My = Zpg + Mg
Par exeimple une chaine (M), 05&<4, est construiie & Paide des
pelyndmes suivanis ©

Glay=a y  Qil@)=a , pldy=a?
Ggl@=a  , gi@)=d . palay=et
ol@=t+a , giay=1+2 v palay=(1+axt +a)

Gdo=1+a , qiar=(+aXl+a% , pl@=U+a¥1+81+8%

Si P est dans Z{g), on peut convenir d"appeler calcud de P la donnée
d’une chaine My, 0<k<n, telle que PEM, mais PEM,,_ et 5 le cofit
du calcul de B
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Le probitme posé se reformule alors ainsi © 8i E ost ie polyndme
(I +a1 + 051 +a% el si (Mp), 0%X<3, est une chaine, montrer que
E£M, est impossibie,

Supposons done gu’il existe une chaine Mg, My, M,, My avec EEM,,
Comme deg q,5 1 et deg gi< 1, deg ;€2 ; donc wPEM, deg Pg2.
On en déduit que deg p; ~ deplaxl<4, donc yYPEM, deg P4,
Comme EEM, = pyZ + MyetquedegE = 7il faur deg py = 7.

Or p; = Qs 94 avec g; &©M; et q;&M,;. Deux cas se présentent :

— ou bien deg pp 3 alors deg gy < 3 et deg gy < 3 donc deg py < 6, contra-
diction.

— ou bien deg p, = 4 alors M; = p# + M; ne contieat aucun poly-
ndme de degré 3. Par suite deg q,G{ <6 ou deg q;q7 = 8, contradiction
avec deg py = 7 ; ce qui achéve Ja démonsiration : 4 est bien ie colit mini-
mal.

AUTRE SOLUTION : TiSSIER. (Montfermeil)

ENONCE N°¢ 83 (AUQUE, Clermont-Ferrand)

De combien de fagons peut-on placer les nombres 1, 2, 3, 4, 5 et 6,
dans un carré 6 x 6, de sorte que chaque nombre apparaisse une fois dans
chaque ligne, dans chagque colonne ¢t dans chacune des dewx diagonales 7

SOLUTIONS : {ce dossier ne comporte pas moins de cinquante pages )
1) Méthode de J. LEMAIRE (Liile)

1} Dans le carré 6 X6, nous distinguons trois régions :

— lg “coeur”, clest-d-dire le carré 22 des quatre cases cenirales,
- la ‘*petite enceinte’’, formés des 12 cases entourant e cosur,
~— la “grande enceinte’ des 20 cases qui bordent ce carré 6X 6.

Les conditions du probiégme imposent que le cosur soit occapé par
quatre nombres différents. Nous supposerons qu'il s’apit des nombres
1,2.3 et 4, placés comme suif : iﬁ , 81 nous chercherons s nombre p de
sohutions qui correspondent & cette disposition. Le nombre total N de
solutions est le produit de p par le nombre A d’arrangements de 6 objets
4 4 4, c’est-a-dire N = 360 p.

2) Pour simplifier le langage, 1les nombies 5 et 6 seront appelés nombres
K. Il y a 12 nombres X a placer.

11 cst évident que, Sur ¢hague coceinte, trois coins quelconques ne

peuvent &tre ocrupes simultanément par des nombres K,

Si aucun coin de 1s grande enceinte n'est occupd par un sombre K,
cetie enceinte contient & nombres K. § en reste 4 pour la petite eriosinte.
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Mais, comme i fapt metire 2 nombres X sur chague diagonale du carré, il
fandrait disposer ces 4 nomibres X aux coins de 1a petite enceinte : nous
venons de remarguer gue ¢’ était impossible.

Si un seul coin de Ja grande enceinte est occupé par un nombre K (que
nous noterons K<, celle-ci contient 7 nombres X. H en reste 5 pour la
petite enceime. Un des coins de celle~ci, situé sur la diagonale portani ie
nombre X', doit reczvoir un nombre X. On voit alors gue ks deux coins
de cetie petite enceitrte, situés sur la seconde dingonale, doivent également
perter un nombre K. D’ol, ici encore, une impossibilité,

Conclusion ! deux coins de ln grande enceinte contiennent un nombre X,
Ce qui fait § nombres K pour la grande enceinte, et 6 pour ia petite, dont
2 octupent fdes coins.

Ainsi, deux des quatre alignements de quatre cases formant la petite
enceinte doivent porter 2 nombres K, I'un de ceux-ci occupani un coin.

3) Nous nous proposons de rechercher toutes fes solutions correspondant
4 Pune des dispositions sulvantes :

Al b B: [
i 2 1 2
314 3l 4
5 6 56

C: 16 D 6
1 2 1 2
3 4 314
5 6 b ]

Nous allons voir que toutes les anires ¢’en déduyisent.

Du fait que la valeur arithmétiane des six nombres employés n’entre
pas en ligne de compte dans ce probléme (on pourrait substituer aux chif-
fres n’impocie quels autres synboles, six couleuss différentes par exem-
ple), les solutions du type A sont aussi nombreuses que celles de chacun
des quinze types suivanis :

b

&5 56 5 6
sphgpggt
4 14 4 4

6 5

3 65 6 56 56 65
56 6 5 6 5

2
o Y
WA

ESl
JES,
b




Bulletin de 'APMEP n°350 - Décembre 1985

On peut passer d’un quelconque de ces types 3 un autre, soit en
échangeant les chiffres 5 et 6 de la grille, soit en faisant subir 4 1’ensemble
des chiffres de la solution correspondante une isométrie du carré (rotation
ou symétrie par rapport & une médiane ou i une diagonale) et en redon-
nant au coeur sa composition initiale par une permuiation convenable des
chiffres 1, 2, 3 et 4.

4) La recherche des solutions du type A se fait aisément par essais
successifs. Le remplissage d’une nouvelle case, bien choisie, donne lieu,
au plus, 4 deux choix possibles, Certaines cases, progressivement, voient
leur affectation imposée, ou impossible, si bien qu'on ne rencontre qu'un
nombre réduit d’alternatives : en moyenne, aprés 4 choix, on est en
mesure de dire si la configuration correspondante méne, ou non, a une
solution.

On en arrive ainsi A Ja constatation qu’il existe /6 solutions du type
A. Elles sont rassemblées dans les deux grilles suivantes :

NOIOE

2|16 5 13

1 6

3 O]

B3 |1 2 ()4
2@z

©,

1 D@6 3 5

étant convenu que I’on peut échanger les chiffes entourés : les 1 avecles 3,
les 2 avec les 4, les 5 avec les 6. D'aprés le 3) on pouvait penser que cha-
cune de ces solutions serait en relation avec 15 autres. En fait, toute solu-
tion du type A est également solution du type :

65
12
34

5

et elle n’est associée qu'a 7 autres solutions.

5) Une étude similaire montre qu’il n’existe pas de solutions des types B et
D, et qu’il y en a 16 du type C, résumées dans les grilles :
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s 5

e 5 13
- |
i

oforl

avee fes mémes conventions d'échange que précédemment.
Iti de méme, chaque solution est en relation avee 7 autres.

Finalemeiit, nous dénombrons p = 6 X8+ 16 X8 = 256 sohuions

dont g coear ¢t ;ﬁ et le probiéme admet

N = 236 x 360 = 92180 solulions.

2) Méthode (abrégée) de P. JACQUEMIER (Grenoble)

Appelons A l'ensemble des 4 chiffres situés aux coins de la *‘grande
enceinte’’, B 'ensemble des 4 chiffres situés aux coins de la “petite
enceinte’’ et C Pensemble des 4 chiffres occupant les cases du “‘coeur”’.
On constate gue A, B el C ont, deux 4 deux, 2 éléments en commun.
Appelonspetp’ ceuxde ActB,netn’ les2autresdans A, metm” les 2
autres dans B. Alors

A={p p,5n'} B=i{mm,p p} C = fm, m’, n, 07}

Nous appellerons doubleties les paires fm, m’] , in, n'jetip, p'i et
dessinerons leurs chiffres par des pipas : ou @’ par x ,noun’ para,
poup’ par 0. )

Pour remplir une gritle, commengons par garnir de pions ses diago-
nales, et déja par placer les ® de A, ce gui pout se faire de 2 facons |
— piemidre facon : les placer dans 2 cases &’une méme diagonale, On
obtient une figure qui, comme ci-dessous, présente un centre de syméirie.

On s'assurera que les grilles de chiffres qui en résultent ne sont pas
acceptables.

@ O
G %

X ()
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— Jeuxidme fagon : piacer les ® de A sur une méme ligne ou une méme
colonne. Cela eatraine gue les doublettes sont

— ou toutes horizontales ou toutes verficales

— ou 2 d'une facon £t 4 de I’antre ; mais on s'assurera alors qu'il n’est
pas possible de placer les 24 autres pions.

Choisissons de les placer toutes horizontalement, On obtient une
figure qui, comme <i-dessous, st symétrique par rapport 4 la médiane
verticale, Les 4 antres # se¢ placent aux sommets d'un rectangle unique,
que nous dirons du premier type. De méme pour les O et pour les % Les
12 cases restantes se réemplissent de fagon unique et donnent § autres rec-
tangles que nous dirons du second fype,

L4 )
O O

t

x
&
Jig. 2 X x
@) O

Le garnissage en pions des 36 cases résulte done uniquemeni de celui
des diagonales ; il présente la méme symétrie. Voici les 9 rectangles de la
figure ci-dessus ; ceux du second type sont dessinés en trait ininterrompu.

®iX

a-+e

Heote i

&t

e i Y

Dénombrons les solutions dong ia médiane de symétrie est verticale ©
mettons d’abord en piace les ®, O et x :il y a 2 fagons de garnir les dia-
gonales. Chacuone d’elles sntraine le garnissage des 36 cases, Astribuons

2valeurs &4 ®,2 4 O, ¢t 24 X ; cela se fait de Eg x I:ifaq:ons. Pour

chacune d'elles, il ¥ a 2 facons de remplacer par vm chiffre les ® d'une
diagonale : les chiffres des rectanglies du second type en résulient ; ceux
des rectangles du premier type peuvent &tre placés de 2 fagons. De méme
pour les O et pour les X.

Ii y a done 2% 2x % 4% = 25«61 solutions & symétrie verti-
cale, d’o% au woral Z’xg 492160 solutions.
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Remargue : Dans toute sofution une médiane du cerrd a un rbie de symé-
trie gue Patitre 'o pas. De phis les fignes fou les colonnesi se répartissent
par deux, les chiffres de Pune étanf dans I'ordre inverse des chiffres de
Pautre.

3) Méthode (résumée) de D). ROUX avec Ia collaboration de F, OZ00
alors éieve au Lycée 5. WEIL (Le Puy).

L'idée est d utiliser une partie de 1a solution qu’a donnée TARRY en
1900 au probléme de 36 officiers posé par EULER en 1782, telle qu’alle s¢
trouve exposée dans le beau livre de A. SAINTE-LAGUE “dvec des
nombres ef des lignes” (Paris 1946) pages 213 4 221.

TARRY appelie “‘groupe magigue’ d'un carré 1atin 6 X 6 toute per-
mutation de 1,2,3,4,5,6 obtenue en prenant ¢n terme ef un seul dans cha-
que ligne et dans chaqgue colonne. Désignons par L Ie groupe des permuta-
tions des lignes du carré, par C le groupe des permutations des colonnes et
par R celui des permutations de 1,2,3,4,5,68 ¢'est-d-dire des renumidrota-
tions, TARRY monire gue tout carré latin 6 X6 s¢ raméne gefice 3 une
composée de transformations prises dans L, dans € et dans R a I'yn des
17 types de carrés dont il donne )a liste,

Puisque 'énoncé 83 revient A se demander : combien ¥ a-t-il de carréy
lating 6% § doni les 2 diagonales sont des groupes magiques 7, if faut Su-
dier les groupes magiques des 17 types de 1ableaux carrés de TARRY : 8
n'en ont pas; § autres en contiennent 8 ; 2 conticnnent 24 groupes magi-
gues, et fe tableau T {appelé 7 bis) en content 32,

fig. 3

Tablegu T

M- D{nhi
wi i O O

BN =SB0
g et honsl b b Mt

ol | Wik
UG WP | =N

H faut maintenart A panir de chague couple de groupes magiques
chercher & les amener, ait moven des &léments de L., de C, et de R en posi-
tions dizgonales. En placer un diagonalement ne nécessite gue des permu-
tations, par exemple sur les fignes. Je dirai que deux groupes magiques
sont “associés’” si I"un étant amené {par des opérations de L ou ) en
position diggonale 1"autre arrive sur un ensemble de cases deux & deux
symétriques par rapport A cette diagonale, On vérifie que c’est la condi-
tion nécessaive ¢t suffisante poyr que les deux groupes magigoes puissent
&re cnvoyés sur les deux diagonales par des opérations de L &t C. Oron
vérifie qu’un seul des 17 tableaux de TARRY posséde des groupes magi.
ques associds ; letableau T, it contient 8 quateors de 4 coupies, cela dotine
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32 couples possibles ; d"od 32 careds *“‘primaires’” répondant aux condi-
tions de Pénoncé B3,

Soit alors D e sous-groupe de L xC qui conserve globalement les
deux diagonales du carré. On vérifie rapidement que D contient 96 appli-
cations. En faisant agir R ¢t D sur les 32 carrés primaires on obtient tous
les carrés possibles répondant aux conditions de 'énoncé 8%, mais i v a
des répétitions. Une édpde détaillée mais élémentaire des éléments de
L x € qui conservent le tableau T A une renumérotadon prés montre que
chaque image est obienue 24 fois.

Conclusion : chacun des 32 carrds primaires donne par des applica-
tions du type fOg , TED , gER 96x 6! carrés chacuns, chaque image
Stant répétée 24 fois le nombre N cherché est

o BAXUEXE! _ a7 gy
N = 2XEXEL = 27x6! = 92160,

Antres solntions : 5. AID (Salambo) qui fixe la premiére ligne du carré,
puis fait varier le deuxidme chiffre de la diagonale principale : 4 cas dans
chacuns desquels i trouve 4 8 possibilités ; A. TISSIER (Montfermeil)
qui a calculé e nombre N, des solutions pour ie méme probléme avec un
carré nx a1 il trouve ; ’

Ni - l, N: = O, N; = 0, N( - 25‘(4!, NS = 8)(5!, Ng = !28)(61

et demande N, ; ot I'auteur {solution évoquée au cours d*upe communica-
tion téléphonigue).

ENONCE N° 88 (EHRHARY, Strasbourg)

Un triangle porte comme seils noeuds d*un quadriliage ses sommets
et quatre points intérieurs. Démontrer que ces derniers sont alignés.
SOLUTION :

Mous appelerons triasgle “propre’ tout triangle qui porte comme
seuls noeeuds d'on quadrillage ses sommeds et 7 points intérieurs (o4
#EN). Daprés la formule de PICK(™ Paire d'un tel tnangic est

e i
S-—-n+7—.

Sans perte de généralité on peut supposer que les pends du guadril-
fage sont les points & conrdonndes entidres dans un repire orthonormé

0,57}
Nous désignerons par U le groupe des applications affines dont
I"expreasion analytique dans ce repére est de la forme :
x' = ax + By
¥ = wx + &
ol (o, By, HEZ et b - fy = L
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Ces applications conservent fes propristés d’alignement, de paraflé-
lisme, et les sires, dene transforment tout triangle propre en un triangle
propre ayani le méme nombre de points intéricurs. {I.'image d'un point 3
coordonnées entidres est augsi 4 coordonnées entidres).

Soit POR un triangie propre. Quitte & prendre son image par Ia ransla-
tion de vecteur PO on peut supposer sans perte dc généralité vis-3-vis de
oire probiéme que 1'un des sommets est en O ¢ appelens—le triangle OMN, ot
quitte 3 échanger M et N on peut supposer que det(OM, ON) > 0. Donc si les
coordonnées de M et N sont : M(z,m1;) ;3 N(iy 5z} on peut écrire

25 = mpy — myny, = 2n+1
ou n est le nombre des points intériewrs. Puisque OMN est propre le
PGCD de m, et m; vaui § ;i existe (o, D E 2 iels que o, + Sy = 1,

Alors Pélément de U de matrice (25, %, | traosforme G en O,

transforme M en A(],0) et transforme N en un point B'(by, bd. 1la
conservation de aire monire gue b = 2n+ 1. Effectuons Ia division
euclidienne de b par B{ : b{ = ¢ b; + r avec 0Lr<2n+ 1, alors "élé-

ment de U de matrice 1:] “f] transforme O en O, Aen A, et B” en

B(by, byod by = bj—gh; = r e by = b; = 2n+1.

Notation : Désignons par Ty le triangle de sommets O, A,
Bi{k+1, 2n+1) ot OLkC2n. Ty eot propre si et seulement 5i
(k,2n+1) = (k4L 24+ 1) = 1.

Nous vencnas de montrer que tout triangle propre ayant » points inté-
riears est Pimage par an £élément de U d un triangle T, propre ; done gue
Pétude de o propri¢té d'elignement de sex points intérieurs se raméne o
Pexaren de cette propriédié dans fes frigngles Ty propres.

Ainsi lorsque s = 4, 2n+1 = 9., iin'y & goe trois triangles 3 consi-
dérer : Ty, Ty, Ty Lenrs points inféricuss sont respectivement :
dans Fy 3 (1,1) (1,2) {1,3) (1.4

alignés favec A} sur la dioite d’égquation x =1

dans Ty @ (1,1) 2,3 (3,5) 4,7
alignés {avec B,} sur 4 droite d'équation y =2x— )

dans Ty : (1,1 2,2) (3.3) (44)

alignés {avec O) sur la droite déquationy = x.

Done downs tout trigngle propre avant 4 points intérieurs cewx-ci sont
alignés.

Cette solution combine les réponses de M. PERET (Gevrey) &t

L. MORDEFROID (Lons-le-Saunier), gifres spfutions ; E. EHRHART
{Strasbourg), I. LEMAIRE (Lilie} &t P. MANAC'H (Lorient).
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COURRIER DE LECTEUR

Monsieur Lowis MORDEFROID de Lons-le-Saunier envoie une inté-
ressainte €tude prolongeant e probléme n® 88 : # démonire que la pro-
priété subsiste s on remplace dans 1"énoncé le nombre 4 par le nombre 7.
1l ftudie aussi e cas 7 = 10, Précisons un peu tout cela :

Introduisons dans 'ensembie de tons les triangles propres & » points
intérieurs une relation d"éguivelence 'R définie ainsi : deux triangles sont
équivalents module N s et seulernient si il existe un Sléiment de U trans-
formant I"un en 'avire. On vérifie aiséraent que deox triangles Ty propres
ne soat jamais équivalents : s'il existait TE€ U tel gue {(Tg) = Ty avec
Ok« k’ €2n alors ((0) = O, le cas f(A} = A et {(By) = By n'est pas
possible, et le cas f{A) = Bret f{By) = A conduit par un calad ra@‘de &
i contradiction dei(f) = —1.

Complte tenu de ce qui a été prouvé ci-dessus nous concluons :

Proposition 1 : L'ensemble des trigngles propres & n points intérieurs est
partitionnd modiiio . en un nombre fini de classes ; un sysféme de repré-
sentants est donné par ko fawitle des triangies Ty propres (0 k4 2n).

Supposons désormais n>x1 (done O<&<2a)

Proposirion 2 & H existe frois et seulement trois triengles Ty propres dont
les i points intdrienrs sont alignés :cesont Ty, T, et To,_ s

En &ffet ;

— d'une part, Ty comient {1,1) (1,2)...(1,n)} alignés (avec A} sur la droite

x =1

T, comient 1,1} (2,3)...(n, Zn-—1) ulipnés (avec B, sur la “droite

¥ o= 2x—1.

et Ty, 1 contient (1,1} (2,2)...(n,n) alignés {avec O) sur la droite y = x
fLe fait que Ty, Ty, Tay -1 500t propres est immédiag).

- d’autre part, si T, a ses a points intérieurs alignés ;

premiercas ' 1 <k<n, Tycontient (1,1} et (3,2). ses m poinis intérieurs
doivent #tre d*abscisse 1 donc T contiendrait {1.,a) avec aza, mais &
point n'est pas imérienwr & T; : contradiction.

deuxidme cas : n<<k<2a -1, Ty contient (1,1) & (2,2), dong coptien-
drait (a,4) avec a2 » ; on vérifie rapidement que 13 aussi ce poini n'est pas
intérienr & T, : contradiction.

Carollgire : 5i un trigngle propre a ses poinis intérieurs alignés, Ja droite
confenant ces points passe par Pun des sommets du triangle.

Exemples ;

— Bans le oas m = 7, il o’y a que trois classes de ¢riangles propres
{modulo R }: celles des triangles Ty, Ty ¢t Ty Donc si un triangle propee
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contient 7 points intérieurs, ceux-¢i sont alignds,

e INI0S fecus i = 10, en plus des classes de Ty, Ty ot Ty, il 0’y &0 a que
deux autres ; ceiles de T, et de Ty (il faut & et k+ 1 premiers avec 21).
L’examen des 10 points intérieurs & T, et Ty permet d’énoncer la pro-
priéed suivants ; st un iriangle propre contient 10 poiats intérieurs non ali-
gnés ceux-¢i somt répertis dans trois familles de 4 paralléles en
1+ 2 +3+4, et chaque sommet du iriangle est aligné avec 4 de ces poins.

Exempie : triangle OMN ot M(5, - 1) et N1 4)
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1a recherche des triangles Ty propres contenant n points intériewrs
est éguivalente & celie des entiers &, 0<k<2n, telz que

(k2n+1) = (k+}, 2n+ 53 = 1.
5i & est solizion 2n— & est aussi car alors
Rn-k,2n+1) = @un—k+ L 2n+]1) = 1.

Done la recherche des entiers k vérifiant cetie propriété peut dtre
réduite aux entiers &k vérifiant | <k-<n. A ce sujet, M. MORDEFRGID
émet a :

Conjeciure ; 5i n>»7, il existe KEN, I<k<n, iel gue
tk,Zn+ 1} = k41, 2n+1) = 1.

qui &5t une guestion de plus proposée 4 {a perspicacité des lecteurs intéres-
sés. Celte propeiété est éguivalente a 'existence de triangles propres ayam
7 points intérieurs, non tous alignés (pour n> 7).

Si elle est prouvés, nous pourrons noncer :

Proposition 3 : Les seuls entiers n, n>> 2, tels gue dans fout triangle pro-
pre ayvent n poinwis intérisurs ceux-ci some alignds, sont 4 et 7.

Pour terminer, ajoutons ceite remarque de M. MORDEFROID,
fruit #e son expérience pédagogique @ les triangles propres dans un gua-
drillage penvent &tre I'obiet de nombreuses activités instructives et amu-
santes & faire en classe ; ¢t on peut aussi bien Faire crouver certaines
réponses & des €léves de 3¢ qu’a ceux gul manient metrices ¢t détermi-
nants,

) Réflrence pour fa formule de PICK : Mathématiques i § et E, géoméirie, vollection
ISTRA. Théme F, p. 237 & 233,
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