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les problemes
de 'A.P.M.E.P.

Cente rubrigue propose des probiémes choisis pour leur caractdre
esthétique ou astucieux, voire récréatif, et dont la résolution nécessite des
witiatives, une démarche inventive, wne recherche demandant un effort
inteliectuel,

Priorité est donnde aux énoncds composés par des collégues, et i
dizlopue entre ces derniers par Pintermédiaire des réponses et des solu-
tions, Cette rubrique est powr tous ceix qui aiment inventer ot chercher
de “heaux probiemes’, ....parfois trouver des solutions, et pour gue cha-
ctin puisse donner {ibre cours & son tmagination créatrice.

Les énoncds et solulions sont  envoyer 4 adresse suivante ! {répon-
ses a des problémes différents sur feuilles sépanfes S.V.P.}.
M. Dominigite ROUX
S, avere Pierre et Marie CURIE
CHADRAC 43000 LE pUY

PROBLEMES
ENONCES
Enoncé n° 97 (Concours général, 1984)

Soit ABC un triangle dont les trois angles sont aigus. Quelle est la
plus petite valeur de M} = AM. BC + BM.CA + CM. AB | M décri-

vant son plan?
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Enoncé n° 98 (CARREGA, Lyon)

Trouver lg plus petit nombre réel & tel que pm}r tout griangle d’aire
S et de périmétre 2p on ait S<kpt. '

1
e

Enancé n® 99 (ROUX, Le Puy)

Quel est e volume maximum d’un octagdre régulier contenu dans un
cube de volume | 7

Enoncé n® 100 (ROUX, Le Puy)

Reprendre le probléme précédent en remplagant "octaddre et Je cube
par tout couple de solides de Platon.

Remargue: Il v a 5 solides de Plaion, le téiraédre régulier, le cube,
Poctaddre régulicr, 'icosaédre régulier et le dodécaddre régulier. Cela
donne donc en tout 2C; = 20 questions différentes, de difficultés d’ail-
Teurs trds indgales,

SOLUTIONS

Exercice 13 (Olympiades)

Xx et y sont deux entiers distincts appartenant 4 ensemble d’entiers
naturels comsécutifs E = §2,3,4, ..., 78,79,80] .

On donne la valeur de la somme s{s = x+»)} a un individo A,
On donne la valeur du produit 2 (7 = x¥) & un individu B.

Sengage alors le dialogue suivant :
A, ayant examiné 5, déclare & B: “*Vous ne pourrez pas trouver x ef
y ’).
B, ayvani médité ceite déclaration et la valcyr de p, annones: “JFai
trouvé x et y "

A, meéditant sur tont cela, annonce eafin: “‘1'ai aussi trouvé x ¢ ¥ .
Quevaut x 7 Quevaut y ?

Sotution : (EUVRARD, Chaville}

Pour gue B pe puisse pas trouver x et y , il faut que la décompiosi-
tionde p en un produit de deux facteurs distincts pris dans E ne soit pas
upigue, Cecl exchut donc:

1}Ylecasolt x et ¥y sonm deux nombres premiers distincts (unicité de
la décomposition en facteurs premiers).

2} 1e cas o 2 est le cube d'un nn_rthe p::emier.
Exemple: p = § = 525 (décomposition unique).

3) d’auires cas éventuels. Exemple: si p = 79.80 , sa décomposition
en un produit de deux facteurs pris dans E est unique.
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Tous ces cas sont exclas par la déclaration de A,

Le 1} entraine que s ne doit pas élre somme de deux nombres pre-
miers distingts pris dans B, sinon il se pourrait que p it le produit de ces
deux nombres,

s ne peui done &re up nombre pair (sauf 6) propriéeé trés générale
qu’on vérifie faciiement jusqu's 159: tout nombre pair €5t somme de
deux nombres premiers distinets.

s =6 estaussiexclu, car 6 = 442 ef p = 2.4=8 {décomposition
unigue),

s ne peut #re non plus un nombre impair de {a forme 2 + nombre
premier.

Les autres cas somt possibles. Exemple: 27 n’est pas la somme de
deux mombres premiers.

Nous allons voir gue s est inférieur ou égal 4 41. i1 ne reste alors
powr s gue & valenrs possibles; 11 ; 17 ; 23 ; 37,29, 35, 37, 4L,

Vérifions y<41 . En effet, si s>41, & peut 8’écrire s=414+a .

Si 2€a<80 et si par hasard p valail 41z , B voyant dans p le fac
teur 41 aurait la décomposition unique en Xy puisgue tout facteur pris
dans @ pour multipiier 41 donne un x supérieur & 80.

On exclut ainsi toute somme $ telle que 41 <3121 .

Mais en reprenant I¢ raisonnement avee 43, 47, ... jusqu’d 79 on
vgit que 5 ne peut 8tre non plus entre 121 et 79+ 80 = 159 {inclus) § est
donc bien inférisur ou égal 4 41,

Formaons alors les epsembles
Py = {3/ (x)) € BLx#y,.x+y = 3)

Soil :

Py, = (18,24,28,30)

Py = (30,42,52,60,66,70,72)

Py = (42,0660,76,96,102,112,128,126,130,132)

Py = (50,72,92,110,126,140,152,162,170,176,180,182)

Py = (54,78,100,120,138,154,168, 780,190,198 204,208 20}

Py = (66,56,124,150,174,196,216,234,250,264,276,286,294, 300,304, 306)

Py, = (70,102, 132,160,186,210,232,252.270,286,308,382,322 330,336,
340,342}

P = (78,114,148, 180,.210,238,264,288,310,330,348,364,278, 350,400,
408 414 418,420}

B quiconnalt p affirmeavoir x et » ;c'estdoncqu’ila 5. Donc
P ne peut avoir une valeur figurant dans deux P, distincts, sinon B hési-
terait sur 5 . C’est donc une valeur non répérde.

L'énoncé nous dit que A, qui connate s donc Py, est en mesure de
déterininer x et p sans hésiter. C'est donc que le P, gqu’ll connait esg fe
seyl de la liste ci-dessas contenant une sevle valeur non répérée : clest Py,
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Parsuite s = 17 et p = 52, donc x et ¥ sont les racines de ) équation
KE-1TX+52 =0 :cesont x=4 ¢ y=13 {ou inverse).

Je n'ai pas recu d'auire solution.

Enoncé n° 77 (LEMAIRE, Douai)

Quels sont les nombres premiers dont le cube augmenté d'un carré
est un bicarre?

Solution : (ROUX, Le Puy)

{'équation & résoudre s'éerit PP+ a® = 5 avec p premier, a et b
dans N, soit: p? = (#—ax P +a). Comme O<P -g<P+q iln'ya
gue deux possibilitds :

Icas; P~a=pet Pra=p* ; 2ecas: P-u=1 et P+a=p*,

- Dans le premier cas, en ajoutant, on obtieni 25 = p(p+1}.
p=2 ne convient pas, donc p est un nombre premier impair divisant
# , done divisant b: b = pb’ parsuite 2pb’'? = p+1 | p diviserait
P+ 1 ce qui est impossible.

— Dans le denxiéme cas on obtient de méme 2% = p?+ 1, ce qui,
multiplié par 8, conduit 3 (4b)2 = (2p)? + 8 ; équation du type trés classi-
que 3 = x*+ &k avec k= 8 ., Le plus rapide est alors d’utiliser le résultal
connu concernant cetie équation ; on le trouve par exemple dans I'Ency-
clopédie Universalis 4 Darticle DIOPHANTIENNES (EQUATIONS)
page 655 : les seules solutions sont, dans Z les suivantes (x, ) = (—2,0):
{1,+3); 2, +4); (46,+312). La seule possibilité correspondant 4 x = 2p

et = 4} est (| n'est pas premier); = 23, p =312 . T8 d'ott
HﬂyGOS?u. ( pas p ) p y

Conclusion :

Un seul nombre premier répond 2 fa question: 23 et 23% + 6083 = 78 .
Autris soiutions. Mme 8. CHRETIEN {Villemombie) et 1'auteur, qui
fort Téconornde du résultar utilisé ci-dessus concernan: 1’équation

P x¥ 4 8, en monirant quele P.G.C.D, de p+1 et p2—p+l est3ef
en discutani les diverses factorisations de b gui en résulient.

Yai également recu une réponse fausse.
Complément :

La résolution dans Z de Péquation x*+3% = 7' (sans supposer ¥
premier} est une guestion de haute difficulié si on veut obtenir toutes les
sofutions. ¥ cst cependant assez facile d’exhiber une infinité de solutions
différentes, comme Pa fait Mathieu dans Pintermédigire des mathémari-

ciens {1912} en remarguant que tout nombre triangulaire T, = ?!L'iz“l'_’)

gui est un carré conduit 4 une solution car T2 -~ T3, = a%. Almsi
Tap = 352 21 Tyg = 1176 d’on 11762+ 493 = 354, Prouver gu'i] existe
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une infinité de nombres triangulaires qui sont des carrés se fait par exem-
pie en résolvant une Equation de FERMAT ; ¢'était Pobjet du probiéme
140 posé dans le Petlt Archiméde, le lecteur intéressé peut se reporterala
solution donnée dans le N° 83, pages 61,64 de <site agréable revue.

Enoncé n® 79 (FRAISSE, Ferals les Corbiéres)
Résoudre dans Z

€

7t a

Solution : (ROUX, Le Puy)
1 Historigee

Ce probléme est sans doute le plus difficile qui ait &t posé dans cette
rubrique. 1l n'est pas inddit, mais 2 & posé par Wener Mnich sous une
forme équivalente : trouver trois rationnels doat la somme er le produit
font 1. Voic 4 son sujet ce gu'éerivait en 1959 W. Sierpinski de Varsovie
dans “L'enseignement des Mathématiguer'' (Genéve) 11° série, tome ¥,
fascicule 4 : {*"Sur quelques problémes non résolus d*arithmétique’™).

“QOn pourrait penser qu’il 0y a pas dans "zarithmétique de problémes
domnt P’énonce est simple &t g ne sont pas encore résolus, et pour lesquels
on ne connait aucune voie par lagquelle on puisse obtenir une solution
aprés avoir effectuéd les calonls nécessaires, abstraction faite de leur lon-
gueur. Il en est cependant tout autrement. Comme exemple, je donneral
ici un probléme qui nous a é1¢ posé il y a quelgues années, par un éudiant
de Puniversité de Yarsovie, Wener Mnich. 1] demanda s’if existe trois
nombres rationnels dont la somme ainsi que le produit sont égaux d . Ce
probléme appartient évidemmaent 4 ' arithrétigue éiémentaire, mais, mal-
gré Jes efforts dey mathématiciens les plus éminents, il rest¢ encore non
résglu™, En fait le probléme allait &tre résolu peu aprés par J.W.8, Cas-
sels dans: “*On a diophantine equation™. Acte Arithmetica, VI (E960),
p. 47-52,

Puis en 1961, dans Acta Arithunetica, V1 p. 469 W. Sierpinski écri-
vait: "1lest & remarquer que la question de saveir 8%l existe trois nombres
rationnels dont 12 somme ainsi gue le produit solent égaux A | 2 éé pasée
en 1956 par M. Wemer Mnich; voir Elemente der Mathematik X1 (1956)
p. 134, ou A, Schiazel démontre aussi gue pour teui nombre naturel
donné 53 il existe une infinité de systémes de s nombres rationnels

XaXy o o X IS QqUE Xy tXat 0o + X = X0 o X = 1,

Par exemple, potr s=4 , les nombres

1 . _i-r i _
’ll"‘l v %2 nz_! E] x:i"“ n r Xg 7® y Qi\l ﬂ—-z,3,4,....

satisfont & ces conditions™ .

xtm-—
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La démonstration de Cassels foi améliorée par Sansone et Cassels:
“Sur le probléme de M. Werner Mnich”', Acta Arithmetica VIF {1962)
p. 187-190, et 5o tronve également publiée dans le livie de Mordell : Dio-
phantine eguntions {Academic-press, 1969}, chapitre 15 {(avec quelques
erréursl

Mordell avait abordé ia question plus générate: 2. + 2. 4 £ =
e g plus générale 5 + - +d d
Pans “The diophantine equation x> + P + 22 + kxyz = 07, Collogue
sur [ théorie des nombres, Bruxelles (1955), p. 67-76 ; et avait moniré que
sik# i, ~3 ~4% cette courbe a soit trois points rationnels, soit une infi-
nité. Pour k= 1o0u -5 il vy en a six (voir 1V).

11 5¢ trouve gque je m'étais intéressé a ce probléme ¢n 1972, aftiré par
iz remarqgue p. 124 du livre de Sierpinski ; 250 problemes de (héorie £k-
mientaire des nombres (Hachetie)

“Soit I"équation my’i + _)’z_. + £ = a.Pour a =4 onnesait pas si elle
edmet des solutions (x,y,7) € N* .

La méthode de la descente infinie dans I'anneau Z[7] utilisée par Cas-
sels pour a=1 permet ei la compliquant un peu de résoudrs cétte ques-
tion, ainsi que d’autres un peo plus délicates {par exeniple pour a= —§}.
Favais communiqué mon travail a2 J.L. COLLIOT-THELENE
(C N REJ qui, outre guelques remarques trés intéressantes, m’a trans-
mis le critére suivant obteny par Barry Mazar (U.S. AL) pubiié dans Fnven-
tiones Math 18, p. 183-266 (1972):

Si 3 ne divise pas o, 88 d%-27 est sans facieur carré et ntadmet
qu'nn sewl diviseur premier congru a | modulo 3, alors la courbe

X+ Bd=deyr n'a qu'un nombre fini de points rationnels.

Mais I démonstration de Mazuy fait appel aux méthodes de géomeé-
tric algébrigque de A. Grothendieck, qui dépassent largement notre opti-
qgue ich

¥ Egoncds éguivalents

En définitive Pénonce 8° 79 a é1€ publié pour 1a premiére fois en 1957
par Werner Mnich dans le journal Matematyka paraissant & Varsovie, X,
N®1 (45), p. 55, mais le lectenr vient e le constater, ce n'est quune des
formes équivalentes d’un probléme qui peut se poser autrement ; ¢’est ce
que nows allons maintenant justifier par la proposition suivanie :

proposificn

Soit d un elément de Z. Les propristés suivantes sont équivalentes ;
a) L'équation x*+ 3+ 2 = dxyz n’a pas de solution dans Z telles que
xyz#0

b) L'équation o®c + % + 3b = dabe n’a pas de solutions dans Z telle
que abe % 0,
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€} I} n"exisie pas trois entiers rationnels a,5,¢ tels que -g- + -g -+ ...g. = d.

d) H n’existe par trois nombres rationngls wv,w telsque w+v+ws=d et
wyw =

e) L'éguation {X+ ¥+ 2P = & XYZ o’a pas de solution rationnelle
telle que XYZ#0,

démensiration ;
nona w= nom b : S xyz vérifients ¥ +32+2 = doyg alors a4 = 28y,
b = 3Bz, ¢ = 7% vérifient o+ Pa+cd = dabe.
gon b = none ;51 Po+Ba+c*h = dabe # 0, en divisant par adc

onobtient L+ 2 + £ - 4.

& ¢  a

it —datos =8 vl pwat
o b c a

virifient u+v+w=d et yvw = |,

pond = pone S uibv+wed et uvyw = 1 glors X=wd, Y=vd,
Z=wd vérifient (X+ Y+ 2Z)P = PXYZ

ron € = gon M : Si (X+ Y+2) = d* XYZ , on peut, quitte 2 multiplier
par un entier convenable, supposer que les rationnels
X, Y, Z sont dans &, et, quitte 4 les diviser par fewr
P.G.C.0., les supposer premiers entre eux dans leur
ensemible, €8 par suite presiers entre cux deux & deux
(car si £ premier divise X et ¥, p divise XYZ dong
X+ ¥+ 2Z, donc p divise ). Par suite XYZ éiant un
cube, X, Y, Z sont des cubes: il existe x,p.z dans Ztels
que X=x%, Y=, Z=2 ctalors 2+ + 22 = dxyz.

111 La descenic nfinie

Le principe de Iz *'descenie infinie’’, méthode arithmétique trds puis-
sante inaugurée par FERMATY au XVIi® sidgcle est le suivant: supposant
qu'il existe trois entiers ratlonnels x,y,z vérifiant x* + ¥+ 22 = dxyz £ 0;
on démontre qu'il en existerait trols autres x°.p%,2° tels que
x3+y ¥ =gx'y'z’ £ 0 avec (X' p 7| < [xyzl ., et ainsi de suite,
¢e qui st contraire au fait gu’il s'existe pas dans N de suite infinie stricte-
ment décroissanie.

I.’idée de Cassels a €€ de perfectionner cette méthode en sortant de

Z, et en traiiant le probiéme dans Yanneau principal Z{fiod j= — %_ + 1?"_;?1

gon ¢ = aond :Si«E—-:»

est racing cubigue de Puanité, La voici, pour e cas ond=1,

Parons de 4P+ = xyz avec xyz # 0 & (X%0,2)=1 onpeut
supposer par exemple 7 non divisible par 3. Posons:

= 3x+3v+z, v 33y, V= Pz

x=j~F étant premicr dans Z[j], comme w¥= -3, 7 ne divise pas z,
n ¥v.
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Par suite 2,7 sont premiers entre eux dans leur ensemble (s § divisait
v,V il diviserait u+ v+ P=3z ainsique w+jv+ 7~V = Iy, done divise-
rait 3). Observons alots que «v¥ = 3P+ 3P+ -30x3y.2) = - 262>
. done que — 26(1+ v + V)3 = 27 uv¥ , Or la factorisation de 26 en produit
de nombres premiers dans Z[j] est: 26 = 2.(37~ D32 1)

Par suite les différentes possibilités de factorisations sont les sufvan-
tes:

Casl: u= —26a8, v=79, V=% gvec y=8, acZ , et afy=z.
De plus de 28 +j% 260 = 3afy, en considérant cette égalité
modulo 9, on déduit e=0, d'od B +42-26a7=3afy . Posons:
a=x+Bt+y; b=a+i8+Ry; c= a+f8+fy alors abe = (o) et
a+bh+c = 3a d’ot Pon déduit {en remarquant gue awmb=c {med. 7))
que a,b,c sont tous les trois divisibles par 3:

g=3X, b =3Y, c=32tels quelX+ Y+ Z)P = XYZ + 0. {X.Y.2) = |
La proposition nous a montré que cela entraine I'existence de x’, y', 2°
dams Lielsque X=x"d, Yoy d, Zez [ alorsx 3+ ¥ 34723 = x"p'z2" ot
on vérific aissment que 0 < {x'y'2°| < |xyz| .

Cas W: u = 2o, v =203/ 1)B% V= j2e(32~ I}y* avec afly = -2z et
(18 + (32— Dyt + 2o = ~3 pfy , car 4 auss] une considération
module 9 montre que ¢ o5t nécessairement nul. Posons 4 nouveau :
a=a+B+yibh=a+ B+ Byic= o+ j2f+ jy dou
Jawm g+ b+ esdB=a+ PO +vje;dy =g+ jbt+ Pe;

de Mo + JB + Py = & + B + 4 — 3afy on déduit:

&b + Mo+ &a = ghe,

1.a proposition nous permet d°en déduaire existence de x°, ¥°, 27 dans Z
telsquex’?+y 3+ '8 = x"y 7 cton vérifieque 0 < {37y’ T’ | < %7}

Castll: v =2a' |, v= #32-1)8 , V=223 -1)y . Cecasest
analogue au cas 11, on obtient de méme: Pc + bg + b = abe d’olla
méme conelusion, ce gqui achéve la démonstration.

Awtres solutions: R. CUCULIERE (Paris) cite Varticle de Cassels et
donne des remarques historigues utilisces ¢i-dessus. Deux autres lecteurs,
tombés dans les chausse-irappes de anithmétigue, donnent des solutions
ingénieuses ... mais fausses,

Vi Compléments

Soit encore € Z. La difficulté de la résolution de I'équation diophan-
tiemne x? + P + 2 = dxyr est en liaison avec la nature géométrique
de ce probléme : Dans le pian projectif complexifié, fe point de coordon-
nées homogenes (x, ¥, 2) déerit nne cubique € . Celle-ci est décomposée
3 droites lorsque d=3 car :

B P+ Axyz = (X3y+7) (xHiy ) (- PAy i
326




Bulletin de 'APMEP n°349 - 1985

Pour toute valeur de 4 auire gque 1, Ia cubique n’est pas unicursale : on
ne peut pas la paramétrer par des fractions rationnelles, on dit gu’elie est
de genire 1 ; pour la parameétrer, on utilise des fonctions eflipiigues.

A

On définit sur € une addition de 1a fagon suivante:
Sait, E 1"un dey neuf poings d'inflexion. Pour tout couple de points (A, B}
la droite AB recoupe (0 en un paint C (1a corde AB est remplacée par fa
tangente lorsque A =B} La droite CE recoupe Ctau poiit A+ B. On
démonitre (ce n'est pas-élémentaire) que cette opération st associative, et
gu’ainsi 0 est munie d'une stracture de groupe abélien, dont |'éiément
neutre est E.

Pour cette méme opération, 'ensemble des points rationnels de ©* :
{x.12) & 22 est un groups: (G, +). Pour les coarbes ci-dessus, o¢ groupe
contient touiours les trois poimts d’inflexion réels de C ; €1, -~ 1,00
(3.0,—1}; 6,1, - 1).

Lorsque d= — 1, il y a en plus les trods poinds (1,0, — 1) €1, — 1,1 (- 1,1,4}
Lorsque d= 5, il v a aussi les trois points {1,1,2); 4,2,1); (2,11}

Pour toutes les antres valeurs de d, & est seit infini (par exemple pour
d= —4), soit réduit aux 3 poinis d’inflexion; ¢’est le cas pour d=1, ¢
aussi par exempie pour 4= -3, -3, -2,0, 2, 4.

Pour d=0, ce résultat est connu depuis longtemps 1 il équivaut 4 dire que
Péquation X'+ =2% n’a pas de golution entiére telle gue xyz=£0 , ot
fut énoncé par Fermat.
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L'ordinateur peut permettre de montrer gue G est infini ; dés gu'H
donne un triplet (x,»,z) vérifiant "dguation avec xyz+0, on est sfir de
méme coup qu'il ¥y en g une infinité d’autres (si d ~1 et g5 35).

Par conure, prouver que G est fini est beaucoup plus difficile, ef clest
en cela que le critére de B, Mazur ¢ité plus haut est précieux, Toutefuis il
ne permet pas da trancher pour tontes les valeurs de 4, et il y a encore une
infinité de valeurs de & pour lesquelles on ne sait pas si Péquation

% + % + -g— — d a ou non une soluiion entiére. Dans Pétaf actuel de s

science, fout progrés dans ce sens #st d'une #xir@me difficuité.

Las lecteurs désireux de connaitre quelques informations faciles & lire
concernant les courbes elliptiques, e théordme de Mordell-Weil, le rang
du groupe G, dautres rdsuhtats récents dis & B. Mazur concernant e
nombre des points d’ordre figd..., pourront eopsulter la conférence pro-
noncée par S, Lang le 15 mai 1982 au Palais de la Découverte et publiée
par la Revoe du Palais de la Déconverte, vol. 11, n® 104,

Errata : Dans e Bulletin n® 348,
— page 248, Ligne 12,

an lieu de : + (dy—dy-1), lire ¢ + (@y—a)May—ap.{ap—an_1)
- page 249, ligne 13,

au liew de : (@+ b+, lire ; e+ b—2)
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