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dans nos classes

numérateur de la dérivée
d’un quotient de polynomes

par Alice Jordi
College franciscain, Monte-Carlo

1°} Introdnction et historigue

Le travail suivamt a &é suscitd par ia question posée par un éléve de
Premiére B: “Bxiste-1-il un moyen simple de vérifier ie résuliat trouvé
pour la dérivée d*un quotient de polyndmes ?*°. Je propose a In classe de
réftéchir avec des degrés inférieurs ou égaux i deux. Nous remplacons les
coefficients par des ettres e nous obtenons un nupeératenr faisant inter-
venir trois déterminants précédés des coefficients 1, 2, i. La question iné-
vitable était : “Et si le degré dépasse 27", Bien slir, impessible de
convaincre les &éves de recommencer b calcul formel pour un depré 3.

Je oécide de chercher une généralisation, les coefficients obtenns me
faizgant penser 4 ceux du bindme. Je trouve trés vite un contre-exemple ;
j'ai fait fansse route. Le catoul montre cependant que le résaitat comporte
toujours des déterminants multipliés par des coefficients entre lesquels je
ne trouve aocan fien, A foree d'insister, il me semble voir venir une for-
maule assez pratique.
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Cest 14 que 1'ordinateyr entre en jeu. Je programme ia dérivée d’un
guotient de polyn&imes en utilisant la méthode classique afin de vérifier
sur un grand nombre d’exemples si les résultats des deux méthodes con-
cordent. Sans ["ordinateur je n'aurais pas £ le courage de faire toutes ces
vérifications. Aprés un grand nombre d’essais, iai la conviction que ma
formule est bonne. I ne reste plus qu's 1a démontrer !

2°) Travail présenté .

Ca travail a &t fait A Pintention des éiéves de 1ére B {¢t destiné égale-
ment A ceux de 1ére § et de Terminate). Ll était imporiant de se restreindre
autant dans fa démonstration gue dans les notations 3 des éléments con-
NuS Par eus.

Peux points intéregsants a lewr nivean : wtilisatien du symbeole de
sommation of démonstration par récurrence.

a) Canevas de démonstration. (Pour les 8léves il faudrait faire toute la
démonstration).

B Algorithme.

3°} A gui est-il desting ?

a} La méthode pratique peut 8étre donnée aux &léves de Premidre of de
Terminale toutes séries. Iis regrettent cependant qu'elle ne soit pas
autorisée au baccalauréat ¢ qu’ils ne puissent Yutiliser qu’en tamt que
vérification.

8} La démomnstration est accessible aux bons éléves de Terminale toutes
séries*.

¢ Noie de fo rédaction : "autenr de cet article 8 présentd ceve démonsiration 3 sés éléves
de Terminale B.

Un consed! de PMawreur: n'Sudes Jamais 1 question " un éldve car ¢le pourralt eme
ner un algorithnie inddit.
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Recherche d’un algorithme permettant de calculer
les coefficients du numérateur de Ia dérivée
d’un quotient de polynodmes

Partie | — Présentation veir fig. 1

L'exemple traité concerns Ia dérivée d°un quatient de deux polynd-
mes tels que 'un d’enx soit de degré 5, P'autre de degré inférieur ou égal A
5. On imagine la complexité des calculs classiques ainsi que tous les ris-
ques d’erreurs,

1%Y Kcrire les deux polynfmes avec 6 termes chacon, en compiétant avec
des zéros si certains coefficients sont nuls.

2°y Ecrire sur la premidre ligne tous les déterminants 2 2 qw'il est possi-
hle de former avec epmime colonne de ganche a.

By
(Les indices de la deuxiéme colonne diminuent de 1) (fig. 1).

3°% Mutitiplier le premier déterminant par i, le deuxidme par 2, ete...
jusqu'a ce qu'il n°y ait plus de dérerminant.
4=} Pour Io deuxiéme ligne, décaler les déterminants de 2 vers ia drofie.
Les déterminants ont tous une colonne de gauche 2,

by
{iss indices de la deuxiéme colonne diminuent de 1).
5y Multiplier le premier déterminant de cette igne par 1, le denxidme par
2, ete., jusqu’h ce qu’il n'y ait plus de déterminant,
§°Y Pour les ligney suivantes, décaler toujours de 2 vers ke droite: & cha-

gue fois qu'on chaage de ligne, I"indice de la colonne de gauche diminue
de l.

La figure indique clairement le procédé.

Jusque )4, le travail fait est trés facilement vérifiable puisqu’il s'agit
d’une copie des coefficients,

En effectuant les calculs des déferminants et en multipliant par le
coefficient, i ne reste qu'd additionner verlicalement ces nombres pour
obtenir les coefficients dw numérateur de la dérivée. Le nombre en bas
droite est e coefficient du terme de degré 9, et le degré augmente de 1 en
se déplacamt vers fa gauche.

Pour une meilleure comprébension des éléves, it faudrait lenr faire
faire quelques calculs 3 Ia main leur permetiant de micux comprendre les
dispositions des caleuls & mener.
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Partie 11 — Eléments de démeonstration

1. Introduaction :
Soient F 4{x) ef ¢1,(x) deux polyndmes,

* son nuls’
* de degrés <»n "

Nozations > 8,{x) = Eﬁ axt
00 = I by
=@
fix) = —3r%)

Q 4{x}
fu a5t dérivable sy Dy = {x,‘x ER ot Qx) + 0}

L'objet de notre étude est de trouver un algorithme permeitant de
calculer A la machine Ies coefficients du numérateur Ny(x) de ia
détivée de £,(x).

Nplx) = Txx) Qux) — Talx) Qalx)

Notre but est, pour tout nEN, d’exprimer les coefficients du poly-
néme N,(x) en fonction de ceux de  I,(x) 2t de J(x).

IL. Calent de Njy(x) ¢

£} N ¢ 1(x) en fonction de Ny{x) :

VAEN 100 = alx) + sy 2t
Qu+100) = Qu00) + bpsy xtt!
Npr1 (0 = Fa:100) Qpet0d ~ Fa103 Qas16x)

= [+ Dagewer + 250] {0al) + brereret]
[ 5e0 + pa 1] {04 Dbae 7+ Q50)]

En explicitunt les différents polvndmes utilisés et en effectuant les
calculs, on obtient :

H
Nast) = Ny + T [141- G tbi—bi e+

. - a.
SOltD(,;j)m |ta,: b{!]
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n
Npo1{x) = Ngx) + Eo (n+i—1§) D{n+i,r‘)x’”f

[ 4
Posons WKEN A = fz.;o (k+1 =) Dg o g g x5 51

Donc L VKEN Ny, 5() = Nylx) + Ay |

b} Caleul de N,{x) en fonction de n
On démontrera pay TéCUITence que :

-1

N (x) = Ng(x) + k):ﬁ Axlx)

Ng{x), dérivée d’une fonction constante, est nuile,

Conclusion ; Farmule 1

n

N =
1 X} &

3 ¥
r th+1-0D x“f]
#O[i:{} { D¢+ 1.5

€) Degré de N4y :

Le plus grand degré d*un mondme non nwl est inféricur ou égal A la
plus grande valeor de &+,
kgn-1 1} _ ,
i<k } k+ig dn-2

L degré de Nofx) est inféricur ou égai é 2n -2,

II1. Autre expression des coefficients de N,(x} :
D'aprés Ia formule 1 @
LR &
Npfxy = p 'EU (K+1—8 D{g+],,}.¥’k*’i
i=

Posons : I = k+1 et J = i. Nous obtenons :

l I3
Ny = L [J};B (I—J’)D{;,,yxf‘”*l]

Préoccupons-nous du coefficient d’ordre (k-—1) avec
kE(l, 2,... 2n-1}
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Ce coefficient ¢ -1 correspond & x¢— 1 donc =T+ J
Jvariede 04 I~ 1 done 0 CI<d
Ivanede t Apdone 1<Icn

En conclusion : I+Jmk et Ogi<lgn
Poutr &€ {l, 2, ...2n~1 }soil €g .. 1 le goefficient d’ordre & 1

Formule 2 :

gy = z o D
-1 F+F=k r-h &5
OgJ<F<n

a= £ g-n |
*-1= Tk -5 lbf by
oxt<lsn :

Remuarque 1t est important de s*arréter ici avec les éléves pour bien
montrer ia correspondance entre la méthode dite “manuelle™ (fig. Iy et
les formules I ot 2,

Avant de passer 3 'informatigue, I’éléve doit avoir vu plusienrs
exemples numérigues,

Partie 111 — Application informatique

Nous propasons ici trois programemes permettant de calculer les cosf-
ficients du mumératenr de la dérivée d’un quotient de polyndmes. Les 8id-
ves 4 quoi e travell éalt proposé &aient débutants en Informatique et ne
connaissaient que le BASIC. Les programunes sont done présentés de
facon pes académique mais I voie reste libre aux lecteurs pour les
améliorer.

Programme A @ H correspond & I iranscription de 1z méthode qu'utilise
actucliement (out éléve de Premiére ou de Terminale.

Programme B ; {¢ programme a €t¢ fait avant la démonsiration. Il a $1é
utilisé pour vérifier que la méthode “manuelle’’ décrite (fig. 1) concordait
aver la méthode classique, Les programmes A ¢t B ont é€ utilisés avec les
mémes exempies et ont donné les memes résuitats. Nous ne disposions
pour éaborer ce programme qué de la (fig. 7}, conclysion des thtonne-
meats de ¢alcul.

Progmmme C : Ce programme a &¢ écrit aprés la démonstration ef suz-
tout apres avoir bien assimil€ les formuies 1 ¢f 2.

L'étude informatique s'est termiinde par Ia comparaison des temps
d'exécution en fonction du degré.
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1 - Algorithme du programme A
17} Saisie des degrés des poiynBmes :
* Degré du numérateur @ A
= Degré du dénominateur : B

2°) Saisie des coefficients des poiyndmes !

Pour Fvariant de A 3 0 en décrémentant de |

* Saisir les coefficients vy du nmmnérateur.
¢ Définir les degrés correspondant py,

Pour i variant de B 4 0 en décrémentant de |

* Suisir les coefiicienis v; du déncminateur,
*» Définir les degrés correspondants q;

37} Dérivée du numérsicnr :

Pour { variantde 03 A
*du; = wtp;
* degré du terme duy - pf = py-letp) = O

4°) Dédrivée du dénominaieny ;

Pour i variant de 0 4 B
*dv; = v;* g
o degrédutermedv, g/ =q—letg = O

§°) Produits an snmératenr de la dérivie (u'y — uv’):

Pour i variemt de O 4 A
Pour j varlamde 02 B
* D= pi 4 grdegrd de Ay
* A AgeB = U dvy
| *BDigp, +B = Pi®qf: degréde Acia jon

6%} Groupement des mondmes semblrbles ;

Pour X variant de A+ B—1 3 0 en décrémentant de |
CiKy =0
Pour i varlant de 0 A 2A
Pour f variant de Q0 & 2R

|_Si Dy = K alors C(K)«C(K)+ Ay,
7°) Affichage des résultats :

Pour K variant de A+B—-1 3 § en décrémentant de §.
| Afficher C(K) coelficient du terme de degeé X
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1 - Algorithme du programme B :

1°) Szisie des degrés des polyadmes :

» Degré du numérateur : A
+ Degré da dénominateur : B

1%} Déterminztion du plus grand degré :
SiA>Balors N=A
Sinon N=B

3°) Mise & »éro de tous les coefficients des mopdmes de degrd N ¢

Four i variant de 0 &4 N en incrémentant de 1.
A =0
B, =0
4°) Saisie des coefficients Jes polvadmes ;

Four { variant de A 4 0 en décrémientant de 1
+ Saisir coefficients du numérategr ; A,

Pour i variant de B 4 0 en décrémeniant de 1
» Bzisir coefficients du dénominateur : B;

5°) Calcul des déierminants :

Pour § variant de N 2 1 en décrémentant de 1
Pour j variant de i—1 & 0 en décrémentant de 1
[ Dy = ABy-AB,

6°) Définition de la matrice plagcant les déierminants :

Pour § variant de 0 & N— | en incrémentant de §
Pour j variant de 1 4 2N~1 en incrémentant de 1

i Sij<2i alors V,‘J s

N gij}NHaiors%

fi Sinon Y, ;= -~

; & ]

7%} Calest des coefficienis do résaling :

Pour j variant de ! A 2N~ I en incrémentant de 1
Pour § variant de ¢ & N en incrémentant de 1
! C; = Cy+Vyy

8°) Affichage des résuliats :

Pour j variani de § 3 2N -1 en incrémentant de 1
Afficher C; : cocfficient du terme de degré 2N—-1 -7

= )
DroiN+i+j
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HI - Algorithme du programme C @
1?)
2%
3°) Yoir algorithme du programme B
4%)
5°)
6§°) Calcul des coefficients du résuitas ;
a) des terines de degrés inférienrs & N
A parfir de i=1 et tant que <N

A partir de f=0 et tant que j< ;

Ciy = Cpuy + (-2
b des termes de degrés supdrieurs ot dgoux @ N
Avpartitde i = N+1 ef rant que f€£2N—|
A partir de j = 0 ef {ant que i+jw1'~1<é_

Ciot = Ciug + QN =i=2) DN jisjuN

7°) Affichage des résulints .

Pour ; variant de 1 3 2N—} en incrémentant e 1

Afficher C;_ 1 : coefficient du terme de degré i~ 1.
IV - Bilan des opérations nécessaires en fonction de n
{pour programme B)
2% Nombre de déterminaats ;
Voir (fig. H
On démontrera par récurrence que puisgue :
n-1 k

Nalx} = !EO [ii:ﬁ k+1 =D 23+

N, (%) est formé de 1 +2 + 3 +.., n déterminants done.
En appelant D, le nombre de déterminants, on obtient :

Dy = n!n;i}

Chaque déterminant nécessite 2 multiplications e 1 soustraction
entre variables.

b) Nombye de multiplicstions entre 2 viriables ¢
| 2D, = n(n+1) |
£} Nombre de soustractions entre 2 variables ;

D, = nn+l)

2
Chague détermipant est multiplié par une constante.
844




Bulletin de I'APMEP n°351 - Décembre 1985
4} Nombre de multiplications &’une¢ constante par une variable :

D, = n;n;»lp

Pour déterminer les différents coefficients, il faut additionner verti-
calement des nombres.

On vérifiera que fe nombre d’additions enire variables est :

pournp = ioumr =2 : O

p@wnpz . W

1l est nécessaire de placer les différents déterminants ainsi que ies
zérps dans 2 matrice permeitant les caleuls. Celle-ci est une matrice
2n—-1xn

¢) Nombre d*affectations : #i2n— 1)

¥V - Etnde pour 10 exécutions sur Apple Ile  Temps en secondes

P'rog. Prog. | Frog.
Fonctions A B C
1 r-1 ] i 1
x+3
3 A+l 49 4 3
- Sx4x+3
3 2+ dP+2x— 43 9 §
2SR xt3
4 S+t 2x—1 /1 15 5
- A5t x5
et - S x 3
IS - St k)
7 e 2T 4 S 2 0 - S AN 4 Dy ] 4 20
eIttt -2 -5t x+3
a 3xE T e S 25 e 2 e A - 2 - 54 25
2+ 7+ x2S x 3
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PROGRAMME A

5 TEXT
10 HOME
15 RE& FHEARRRPTEEE LR ERS SAIS'E ﬁES POLYNOMES 4T REVRTEN

20 PRINT : INPUT “DEGRE DU NUM : ;A

30 PRINT : INPUT “DEGRE DU DEN : ;B

35 HOME

38 DIM ULA), ViB}, DUIA), DVIBLPHAI F2(A),Q1(B),02{B},AR * A
2*BDi2*A2*B)CIA + B - 1)

40 REM *o52xa2 SAISIE DES POLYNGMES *#+*»»

45 PRINT “COEFF DU NUMERATEUR : 7

50 FOR| = ATOOGSTEP — 1 INPUT X: LET U} = X:PT{I} = 1: NEXT!

55 PRINT “COEFF DU DENGOMINATEUR :

GO FOR | = BTO O STEP — 1 INPUT ViR OQ1{} = I: NEXT }

1& REM HEERBEABERERERTRAREORR cALCuLS L2212 SR A LS L] L)

185 REM

0 REM ............. DERIVEES ...

170 FORI=0TOA

80 DLHD = Ul * PH)

190 P2() = PHIE ~ ©P2A0) = 0

200 NEXT|

210 FORI=0TOR

220 DL = vl * Qi

230 Q24 = QUL - 1:Q20) = 0

240 NEXT §

20 BEM ......oocrinerenes PRODUITS AU NUMERATEUHR ...

260 FOR! =Q0TOA

270 FORJ =0TOCB

280 AllLJ) = DU * Vid §D{I,J} = P} + CUJIRA+AJ+B =
Ut} * DVEIRDI + A + BY = PIHL + Q200

280 NEXT J: NEXT I

300 REM.. . COEFFICIENTS DU RESULTAT........0ovvveeenn
310 FORK = A + B — 1TOO STEP — 1

320 FORI=0TO2*

33 FORJ =0702"

340 DY =K HEN CiK) = CIK) + AlLN

350 WEXT J: NEXT {: NEXT K

360 REM **«s>ssvenvsssssnsnses AFFICHAGE DES COEFFICIENTS
A REBAEREERSRRUAERTEERRRRERFS RN R RSB T TR ST RN i

370 FORK=A+B - 1TOOSTEP — 1

w pﬁiNT HC{II;K:H’ - M:CEKJ

330 NEXT K

400 END
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PROGRAMME B

3 REM ERTTE ST RTINS YD SASSIE QES PQLYKOMES HEREBETRERNENEY

5 HOME

12 INPUT “DEGRE DU NUM : A

15 INPUT "DEGREDUDEN : "B

2 IFA>BTHENN = A GOTQ 5O

BN =B

42 REM..... SAISIEDES COEFRICIENT S . . .. e eaa

50 DIM AINEBINEDIN N~ VIN2Z* N~ CZ2*N — 1}

56 FOR = 0 TO NGAIH = OB = 0 NEXT |

m REM FREEE NN SA*S*E DES POLYNOMES BEFFEREERERREERFEEEN

65 PRINT "COEFF (3 NUMERATELUR : ™

70 FORI| = ATDODSTEP — 1: INPUT A{l}: NEXT |

80 PRINT "COEFF Bl) BENCMINATEUR ;.

9 FORI| = ATQOSTEP — 1 INPUT Bil}: NEXT }

1m REm EX L P I ETLIE P ELE L L LYY CALCULS FEAELAAEERELERERARRAERE

105 REM

135 REM ... CALCUL DES DETERMINANTS ... ... ... ... .....

140 FOR ) = NTO 1 STEP - 1

150 FORJ =4 -~ 1TOO STEP ~ 1

170 D{1,.J) = Al * BLJ) ~ AlJ) * BB

180 NEXT J

190 NEXTH

192 REM ..... DEFINITION DE LA MATRICE PLACANT LES
DETERMINANT G . . it et rareivre i sinaaneennn

W0 FORT = 0TON- 1

210 FORK = 1TO2*N - 1

216 REM ..... DEFNITION DES ZEROS PRECEDANT LES
DETERMINAN T G i it i i ittt s e it it e avr s raanrnnn

220 IFK = =2*TTHEN VT, K} = 0: GOTD 250

225 REM ... DEFINITION DES ZEROS SUIVANT LES
DETERMINANT S . i i it et e e aia e ci s

22 IFK = (N + T} THEN LET VIT,K} = O: GOTO 250

230 REM..... FPOSITIONNEMENT DES DETERMINANTS . .. ... ... ..

285 VITEK) =2 (K- (Z2*TH*DIN-TN + T —~ K}

250 NEXT K

260 NEXTT

265 REM ... CALCULDESCOEFFICIENTS . ... .. . ... .. .......

20 FORK = 1TOZ*N ~ 1

200 FOQRY = 0TON

300 CIK) = CIK} + VIT.K)

I NEXTT

312 REM .. .. AFFICHAGEDES RESULTATS .. ... v vrrrnenrssnma

3156 PRINT"CU"2*N - 1 - K:")=":CIK}

3 NEXTK

330 END
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PROGRAMME C

3 FEM ###ssnsnssnnnnnnss SAICIE NES POLYNOMES ***enesrss
5 HOME : CLEAR )
12 INPUT “DEGRE DU NUM : ;A
15 INPUT “DEGRE DU DEN : "';B
20 IFA > BTHENN = A: GOTO 5D
25N =B
REM ...... SAISIEDES COEFFICIENTS . ... ...... .. ... ... ....
DIM A(N),B{N),DINN-1),C{2Z*N — 1} )
FOR 1 = O TO N:A{l) = 0:B{l) = 0: NEXT |
REM gk EEEEitE SAISIE DES POLYNOMES EEREREERBERRERERENEN
PRINT *“COEFF DU NUMERATEUR :
FORI = ATO 0 STEP — 1: INPUT All}: NEXT |
PRINT “COEFF DU DENOMINATEUR :
FORI = B TOOSTEP — 1: INPUT B{l}: NEXT )
REM t#*eussssssstsssnnsssss “A| CJ G tertessanssonnnsras
105 REM
135 REM...... CALCUL DES DETERMINANTS ....................
14¢ FORI = NTO1STEP - 1

38BIRBHLS

150 FORJ=1-1TOOSTEP - 1
170 DALJY = Al * BlJ) — A(J)} * BlD
180 NEXT J
190 NEXT |

210 {F K > N THEN 270
2Z20A =0
230 IFA > K/2THEN 260

220CK - N =CIK-1+1{K-2*A*DIK - AA

20 A = A + 1: GOTO 230

260K = K + 1: GOTO 210

270 IFK > 2*N — 1THEN 330

275 REM..... COEFFICIENTS DYORDRES > = DEGRE .............
280A =0

25F =K~ N

20 IFF + A > K/2THEN320

0CIK ~- 1N =CK~-N+IN-—F—-2*A*DIN — AF + A)
310A = A + 1: GOTO 290

320K = K + 1: GOTO 270

5 REM...... AFFICHAGE DES RESULTATS ......coiiriiiannn.
2330 FORI=2*N-1TO1STEP — 1

340 PRINT “C{";1 — 1:")="".C(l — 1)

350 NEXT |

360 END
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