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Dans le cadre de nos enseignements de statistique et d'informatique 
en première année du département statistique, études économiques et 
techniques quantitatives de gestion d'un Institut Universitaire de Techno­
logie, il nous paraît intéressant de proposer aux étudiants de réaliser eux­
mêmes un programme statistique à but pédagogique. Ce programme a des 
objectifs voisins de Ceux d'un didacticiel décrit par A. Baccini, M.P. Mar­
tin et R. Moré (1984) : développer le "sens statistique" de l'utilisateur en 
lui permettant d'explorer les liens entre la forme d'un nuage de points 
dans le plan et les caractéristiques statistiques usuellement associées [1]. 
Cependant en demandant aux étudiants de produire eux-mêmes un tel 
programme, deux objectifs pédagogiques supplémentaires sont visés : 
- familiarisation des étudiants avec les pOssibilités d'édition du matériel 
sur lequel ils travaillent (conception d'un éditeur interactif de nuage); 
- sensibilisation des étudiants aux problèmes spécifiques du calcul statis­
tique (calcul efficace de moyenne, de variance, de covariance...). 

Cet article comprend deux parties. Dans la première partie on rap­
pelle les problèmes bien connus que posent le calcul d'une variance, d'une 
covariance; on présente l'approche couramment retenue pour y répondre 
(calcul par rècurrence). Il apparaît que les formules permettant ce calcul 
sont intéressantes tant d'un point de vue théorique que pratique. Dans la 
seconde partie, on présente le cahier des charges du logiciel demandé aUX 
étudiants. On évoque certains problèmes techniques posés par le matériel 
sur lequel l'expérience a été tentée. Enfin on rend compte de l'utilisation 
de ce programme par nos étudiants. 

(*) Lahorawire de Statistique et Probabîlités. Université Paul Sabatîer U.A.·C'.N.R.S. 745. w 
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et 

Unïversité de Toulouse - Le Mirail, LV.T. (B). S aUée A. Machado, 31058 Toulouse . 

Toulouse cedex. 
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1 
Calcul statistique de moyenne, variance et covariance 

On considère un caractère statistique quantitatif X défini sur une 
population n de taille finie N = 101. X(I) désigne la valeur du carac­
tère X observée sur l'unité statistique étiquetée i. i € (l .....NI . Chaque 
unité statistique est munie d'un poids P,. pI> O. Dans la pratique ces 
poids sont souvent égaux et de valeur 1. On note x et yX respective­
ment la moyenne et la variance du caractère X: 
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Si deux caractères quantitatifs X et Y sont observés conjointement 
sur cette même poplllatÎon. on note CXY leur covariance : 

N 
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11 vient encore: 
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1. Algorithmes élémentaires de calcul de moyenne et de variance 

Il résulte des formules ci-dessus deux algorithmes de calcul que nous 
examinerons successivement. Leur extension au calcul de covariance est 
immédiat. 
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Ll. Algorithme 1 
En fin d'algorithme, T donne la valeur de x, S celle de VX. 
M: = 0 

T:=O 

S : = 0 


Pour i = I, ... ,N faire: 

M: = M + Pi 

T:=T+PiXX(i) 


Fin pour 
T: = T/M 


Pour i = l,... ,N faire: 

D: = X(i) - T 
S : = S + Pi X D X D 

Fin pour 
S: = SIM 

Remarque: 
Cet algorithme est dit en deux passages car exige deux examens suc­

cessifs de toutes les valeurs du caractère. Son utilisation manuelle est peu 
recommandée car toute erreur d'arrondi sur la valeur de la moyenne est 
portée dans le calcul de la variance. 

1.2. Aigoritbme 2 

En fin d'algorithme, T donne la valeur de x, S celle de VX. 
M: 0 
T:=O 
S : = 0 


Pour i = 1,... ,N faire : 

M: = M + Pi 
T : = T + Pi X X(i) 
S : = S + Pi X X(l) X X(i) 

Fin pour 
S: = (M X S - T X T)/(M X Ml 
T: = T/M 

Remarque: 
Cet algorithme est dit en un passage Cllf n'exige qu'un seul examen 

des valeurs du caractère. Appelé "textbook algorithm" par les anglo­
saxons, il est couramment utilisé dans les calculs à la main car donne des 
résultats exacts. Il est aussi implanté sur la plupart des calculettes à fonc­
tions statistiques car n'exige que trois registres. Il présente clairement des 
risques de dépassement de capacité puisqu'on calcule une somme de car­
rés. Dans une conduite mallUelle il conduit le cas echéant à manipuler de 
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"grands chiffres". Aussi fait-on souvent une transformation préalable 
des données. 

1.3. Problèmes posés par l'emploi de ces a1gorltbmes sur ordinateur. 

L'inconvénient majeur de l'algoritbme 1 est qu'il exige soit deux lec­
tures de la même série statistique, soit une lecture et un stockage en 
mémoire de cette série. Il est cependant précis [21. 

L'emploi de l'algorithme 2 doit être prohibé pour de grandes séries 
statistiques malgré son intérêt de n'exiger qu'un seul examen de la série 
statistique. En effet, même si aucun dépassement de capacité ne se pro­
duit, l'expression 

S: = (M x S - T x T)/(M x M) 
peut déterminer des résultats assez fantaisistes. Ce risque est lié à la repré­
sentation sous forme flottante des 110mbres et dépend du nombre de chif­
fres caractéristiques retenus. 

Illustrons cet effet sur un exemple caricatural. Soit à calculer la 
moyenne et la variante de deux nombres 9999 et 9998 sur une machine ne 
retenant que quatre chiffres significatifs et tronquant les résultats des 
opérations. En fin d'exécution du bloc pour, on a : 

M = 0,2000.101 (d'où M x M = 0,4000.101) 

T = O,I999.1OS (d'où T x T = 0,3996.10") 
S = O,I999.IOS (d'où M x S = 0,3998.10') 

L'expression S = (M x S - T x T)/(M x M) donne: 

(0,3998.109 
- 0,3;96.10") soit 0,2000.10: donc 0,5000.105 • 

0,4000.10 0,4000.10 
L'expression T : T/M donne 0,9995.10'. 

On voit que sur une telle machine on obtient une moyenne égale à 
9995 (valeur exacte 9998,5 !) et une variance égale à 0,5.IOS (valeur exacte 
0,25 Il). JI est à noter que l'algorithme 1 aurait donné une variance égale 
à 12,5. 

2. Calcul par récurrence 

Ce calcul conduit à un algorithme qui combine les avantages des 
deux algorithmes précédents: un seul passage et bonnes propriétés 
d'erreur. 

2.1. Formules de récurrenee. 
L'idée de la méthode est simple. On note respectivement X n et vl} 

la moyenne et la variance de la restriction du caractère X à n unités 
statistiques (1 ~ n <N); Mn désigne la somme des poids des n unités 
statistiques concernées. On considère une n + 1 iéme unité statistique de 
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poids Pn+! el présentant la valeur X(n + 1). On exprime alors xn + 1 el 
vif+ 1 en fonction de xn. vif. Mn. Pn +1 et X(n + 1). 

n vient: - _ Mn - + p n + 1 X( + 1)Xn+l - --xn -- n . 
Mn+! Mn+l 

Ainsi: 
Pn+l (X(n+lJ xn) Pn+l (X(n+l) -x )xn+l - xn - n+l . 
Mn;:!,. Mn 

Soit encore: 

De plus: 
vif.! - x,,)' 

Ces formules suggèrent un algorithme réalisant un compromis entre 
les algorithmes 1 et 2: un seul passage; une diminution des risques 
d'arrondis puisqu'élevant au carré soit des écarts à la moyenne courante 
(X(n+ l)-~ ou X(n+ l)-xn + 1) soit des écarts entre moyennes couran­
tes txn+ 1 - xn)· 

Outre leur intérêt algorithmique ces formules montrent comment 
chaque observation affecte la valeur de la moyenne ou de la variance. 

1.1. Analogie avec le lissage exponentiel 

Lorsque les valeurs X(I) •...• X(N) sont celles d'une série chronologi­
que. il est assez courant de procéder à une estimation glissante de la 
moyenne par la formule suivante: xn+! = xn+ a(X(n+ 1) - x n) où CI est 
un nombre compris entre 0 et 1 choisi a priori (par exemple ct = 0.05). 

L'analogie avec la formule de récurrence pour la moyenne est claire. Le 
lissage exponentiel revient à donner des poids croi"ants aux observations; 

Plo P2 = ï=;;Pl .... , Pn = o_.:)ntP1 •... 

L'estimation glissante de la variance est alors donnée par l'expression: 
Vn+ J = (l a) [Vn+a(X(n+l)-xn)2] 

1.3. Applicatinn à III statistique mathématique. 

Récemment S.M. Stigler (1984) a rappelé comment ces formules peu­
vent être utilisées en statistique mathématique pour établir les propriétés 
des estimateurs usuels de la moyenne et de la variance d 'un échantiUon de 
variables aléatoires indépendantes et de mêmes lois normales N(I',al). 
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2.4. Algorithme 3 

Différentes formulations peuvent être retenues compte tenu des dif­
férentes formes des expressions de récurrence. Suivant J'étude de E.A. 
Young et E.M. Cramer (1971) on retient l'algorithme suivant: 
M: Pl 
T : = Pl X X(l) 
S: 0 
Pour i 2....,N faire 

Mo' = M 

M = M + Pi 

T = T + Pi X X(I) 

D = M X X(I) - T 

S = S + (Pi X D X D)/(M X Mol 

Finpaur 
T: T/M 
S:=S/M 

Ces auteurs ont montré que cet algorithme a des propriétés d'erreur 
analogues à celles de l'algorithme 1. 

3. Application au calcul du coefficient de corrélation linéaire 
de Bravais-Pearson et à la régression linéaire simple. 

Considérons le cas où l'on observe conjointement deux caractères 
quantitatifs X et Y. Les algorithmes 1.2. et 3 s'adaptent aisément au calcul 
de la covariance. En particulier. on a les formules suivantes de récurrence 

Ci;'!l = _Mn ci;'Y + M~;n+1 (X(n+I)-xn) (Y(n+l)-y.) 
Mn+ 1 n+l 

ou encore: 

ci;"! 1 = ~ C*Y 
Mn+l 

Il en résulte une formule de récurrence pour le coefficient de corréla­
tion linéaire de Bravais-Pearson r XY = CXY / Vyxyy : 

XY Pn+l X(n+ I)-x.)( Y(n+ Il-Yn)
rn + ---(-'---='c~:':" 

Mn+!.Jv,{; JV'l 
rl~ Pn+l [ X(n+ Il-xn12!i II + Pn+l [Y(n+ I)-YnNt 
~ Mn+l v'V{; j \ M n+! .,fYl, JI 

On peut encore considérer la régression de Y sur x: Y == a X + b . 

Il vient alors: 
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Pn+l 1X(n+l)--X) (' Y(n+ J)-Yn\)VV~ 
Mn + 1 \ .fort) ,jv~ vii­

1 + r' X(n+I)-X n )2 
Mn+ 1 \ .JV'! ! 

Les deux formules ci-dessus montrent encore comment chaque 
observation affecte la valeur du coefficient de corrélation linéaire et de la 
pente de la droite de régression: 

Pn1) par son poids relatif ( M + 1 ) • 
n+l 

Y(n+ I)-y;,).2) par sa position relative dans le nuage ( X(n + 1) - Xn et 
·./ViJ .JVf. 

4. Suppression d'une unité statistique 

Les formules de réeurrence permettent aussi d'étudier les effets de la 
suppression d'une unité statistique. Il suffit de considérer cette unité 
comme une unité statistique entrante de poids égal à l'opposé de son 
poids initial. 

II 
Logiciel d'Etude Interactive de Nuage 

Ce logiciel a pour objet de permettre de dessiner un nuage de points 
et de suivre les effets de l'adjonction ou de la suppression de points sur les 
valeurs des caractéristiques statistiques usuellement associées à ce nuage. 

1. Cabier des cbarges 

Les étudiants doivent réaliser un éditeur de nuage de points répon­
dant aux caractéristiques suivantes. 

L'écran du terminal ou du micro~ordinateur est divisé en deux zones. 
La première contient un nuage de points plan dans un repère ortho­
normé; la deuxième les caractéristiques du nuage (nom du nuage, nombre 
de points. moyenne des x, moyenne des y, variances, écarts4ypes, 
covariance, coefficient de corrélation linéaire, paramètres de la droite de 
régression). 

Le principe d'utilisation est le même que celui d'un éditeur de texte 
en mode page: l'utilisateur déplace un curseur sur l'écran et, à volonté, 
ajoute ou élimine un point à l'emplacement de celui-ci. Les caractéristi­
ques du nuage sont remises à jour à chaque modification. 
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D'autres commandes doivent être disponibles: 
- édition du nuage après centrage des variables, 
- édition du nuage après centrage et réduction des variables, 
- retour au nuage initial, 
- sauvegarde sur disque des coordonnées des points et des caractéristi­
ques du nuage, 

- retour au menu principal proposant quatre choix (création, modifica­

tion, suppression d'un nuage, arrêt du programme). 

2. Remarques techniques 

L'intérêt des formules de récurrence est évident. De plus elles don­
nent une vitesse d'exécution et un temps de réponse satisfaisant même sur 
une petite machine. 

Ce logiciel étant réalisé en BASIC sur un SOLAR 16/65, matériel qui 
n'a pas la souplesse d'un micro-ordinateur, le problème principal réside 
dans la gestion du déplacement du curseur. En particulier il n'est pas pos­
sible d'interroger du programme la console pour connaitre la position du 
curseur; c'est à l'utilisateur de la gérer par l'intermédiaire, par exemple, 
du clavier numérique: 

"­
ŒJ 


a)~ 	 --+ gestion des 
déplacements8 

D 
/' 

bl 	 ajoût d'un point 

c) 	 suppression d'un 
point 
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Cette gestion rend nécessaire un "retour chaniot" à chaque déplace­
ment ou modification. Temps d'exécution et confort d'utilisation en sont 
affectés. 

3. Intérêt pédagogique 
L'intérêt doit être évalué à deux niveaux: réalisation du logiciel et 

utilisation pédagogique. 

Le sujet, suffisamment attractif, a suscité une bonne motivation chez 
les étudiants qui ont développé des initiatives intéressantes sur le plan 
informatique. De plus certains étudiants ont saisi l'intérêt et la spécificité 
du calcul statistique sur ordinateur. 

Il nous paraissait aussi qu'à travers son utilisation, ce logiciel pouvait 
contribuer à la formation d'un certain sens statistique chez ses utilisa­
teurs. 

En 	explorant les liens entre forme d'un nuage et caractéristiques 
numériques associées, l'utilisateur de Cet éditeur devait pouvoir notam­
ment se familiariser avec les signes et les ordres de grandeur des coeffi­
cients de corrélation linéaire et découvrir des cas de fausse corrélation. En 
fait deux produits ont été présentés en libre accès à la sagacité des étu­
diants; le didacticiel "nuage" développé par A. Baccini et al. (1984) et 
leur programme .• 'Nuage". très directif, invitait l'utilisateur à deviner les 
valeurs des caractèristiques du nuage proposé tandis que l'éditeur précé­
dent laissait plus de liberté pour l'exploration de celles-ci. A l'expérience 
on a constaté qu'après mise au point des programmes la première attitude 
des étudiants a surtout consisté à faire des "dessins'~ sur l'écran, 

Il semble donc que, pour conduire à l'apprentissage souhaité, l'édi­
teur nécessite la présence permanente d'un enseignant pour lequel il cons­
titue un bon outil pédagogique. Par contre "nuage". conçu a priori 
comme didacticiel, est d'un emploi parfaitement autonome: le rôle de 
l'enseignant y est intégré par l'aspect directif de son déroulement. 
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