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exploration interactive
d’un nuage de points

dans le plan

par Ph. Resse, A. de Falguerolles
Universités de Toulouse If et II1*

Dans le cadre de nos enseignemenss de statistique ef &’ informatigue
en premi¢re année du département statistique, études écopomigues et
technigues quantitatives de gestion d’un Institus Universitaire de Techno-
logie, il nous paral: intéressant de proposer aux étudiants de réaliser eux-
memes un programune statistique & but pédagogique, Ce programme a des
objectifs voisins de ceux d’un didacticiel décrit par A. Baccini, M.P, Mar-
tin et R, Mor¢ (1984} ; developper le *'sens statistique” de "utilisateur en
lui permettant d’explorer les liens entre la forme d’un nuage de points
dans le plan ef les caractéristiques statistigues asuellement associées {1].
Cependant en demandant aux étudiants de produire sux-mémes un tel
programme, deux objectifs pédagogigues supplémentaires sont visés :
— familiarisation des &udiants avec les possibilités d"édition du martériel
sur legyel ils travaillent {conception d'un éditeur interactif de nuage);
— sensibilisation des étudiants aux problémes spécifiques du caloul statis-
tigue (calcul efficace de moyenne, de variance, de covariance,..}.

Cet article comprend deux, parties. Idans la premidre partic on rap-
peile les problémes bien connus que posent le caleul d'une variance, d’une
covariance ; on présente Papproche couramment retenue pour ¥ répondre
(caleul par récurrence), I apparait que les formules permettant ce calcul
sont intéressantes tant d'un point de vue théorigue que pratique. Dans ta
seconde partie, on présente le cahier des charges du logiciel demandé sux
#udiants, On évoque certains problémes techniques pasés par le matériel
sur lequel Pexpérience a été tentée. Enfin on rend compte de utilisation
de ce programme par nos udiants,
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Toulouse cedex.
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i
Calcul statistique de moyenne, variance et covarignce

On considére un caractére statistique quanmitadf X défini sur wne
population @ de taille finie N = |Qf. X(/) désigne la valeur du carac-
tére X observée sur 'anité statistique étiquetée § F€f1,... . N]. Chaque
unité statistigue st munie d’un poids p;, pi> 6. Dans la pratigue ces
poids sont souvent égadx et de valeur 1. On note ¥ et V& respective-
ment ia moyenne ¢ la variance du caraciére X :
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Si deux caractéres quantitatifs X et ¥ sont observés conjointement
sur cefte méme popolation, on note CXY leur covariance :
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1. Algorithmes élémentaires de calcul de moyense et de variance

1] résulte des formules ci-dessus deux algorithmes de caleul gue nous
examinerons successivement, Leur extension au cakul de covarianee est
immédiat.
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1.1. Algorithme 1
En fin d’algorithme, T donne la valeur de X, S celle de VX,

T:=0

§ :=0 .

Powr ¢ = 1,... N Jfaire
M:=M+
T:=T + p; X X()

Fin pour

T: =T/M

Powr i = 1,,..,N faire;
D:=X(H-T
$:1=8S+pxDxD

Fin pour

S:=8M

Remargue

Cet algorithmne est dit en deux passages car exige deux examens suc-
cessifs de toutes les valeurs du caracitére. Son utilisation manuelle ¢st peu
recommandée car touie erreur d’arrondi sur la valeur de 1a moyenne est
portée dans le calcul de 1a variance.

1.2. Algerithme 2
Eun fin d*algorithme, T donne la valeur de X, S celle de VX,

ot '-1 N Jaire !

Il 1I

fi

;'2-‘{” Pi
T 4+ p; X X{i}
S +p

% X&) x X

Fi
S:=MMxS-TxXxTi/(M x M}
T: =

Cet algorithme est dit en un passage car n’exige qu'in seul examen
des valeurs du caractére. Appelé ‘“‘textbook algorithm’’ par les anglo-
saxons, il est couramment utilisé dans les calculs & la main car donne des
résuleats exacts, 1i est aussi implanté sur la plupar? des calculettes 4 fone-
tions statistiques car n’exige que irols registres, 11 présente clairement des
risques de dépassement de capacité puisqu’on calcule sne somme de car-
ré&s. Dans une conduile manuche il conduit ie cas échéant & manipuler de
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“orands chiffres’’. Aussi fait-on souvent une transformation préalable
des donndées.,

1.3. Problémes posés par ’emploi de ces slgorithmes sur ordinatenr,

L’inconvénient majeur de P"algorithme | est qu’il exige soit deux lfec-
tares de la méme série statistique, soit une lecture o un stockage en
mémaoire de cette série. i est cependant précis [21.

1 emploi de Valgorithme 2 doit &re prohibé pour de grandes séries
statistiques malgré son intérét de n’exiger qu'un seul examen de la série
statistique. En effet, méme si aucun dépassement de capacité ne se pro-
duit, Pexpression

S:=MxS-TxTV/(Mx M
peut déterminer des résultats assez fantaisistes. Cea risque est Lié 4 1a repré-
sentation sous forme flottante des tiombres et dépend du nombre de chif-
fres caractéristiques retenus.,

Hiustrons cet effet sur uo exemple caricatural. Soit & caleuler la
moyenne ¢t la variante de deux nombres 999% ¢t 9998 sur une machine ne
retenant gque quatre chiffres significatifs et tronguant les résultats deg
opézations. En fin d*exécution du bloe pour, ona :

M = 8,2000108 (Pot M ¥ M = 0,4000,10%)
T 1999 1P (d’ox T X T = (,3996.10%
§ = 0,199 10 (d’ou M % § = (,3998.10%
L'espression 8 = (M X 8 — T x T) /(M = M) donne :
{0,3998.10% — {,3996.10% __.. §,2000.10¢
0.3060. 103 50it 6.4000.10° donc 0,3000,10% .

L’expression T : T/M donne 6,9995, 10,

On voit que sur uné telle machine on obtient une moyenne égale a
9995 (valeur exacte 9998,5 1) et une variance égale a 0,5.10% (valeur exacte
0,25 11). Il est 4 noter que I'algorithme | aurait donné une variance égale
a 12,5,

N

2. Calcul par récarrence

Ce caleu] comduit & un algonithme gui combine fes avaniages des
deux algorithmes précédents : un seul passage et bonnes propriétés
d’erreur.

2.1. Formules de réeusrence.

Ltidée de la méthode est simple. On note respectivement x, et V3
12 moyenne et la variance de la restriction du caractére X 4 » unijtés
statistiques (1 <A< N); M, désigne Ia somme des poids des n unités
statistiques concernées. On considére une #-+ 1 iéme unité statistique de
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poids p,.; et présentant la valeur X{n + 1}). On exprime alors 7, Xy o
V., cn fonctionde X,, V&, M, pyey ot X+ 1)

Hvient; — M, Prsi

X 1= x + X(H'l'l}-

"t Mue1 ' Mpy
% Py (X(n+1) — w""“{xmuy .0
L EN Xp = Mrwl n lﬂ) ﬁ"" w+ 1) -
De plus : PnH M

M
X =, il X 4 il +1) — :

Soit encore:
M,

Vi = gVE+ ""“(xcnﬂ) ~ K 1)

W “W“{i-nﬂ*xn}

Ces formules suggérent un aigm:hmc réalisant un compromis entre
les algorithmes I ef 2: un ses! passage; une diminutica des risques
&'arrondis puisqu’éievant an carré soit des écaris A I moyenne courasnite
(Xi{n+1) - X5 ou X(n+ 1)~ 1) soit des Scaris entre moyennes couran-
tes (Xp s 1 —Xp)a

Outre lear intérét algorithmigee ces formules montrent comment
chaque observation affecte la valeur de jla moyenne ou de [a variance.

2.2. Anslogie nvec ie lissage exponentiel

Lorsque legs valeurs X(1),... . X{N) sont celles d’une séric chronclogi-
que, i est assez courant de pmceder 3 une estimation glissante de la
movyenne par la formule suivante: x,.,.q = x,,+ a{X{n+1)—x )ou ¢t est
un nombre compris entre 0 et | choisi a priod (par exemple « = 0,05).

L’analogie avec la formule de récurrence pour {a moyenne est claire. Le
lissage exponentiel revient 4 donner des poids croissants aux observations:

P1.pz = li!apl 3oy Py = “%wpl

L7estimation glissante de la variance esi alors donnée par Vexpression
Vor: = (I —a [V, +alXn+1) —x,)2

2.3. Application 3 Is statlstigue mathématique.

Récemment 5. M. Stigler (1984} a rappelé comment ces formules peu-
vent €ire utilisées en statistique mathématique pour établir les propristés
des _estimateurs usuels de 1a movenne ¢f de la variance d"un échantillon de
variables aléatoires indépendantes cf de mBmes lois normales N(x,a%).
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2.4. Algorithoe 3

Différentes formulations peuvent éire retenues combpte tenu des dif-
térentes formes des expressions de récurrence. Suivant Pétude de B.A,
Young et E.M. Cramer (1%71) on retient Palgorithme suivant

M: = py

T o= py % X(1)

S =9

Pour | = 2,. . N faire
Mg: = M
M:=M34p
T =T+ pmx X
D :=MxXHn-T
S5 =8+ {p; x D x DY (M x Mp)

Fin pour

T: = T/M

S: = 8/M

Ces auteurs ont moeniré que cet algerithme & des propriétés derrenr
analogues 4 celles de Falgorithme 1.

3. Application au calcul du coefficient de corrélation linégire
de Bravais-Pearson el a la régression linéaire simple.

Considérons le cas od P'on observe conjointement deux caractéres
quantitatifs X et Y. Les algorithmes 1,2, et 3 s'adaptent aisément au caloul
de la covariance. En particulier, on a les formules suivantes de récurrence

M, . M - -
Oy = g OFF + =t 0+ 1)-T,) (¥ + )~ T

ft+ | Mn+1
Ou EncoTe
M - -
XY = e CFY & PHil o oK ) (YO 1T )
Mn«l-l Mn

H en résulie nne formule de récurrence pour le coefficient de corréla-
tion linéaire de Bravais-Pearson 1XY = OXY 7 & VXYY

I'XY + Prst g X{ﬂ-i— 1)_;}'! ?(&_i' 1)'__};—?1‘

e ( ——X )
r§~l‘:i . Mpig W;}l( v ;g
3” Prss [ Xin+ 1)~y 2‘%§H Prs) [Y{nm—?},'izi%
M, 21 ‘\1“7? L P «jV;f -

On peut encore considérer la régression de Ysur X: Y= a X + b,
11 vient alors:
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o, Paa (X(n+1>—“f,;1(ﬁn+n—”§,,] Vi
i N SV v
Pasl ( X{n+1)~x,42

Myt y ﬁ§ !

Les deux formules ci-dessus montrent encore comment chaque
observation affecic la valeur du coefficient de corrélation inéaire et dela
pentc de la droite de régression:

B3 )
¥

1} par son poids relatif { ¥
2+1

X(n+12_-“i,, o YO+ 1_1-"i,,)
JVE VY

2) par sa position relative dans le nuage (

4. Suppression d’ane unité statistique

Les formales de récurrence permeitent aussi d’étudier les effets de la
suppression d*unc unitée statistigue, I suffic de comsidérer cetie unid
comme une unité statistique entrante de poids égal & Yopposé de son
poids initial,

I
Logiciel d’Efude Interactive de Nuage

Ce logiciel a pour objet de permettre de dessiner un nuape de points
et de suivre les effers de Padjonction ou de la suppressgion de points sur les
valeurs des caracténistiques statistiques usuellement assocides & ce nuage.

1. Cahier des charges

Les étudiants doivent réaliser un éditeur de nuage de points répon-
dant aux caractéristiques suivantes.

L écran du terminal ou de micro-ordinatenr esi divisé en deux zones.
La premidre contient un nuage de points plan dans un repére ortho-
normé; Ia deuxiéme les caractérstiques do nuage {nom du nuags, aombre
de poinis, moyenne des x , moyenne des y , variances, écaris-types,
covariance, coefficient de corrélation lindaire, paramétres de la droite de
régression).

Le principe d’uiilisation =5t le méme que celui d'un éditeur de texte
en mode page; utilisateur déplace un curseur sur 1'écran et, d volonté,
ajoute ou élimine un point 4 I'emplacement de celui-¢i. Les caractéristi-
ques du nuage sont remises 4 jour & chague modification,
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FPautres commandes doivent &tre disponibles ;
— édition du nuage aprés centrage des variables,
- Selition du nuage aprés cenirage st réduction des variables,
— retonr au nuage initial,

— sauveparde sur disque des coardonnées des points et des caractéristi-
ques du nuage,

— retour ay menu principal proposant guatre choix (création, modifica-
tion, suppression d’un nuage, arcét du programmey.

2. Remarques technigues

L’inté;'&t des formules de récarrence est ¢vident. De plus elles don-
nent ane vitesse d'exdcution ot un temps de réponse satisfaisant méme sur
une petite machine.

Ce logiciet dtant réalisé en BASIC sur un SOLAR 16765, matériel qui
n’a pas la souplesse d’an micro-ordinatenr, le probléme principal réside
dans Iz a=stion du déplacement du curseur. En particulier il n*est pas pos-
sible d’interroger du programme I console pour connaitre la position du
curseur ; c'est 4 Putilisateur de la gérer par intermédiaire, par exemple,
du clgvier numérique :

LN 0 A

1 2 3
&) 4 é 3 gestion des
déplacements
7 8 9
b} 3 ajofit d*un point
Q ,
¢) suppression d’un
point

28
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Cette gestion repd nécessaire un “‘retour charriot’ & chaque déplace-
n}?m ou modification. Temps d'exécution et confort d'utilisation en sont
affectés.

3. Intérét pédagogique

Lindérét doit 8ire évalué A deux niveaux : réalisation du logiciel et
witlisation pédagogique,

Le sujet, suffisammeny attractif, a suscité une bonne motivation chez
les émdiants qui ont développé des initiatives intéressamtes sur le plan
informatique. D plus certains étudinnis ont saisi Fintérét et la spéeificité
du calcul statistique sur ordinateur.

1! sous paraissait augsi qu’a travers son utilisation, ¢e fogiciel pouvait
contribuer 4 lg formation d"un cerfain sens statistique chez ses utilisa-
teurs.

En explorant les liens entre forme d'un nuage et caractéristigues
numériques associées, utilisateur de cet éditeur devait pouvoir notam-
ment se famibiariser avec les signes ¢f les erdres de grandeur des epeffi-
cients de corrélation Enéaire et découvrir des cas de fausse corrélation. En
fait deux produiis ont £té présenteés en libre acces & 1a sagacité des dtu-
diants ; le didacticiel *‘nuage’” développé par A. Baccini et al. (1984) =t
leur programme, ‘*Nuage"’, trés directif, invitait I"'wtilisateur 3 deviner tes
valeurs des caractéristigues du nuage proposé tandis que I'éditeur précé-
dent laissait plus de liberté pour exploration de celles-ci. A Pexpérience
on & constaié gu'aprés mise au point des programumes la premiére attitude
des érudiants a surtout consisté A faire des ““dessins’” sur écran,

H semble donc que, pour conduire 4 I"apprentissage souhaité, Pédi-
teur nécessite ia présence permanente d'un enseignant pour lequel it cons-
titne un bhon outil pédagogique. Par contre “nuage™, congu a priori
conune didacticiel, est d’usn emploi parfaitement autonome : le rdle de
I'enseignant ¥ est intégré par "aspect dizectif de son déroulement.
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