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problémes chocs

le parcours du combattant(®)

que va-i-il arriver au soldat ?

par Jacques Lubczanski,
ENSET Cachan

1. Modele mathématique proposé

On est ramendé 4 &tudier e systéme articulé suivant, formé de barres
rigides ¢t articuldes ;

\C Q

O

P

(*} Yoir Bulleuin 342, page 518 ¢f in revue PLOT, publication des Régionales APMEP de
Poitiers, Limoges e Oriéans-Tours,
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O et C sont des points fixes
P, Q, M et M7 sont des points mobiles.

On suppose gue OF = O, que OC = CM ot que PMOM* et un
losange.

Lrétude du systéme va s¢ faire en deux temips :
— Quelle transformation géoméirique fait passer de M A M’ ?
— Quelle est Fimage par ertie transfermation de Ja trajectoire de M ?
A. Quelle est In transformation MM ?
1. Démonmirer que O, M et M’ soni glignés.

2. En considérant le cercle (I') de centre P, passant par M et M’, démon-
trer gue OM.OM’ = OP2 - PM?

3. En déduire que M’ est Pimage deMparhmgfommtmn 4 définie
par: ¥M, M’ = 3 (M) vérifie: { O, M, M’ ahgnes

OM’ =_%X._. o8 k est un réd fixs.
OM
3 s'appelle une inversion de pdle O, et de puissance k , et est définie sur
Ie plan privé du point O.

B. Einde de Ia transformation Y :

1. Etablir, dans un repére orthonormé d'origine G, les formules analyti-
quesde J .

2. Montrer gue 3 est involutive, ef bijective.

3. Etudier I'image par 3 d’une droite ne passant pas par Q.
En déduire V"image par 3 d™un cercle passant par O (et privé du point
Q).
C. Trajectoire du point M~

1. Queile et 1a trajectoire du point M ?
2, Quelle est Ja trajectoire du point M 7
3. Que va-t-il arriver au soldat ?

11, Solation

A. La transformation M +» M’
1-0, Me M sont alignés;

PMQM* est un losange (4 cOics isométriques): done ls diagonale
(MM} est médiatrice du segment [PQ].

OP = 0Q: 0, &égaledlstancede?et(},estsurlamédum:xdc
PO, dome est sur ia droite (MM").
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Un tel dispositif est connu dans Ja littératore sous le nom d'* ‘Inver-
seur de Paucelier’”,

2« Une relation métrigue:

Le produit OM.OM" est la puissance du point O par rapport au
cercle du centre P: on sait que cette puissance ne dépend pas de la
sécante issue de O. En particulier pour la sécante passant par P, elle vaut
OR.0OS = (OP+r){OP-r) = OP2~r2 si r est le rayon du cercle ;
of r = PM d’ot Je résultat : OM.OM* = OP* - PM!,

3 - Caractérisalion de lg trangformation :

Posons kK = OP*~PM?: & ne dépend pas de M car OP ei PM sont
les longueurs des barres. Alors M’ est I'unigue point aligné avec O et M et

vérifiant OM’ =

B. Etude de fa transformation
1 - Formules analytiques :
Soit M {x; ¥iet M"{x’; y‘)snnimage
On pent camctérlser 8’ par OM’ = AOM et chercher i

= OM.OM' = OM.OM’ = A O QPR SN
k = OM.O oM M2 oM = Ty
. SR -
X X+ 32 i x¥ 4y

d*oi les formules :

2 - 3 est involutive et bifective:

Les rdles symétriques de M ef M’ dans la définition de Pinversion
mantrent gque M est Pimage de M’ par J : 1 est sa propre application
réviproque. L'exisience de application réciprogue prouve que J est
hijective [avec comme ensembie de départ et d’arrivée le plan privé de O).

3 - Image d'une droite ne passant pas par O.

Soit A la droite d'équation ax+by+¢ = § aver ¢80 ¢ M un
point de coordonnées (x; ¥} Alors:
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ME Aeoactby+e =0
kx: k)!f
+
x:x+yr= bx'z“i‘)"
w o Pyt &+ gkx' + bRy = 0
o M’ € I"on I est ecercle d’équmion:x‘+_|ﬂ+%—lcr+~—?~l:v =

qui passe par 0.

& &

y+e=0 avee M’ = 1 (M} (x’ 337}

L'image de D est T : Pimage d’une droite ne passant pas par Q est un
cercle passent par O fet privé de OJ.

4 - Image d’un cercle passant par 0

J estinvolutive:si J (L) =T, alos I (K = &

L’image d'un cercie passant par O (et privé de O} est une droile ne passant
pas par O,

Remarguons gue si C est le centre de I', 21 g5t orthogonale 4(0C) : en
effet 2 est orthogonale au vecteur (4, b} et {OC) a pour coordonnées:

A .k
(”z“c_"*zc”)

C. Trajectoire du point M’
I - Trajectoire du point M

La barre CM assujetiit le point M & décrire une portion de cercle cen-
trée en C.

2 - Trajectoire du point M’

M’ va décrire Vimage par J de la poriion de cercle décrite par M,
¢'est-a-dire une portion de droite orthogonale 2 OC, donc verticale,

3 - Que ya-t-il arriver au soldat 2
Il va tomber veriicalemeni, jusqu’a blocage meécanique du systéme |
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