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dans nos classes

géométrie euclidienne plane

dans I’enseignement secondaire

par Gérard Audibert,
I.R. EM. de Montpellier

Le texte qui suit a pour but de présenter le travail de recherche en
géométrie euclidienne plane de I'IREM de Montpellier effectué jusqu’en
1982,

11 se décompose en trois parties. Une premiére partie concerne la pro-
blématique, une deuxiéme la méthode expérimentale, une troisiéme les
résultats oblenus.

1. La problématique

1. Notre problématique plonge ses racines, en tout premier lieu dans
les travaux de I'Ecole de Genéve. J. Piaget nous a appris que I'enfant,
lorsqu'on prend la peine de Pinterroger, est un excellent informateur.
Jean Piaget et Barbel Inhelder nous ont fait connaitre par exemple ce
qu*était ‘“la représentation de Pespace chez Penfant’® (1947). Nous avons
pu aussi confronter notre propre expérience aux études théoriques comme
celles portant sur les “contradictions” (1974), études aboutissant i la
remarquable synthése constituée par, *“L’équilibration des structures
cognitives probléme central du développement’® (1975).

Nous bénéficions donc avec I'école de Genéve d’une méthode expéri-
mentale, appelée analyse clinique et critique, qui nous a beaucoup inspi-
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1és, et $ une recherche théorique postéricure 2 1974 que nous avons cons-
tamment confroniée A nos propres recherches en didactigue,

2. Les questions les plus précises qui ont orienté notre recherche pro-
viennent de la stiuation faite & Feweignement de la géamdirie av couss
des anaées 68-82.

Prenons par excmple la place donnée au concept mathématique de
groupe de transformation :

Avant 1960 H est réservé aux grandes écoles ef universités.

Enitre 1960 et 1970 11 intervient en classe de Terminale,

Entre 1970 et 1980 Le groupe des isométries est explicitement au pro-
gramme de Troisieme.

Aprés 1986 Différemts groupes de transformatiens n’apparais-
sent qu'en classe de Premiére,

I1semble bien qu’on ne sache pas quelle place It donner dans ’ensei-
gnement.

La situation faite & Penseipnement de Ix géométrie nous a conduiis &
nowns interroger sur ks formation chez 1"éléve des concepts tels que:

(1) Groupes de transformations
(2) Isoméiries

{3) Cas d’dgaiité

{4) Angles

%) Similitudes

Nous nous sommes restreinis & 1a gdomérrie euclidienne plone car elie
interviemt de facon essentieile tout au long de ¥ enseignement secondaire,
de la sixitme 4 la terminale, et bénéficie d*une structure assez bien délimi-
tée. Le rBle pitoyable, réservé an dessin durant la décennie 70-80, dans
noire enseignemeni, nous a conduits a donner une place imporiante A Ia
quesiion seivante:

Comment doit inteevenir le dessin dans I'apprentissage de la géoméirie?

3. Le troisitme volet de notre problématique est constitué par la
tésolation de problémes, Nous mettons Péléve en situation de résolution
de probléme, Mous abordons ainsi les réponses associées anx deux princi-
pales questions suivantes:

() Guelles sont les démarches de penséde privilégiées par nos éléves?

(i} Comment se forment les principaux concepts de la géoméirie
dans I'esprit de nos éléves ?

Mous nous interrogeons plus particuliérement sur les rapporis entre
les procédures et les concepts, sur la place de la démonstration, sur ce qui
bloque la recherche de Pélédve, e,

I¥Yautre part, mettre P'éléve en situation de résolution de problémes
sous donne une méthode expérimentale.
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2. La méthode expérimentale

Si la méthode expérimentale utilisée est fondée sur 'observation
d’éléves en situation de résolution de problémes de géoméirie, elle
s’appuie sur une condition nécessaire: fe fravadl collectif d'une dquipe
d’enseignonts en ackivité.

C’gst sur ¢et aspect assez particulier de notre méthode que je veux
insister maintenant.

La phase k4 plus longue de notre travail {6 mols pour chaque pro-
bizme} st la recherche de Pénoncé correspondant 4 nos objeetifs.

Examinons nos exigences vis-a-vis du probléise posé car elies sont
déterminantes pour notre méthode de travail.

. Le probiéme fait intervenir essentisliement un secteur du champ
conceptuel choisi.

2. L’énoncé du probléme n¢ laisse pas apparaiire Je secteur du
champ conceptuel propice 4 la solution; nous disons que le probleme
n'est pas localisé pour I'éléve.

3. Nous n’utilisons pas ¢’habillage demandant une mathématisa-
tion du probléme. _

4. Le probléme sadresse & tous les éldves, de la sixidéme A Ja termi-
nale.

5. N’importe quel éléve dn secondaire comprend parfaitement,
lorsqu’on le lui explique, un processus de résalution du probléme.

8. L’énoncé est compris par les éléves en quelgues minutes.

7. La solution n'est immédiatement évidente pour personne.

8. Le probléme intéresse "éléve ; son intérét est soutenn pendant au
mains une heure ; et la recherche de ce probléme entraine chez Péléve une
activitéd importante.

%, La solution de probléme n'offre aucune ambiguité,

10, Le probléme est traité avee succs par au moins un guart des £l8-
ves et conduit & un net échec au moing un quart des éléves, at ceci en une
heure de recherche.

Notre travail expérimental se décompose en 3 périodes qui se sucee-
dent chronologiguement ;

La pré-expérimentation sauvage: divers problémes sont présentés
aux éidves dans nos classes; les réactions des éléves sont discutées
dans '4quipe ; chaque professenr de 1"éguipe dispose d’une grande
initiative.

La pré-expérimentation: muni d'vn énoneé congu par P'équipe cha-
eun de ses membres procéde & des entretiens individuels de type clini-
que et critique.

Un rapport général est rédigé 3 Ja fin de cette pré-expérimentation.

Vient ensuite Pexpérimentation proprement dite ; un probléme précis
est donné aux €léves d'une classe (ou d'une demi-classe); chaque

as




Bulletin de 'APMEP n°349 - 1985

merbre de Péquipe observe un €léve et rédige un compte rendu du
travail de cet €léve ; nous appelons protocole ce compte rendi. Nous
disposous ainsi pour {rois problémes de 205 protocoles.

1. analyse des protocoles est ensuite réalisée et les résultats dégapés
§’appuient usiguement sur les protocoles.

Dans tout ce travail, il nous apparait comme particuliérement impor-
tani que d*une part, chague enseigrant de cette équipe dispose de toute
Pinitiative possible car ce sont ces initiatives qui font jaillir les plus fonda-
mentales hypothdses associées aux processus scolaires; d’autre part, il
faut quune grande unité de points de vue apparaisse, ce gui suppose de la
part de chagque membre de cettc équipe un souci constant de coording-
fign. La pré-gxpérimentation ssuvage privilégie 'initiative. 1."expérimen-
tation repase sur Punification des poinis de vue,

3. Les résultats
1} Rappelons tout d'abord les énoncés des trais problémes cherchés
par nos éléves,
L.e presmier probléme se présente sous Ia forie d'un simpie énoncé :
On donne deux cercles ef un rectangle, guel est le plus grand
nombre possible de points &intersection ?

Ug autre probléme est le suivant : un pentipgone régulier dessiné sur
une feuille de papier est distribué aux £léves, Ce pentagone est inscriptible
dang un cercle de rayon 10cm.

Quel est le nombre de riengles de dimensions 10cm, 6em, 5Scm
gei ont lewrs trofs sommets sur fe bord du pentagone régulier ?

En dernier lien, sxaminens le probléme sur lequel nous nous attarde-
rons un peu plus. IT est présenté aux éléves de la maniére suivante,

Une demi-feuille sor laguelle est dessiné un rectangle est distribuée aux
eléves ; une autre fauille carrée of legérement plus petite sur haguelie est
dessinée un triangle est aussi distribuée aux éléves. La figure 1 ¢i-dessous

reproduit & Péchelle % le ixiangle ¢t e rectangle ainsi que les bords des
deux fenilles gue nous dessinons en pointiflés.
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Figure !

On donne s consigne suivante :

Construisez dans le rectangle, un trigngle qui svit le méme que celii-
¢f (on montre 2 triangle dessing sur la feuille carrée), mals le plus grand
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Une solution de ce probléme est obtenne en prenant un teiangle, sem-
blable au (riangle donné dont le grand cbté est porté par une diagonale di
rectangle.

2) Examinons en détails deux résultats obtenus 4 'occasion de ce
dernier probléme.

Pour cela, présentons le travail d™un de nos éléves que aous appelons
J18.

JIS construit tout d'abord un triangle ABC double du triangle T
donné, selon la figure 2.

11 décide alors d’ajouter 1 cm & chacun des cités et consiruit ainsi,
selon fa figure 3, un triangle dont les dimensions sont,

ZxB +1 =17
Ix6 + 1 = 13
Zxd + 1= §

10+

[
L
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Aprés réflexion, il envisage de construire un triangle dont le petit
cdté est porté par Iz largeur du rectangle. Ji p}ace son rectangle verticale-
ment, mesure 1a largeur ot décompose les 10—2- cm de AB:

1 i
ll’}?m4+4+25

- 11 obtient pour les auires cdiés:
Iow 4L
&+ 6+ 2"2” 142

1 1
8+ 8+ 25 =185

11 estime que s0n triangie ne rentrers pas dangs fe rectangle mais il le cons-
truit pour “voir de combien ¢a sort”, 1 obtient la figure 4. Le sommet du
petit angle se trouvant 4 8 mm du grand edié du rectangle mais a 1"exté-
rieur du recrangie i décide de raccoarcir de 8 mm chagque o61é du dernier
triangle obtenu. II calcule les dimensions des cotés du triangle cherché et
trouve ; -
3,7 (= 10,5 - §,8)
14,7 (= 14,5 — ,8)
17,7 {= 18,5 — 0,8)

il construit au compas le irisngle BEC gue nous représentons sur la

figure 5. /
/
7<.~.....

fig. ¢
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Jig. 5

Il s'exclame:

— Fe pe comprends pas. L4, je suis un peu perdu. Je pensais qu’il
rentrerait vers la droite mais 1l est descendu vers le bas. Jusqu’a la fin de
ta séance, il va essayer de faire reptrer cefte pointe selon ia méme méthode
mais n’aboutira pas. Nous représentons sur la figare 6 ses trojs dernjers
triangles.
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Jig. 6

Jie.6b
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fe 6¢

Figure 6

Nous pouvons analyser ¢e protocoie de deux manidres différentes ;
d’une part, nous pouvons prendre en considération les notions mathéma-
tiques utilisées ¢t d’autre part, nous pouvons examiner les démarches de
pensée suivies par Véldve,

a} St nous considérons Ies notions mathématigues nous rencontrons ici, &
propos de la simifitude, Putilisation du double et des psendos-proporiions
{si un triangle T; 5 des ebtés de dimensions P, M, G et <i T, a pour dimen-
sions P+h, M+ h, G+ h,on dit gue T; est pseudo-proportionnel
a Ty} et la conservation des angles.

Mous avons donc examiné tous nos protocoles en regardant si la con-
servation des angles et fa conservation des proportions intervenaient.

Mousg gvons pu ainsi dégager, entre anires, trois grandes tendances

* L3 procédure faisant appel av double apparait essentiellament dang
le premier vycle, mais elle est aussi présente de facon non négligeabie dans
e second cyele.

* {Clest dans nos classes de 3¢, 4 et 3® que les procédures lices & la
pseudo-proportionnalité interviennent de fagon importante.

# La conservation des proportions ne s'installe vraimeni dans fes
procédures de nos éléves gu’a partir de la classe de 3¢,
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Ces résultats sont schématisés par le tableau 7 ci-aprés. Dans ce
tableau nous trouvons six colonnes de petits rectangles noirs. Un éléve
ayant fait appel au double est signalé par un petit rectangle noir placé
dans la premiére colonne 4 la méme hauteur que le numéro désignant le
protocole de 1’éléve en question. La lettre D rappelle qu'il s’agit du dou-
ble. Les rectangles noirs des troisiéme et quatriéme colonnes correspon-
dent & l’'usage des pseudo-proportions. Les rectangles noirs des cinquiéme
¢t sixiéme colonnes correspondent 3 l'wsage des proportions en toute
généralité,

Tablean 7

~| » A ¢

L it ol
Pt &)

[H3
Lz

il
LD
il

inidioe

I
T

iiin
i3m0
=303
=108
=11
=401
L1500
Sulizndel
= 1302
12500
Ll L i
ﬁ-z
G
-1
=tk

X
i
B

a

i
§
-
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b) 5i nous considérons les ddmarches de pensde, nous constatons tout
d’abord que le travail de Véléve peut-2tre décomposé en une suite de pro-
cédures, chacune de ces procédures s'articulant autour d'un dessin,
1'articuiation peut se décomposer en trois élapes: dans vne premidrs
étape, I'éléve anticipe une image, puis dans une deuxiéme &tape, il réalise
un dessin, enfin, i fait des observations et coordonne ses idées et ses
observations.

Ces trois dtapes situées avant, pendant et aprés un dessin constituent
uz tout que nous appelons processus didmentaire.

Dune fagon quasi générale, les dléves dans [a recherehe de nos pro-
bitmes de géomérric procedent selon une suite de processus éiémentaires.
Examinons plus particuli¢rement dans e protocole de JIS le processus
¢élémentaire s¢ terminant par 1'exclamation précédemment citée, JIS cons-
tate que le dessin qu’il vient d’obtenir m'est pas conforme au dessin
espéré ; a pointe ne rentre pas. Nous sommes en présence de ce que nous
appelons une contradiction observée car Péléve exprime le rejet d'une réa-
lisation qui me satisfait pas 2 des contraintes gu’il veut respecter.

On pent estimer 2 60 % dans nos problémes, ie nombre de processus
&iémentaires aboutissam & wne C.O. Cet imporiant prooessus nous a con-
duits 4 uric méthode d'analyse que nous appelons "analyse dialectique
que nous n"zborderons pas icl. Signalons toatefois que 'analyse diatecti-
fue montre, par exemple, gue c’est la conservation des angles gqui contre-
garre ou élirnine Jes pseudos-proportions et permet ainsi accds 4 la pro-
poriionnalité en toute pénéralité, Mous rejoignons done 4 travers
Ianalyse des processus celle de la formation des concepts.

3} D'une maniére plus géndérale, nous avons pu obtenir un certain
nombre de résultats portant respectivement sur les concepts mathéinati-
ques et sur les processus utilisés par nos &léves.

Examinons sommairement Pensemble des résultats. En ce qui con-
cerne les concepts:

- La stmifitude des triongles, définic par 1a conservation des angles,
est une notion trés assimilable par nos éléves du premier cycle dés Ia classe
de 5¢,

— La similitude des triangles, définte par fo conservation des pro-
portions, n’est vraiment assimilable qu’a la fin du premier ¢ycle ou au
début du second eycle.

-~ Lt notion d'angle, sous forme de couple de demi-droites est en
voie de conceptitalisation rapide an début du premier cycie (6% et 5). La
notion de mesure d'angle est acquise en méme temps. Dans la pratique,
elle se heurte 1outefois aux difficuliés dues & Pusage du rapporteur.

-~ Funicité, 4 une isométrie prés, d'un frisngle défini par la lon-
gueur de ses trois ebiés (trofsidme cax d’'égolitd) n’est pas une proposition
acquise par nos éléves du secondaire.

— La notion de transiation existe chez les éléves, Avant que le con-
cept soit formé, la notion apparall sous vne forme pratigue reposant sur
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iz mouvement de translation rectifigne et faisant appel plus pénéralement
ay mouvesrient plan sue plan,

~ La syméirie orthogonale est, elle aussi, en voie de formation, elle
est utilisée esgentiellement comme une netion pratique sous deux aspects:
le retournement et la symétrie-technigue. La conservation des mesures de
fongueur v joue un rdle déterminani.

w La rotafion n’est pas conceptualisée. Sa Jorme pratique la plus
évoluée fait imtervenir la conservation des mesures de lonpueurs et
d’angles.

— Les notions de comservation, notamment de conservation de
mesures de longueur ot dangles jouent un rdle déterminant dans la for-
mation des concepts de transformations géoméiriques.

-~ Aucuy indice ne nous permet d'affirmer que le concent de groupe
de fransformation soit en voie de constilntion chez nos éléves.

En ce gui concerne les procédures et les processus, nous proposans
les résuftats suivants;

— La demarche de pensée que 'éléve uiitise pour réscudre un pro-
bléme se présenie comme une suite de séguences assez couries relative-
ment indépendantes les unes des auires. Quelques sivatégies partielles
regroupant plusieurs séquences apparaissent quelguefois. Une stratégie
d’ensemble est rarement envisagée 1 priori. Cele nous & conduit & définir
fe processus elémentaire.

~= {ertaings situzations mathématiques privilégides, fortement enra-
cindes chez I'éléve et s'appuyant sur des figures solidement établies, blo-
quent souvent la recherche de I'éléve, Nous les avons appeldes “‘positions
d'éondlibre”,

— La résolution des problémes nécessite la misc en place d’un pro-
vessus de différenciation-intégraiion, difficile & obtenir pour I'éléve.

— La prenve, Yorsqu’elle apparait, n'apparait qu’en fin de yvecher-
che. Efle o’est Ic plus souvent qu’un résumé du processus de découverte
de la sotution. Elle ne répond pas au souct d'un exposé logigue de la solu-
tion, dénué de contradiction. (’est trds rarement une démonstration.

- Pour résoudre un probléme de géomeétrie, 1'€léve procéde surtom
par conradiction. Les principaux processus fondés sor ces contradictions
reposent soit sur les lacunes locales compensées, soit sur "utilisation du
hasard, soit sur "usage d’un champ e contraintes muni d'une variable.

— L& dessin, et plus particuliérement Ye dessin précis avec vsage
d'instruments de dessin, loue un rile indispensable pour 'éléve, dans la
résolution de problémes de géométrie euctidienne plane.

— Les trois principaux itstruments de dessin utilisés somt le double-
décimétre, le rapporteur et le compas, Le double-décimétre sert 4 la fois
de régle et d'instrument de mesure, ¢'est instrument de dessin privilégié.
Le rapporieur est d'un usage plus difficile pour les éléves.

~ L’gpproximution wtilisée par I'¢léve dépend de ss plus ou mains
grande maifrise des connaissances (héoriques. L'approximation choisie
par F'éléve se reliche lorsqu’ augmente sa confiance dans les modéles théo-
riques gu'il utilize,
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-— Les démarches dg pensés que Péléve utilise pour eésoudre un pro-
bléme de géométrie sont essentiellement fondées sur Minteraction entre ses
réalisations pratigues ef sa réflexion théorigue.

Ajoutons quelques remargues pour terminer.

Les résultats gue pous avons obtenus, ne peuvent dire considéréds
comme des résuliats que parce qu’ils sont confirmes par les expérimenta-
tions réalisées aver nos trois probidémes. 51 nous prenons en considération
l'ensernble des 8éves de Penseignemend secondaire face & la géomérrie
enclidienne plasne, ces résultats ne peuvent avoir qu’un rdle d’hypothése.
Encore faut-il medifier les énoncés de nos résukiats pour les transformer
en hypothéses générales, qu’il faudra expérimenter & nouvesu.

L.es affirmasions succintes ci-avant, tant en ¢ce qui concerne les con-
cepts que les processus, n’ont vraiment de sems gqu'accompagnées de
V'analyse détaillée se irpuvant dans les divers chapitres de (1. £est dans
ce meéme texte qu'en peut tronver les références bibliographiques néces-
saires.

Les résultats que nous avons résumés ci-avant s"accompagnent aussi
de gquestions auxguoelles nous ne savons pas répondre. Enumérons en
quelgues-une, & dtre de protolype:

— L'accés aux différentes transformations ponctuelles est-il possible
4 partir des seules notions de mouvement plan sur plan ou de conserva-
tion ? Quel rdle v jouent les fenctions algébriques?

— Que deviennent les processus élémentaires ou les contradictions
observées si e probléme proposé porte sur I’analyse ou Palgébre ?

- Las procédures pratiques sont-elles, en génédral, indispensables 3
la formation des concepts ? Qu'en est-if, s'il s*agit de concepts numéri-
ques T algébriques ?

— Faire jouer un r8le important aux procédures pratiques, est-ce
g’m}’patibie avec "organisation actuelle de Ia classe et le temps disponi-

LN,

— Peut-on accélérer la comcepiualisation en donnant une plus

grande place 4 Ia recherche de problémes dans notre enseignement ?

Nous sommes partis d'une probiématique née de "enseignement.
Nous voila revenus 4 des questions sur Penscignement. Nous avons
signale, dans le texte 1) quelgues conséquences pédagogiques & tirer de
notre analyse. Nous insistons cependant sur le fait que ces conséquences
pédagogiques n'ont pas é¢ confrontées & 'expérirmeration didactique,
On doit dong les utiliser aver une grande prudence, Et void pour termi-
ner, la demiére remargue. Au départ, nos guestions &taient vagues. Par
feurs procédures de recherches, Ies &éves ont répondu 4 certaines d'entre

{11 AUDIBERT G., 1982, Ddmurches de pensie ot cORCEPIS Rilfisds por fex eféves de Vensei-
gnement secondaire en Céomidtrie Euclidienne plene. 1.R.E. M, Université des Bclenees o1
Techagoes du Langnedos «— 831 pages. Place Eugdhe Batalilon - 34066 MONTPELLIER
CEDEX — Nouvelle édition : Publication APMEF {984 N° 36 {831 pages).
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efles. Ces réponses ont quelquefois dépassé nos espérances, car leurs pré-
cisions nous ont persiis d'obtenir des résudtats plus crédibles et d*affiner,
par la méme occasion, notre problématigque,

Nous avons pu constater fa variété et 1'intelligence des cheminements
suivis par tous nos éleves qui ne font jamais rien 3ans raison et je puis
affirmer au nom de toule "équipe qui a contribué A ce travail que cette
recherche fondée sur I'abservation des éléves a été pour nous enseignants,
certainement un excelleni apprentissage.
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