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études

la résolution numérique
des équations différentielles:
un théme abordable
par des lycéens

par Daniel Reisz

L phjer de cet article est de présenter quelques méthoedes classiques
de résolution approchée d'équations différentielles du premier ordre,
méthodes qui sont dens leur principe compréhensibles par des éléves de
Premiére et de Terminales scientifiques et dont Iexécution est possible sur
des caleulatrices programmables ou des mirco-ordinateurs, Avec une idée
didactigue plus fondamentale : ouvrir, par (4, un champ de problémes
intéressants ¢f significatifs souvent ¢’ origine extra-mathémartique {(évohy-
tion de systémes dconomiques, biclogigues, démographiques, problémes
d’origine physigue,...}.

Mais gue mon propos soit clair : il ne ’agif en aucun cas de pousser 2
un alpurdissement de ce qui se fait dans nos classes. I v a une différence
fondamentale entre un éventuel théme d’activités ef Pétude, in extenso,
d'une quesiion, entre une epproche encore trés expérimentale et intuitive
£t son éude théorique. Bt je réponds par avance 3 une critiqte gue Fon
entend souvent dans Ia bouche de certaing colldgues das ¢lasses prépara-
toires ou de "enseignement supérienr : “Tout effleurer, sans jamais rien
approfondir, est irés mauvais, irés démobilisateur !"”. A ceite critique
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souvent émise dans ke contexte général des actuels programmes, je ferai
une réponse de Normand: oul et nen. Oui, si o entend par ““efflegrer’”
un bavardage papilionnant qui ne $"appuie sur aucun acquis, sur aucune
activité gignificative ; non, si on sous-entend gue "appropriation des con-
cepts mathématigues se fait, ipso facto, par leur formuiation théorique
definitive et générale. Je crois qu'il faut du temps, des activités frés diver-
ses, des échecs, des questions, des périodes de maturation, pour aller
d’une simple prise de conscience a I'étude théorique **définitive’ en pas-
sant par des stades d'approfondissement successifs er diversifiés. Toute
Vhistoire des mathématiques plaide en faveur d’un tel processus.
Rappelons-nous toujours que Bourbaki =si postérietr A Archimede, New-
ton, Euler, Lagrange, ...

C’est dans ce conmtexte que i'ai vouly aborder Ie théme de cet sriicle.
Je n’ai aucun mérite guant & s0n contenu - jai pille, sans vergogne, les
idées de Pexcellent livre Y Differential equations and their applications”
de Martin BRAUN (Springer, 1978} dont il existe d'ailleurs, chez ke méme
éditeur, une traduction aliemande. C'est aussi & cet ouvrage gu'’on peut se
reporier pour les justifications théorigques qui ne figurent pas dans ce
texte. Cexi est signalé, dans la suite de Particle par [BRATIN].

1. Le probitme

Soit une équation différenticlie du premier ordre, supposée réduite 4
ia forme

@ = s gy

Les soluiicns de Péquation dxffermu:iie (1} sont toutes les fonctions
§ — y{t) qui vérifient (I).

Certains types d’équations dsfferennellcs s¢ résolvent explicitement,
cest-A-dire qu’on est capable d'écrire explicitement les fonctions y(r). It
en est ginsi par exemple d’&quations de ia forme

%«%’ = ()  lorsqu’on connaft une primitive de 2
%l; = gy + B(H) {équation Hndaire)

gﬁ = }gm{éz {équation @ variables séparées} lorsqu™on conmaft
. 4 } une primitive de fet de g

Dans I’annexe nous montrerons qu’en réalité it est rour a fait excep-
tionne! de pouvoir envisager une résolution explicite d'une équation diffé-
rentielle, dPod 'intérét de pouvoir les résoudre de fagcon approchée. Cet
intéréy est encaore acceniué par le fait gue méme lorsqu’une résolution
explicite est théoriquement possible, celle-ci peut #tre d’un accés techni-
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que difficile ou peu utilisable, alors quune solution approchée peut éven-
tuellement donner les renseignements nécessaires pour le probléme posé,
Dans la pratique on est souvent amené 3 résoudre le probléme sui-
vant : quelles sont, parmi les solutions de Péquation (1) celles qui vérifient
les conditions initiales
Yh) = (#; et y, donnés)
prabléme que nous regrouperons sous la forme

D gL Y0 = ¥ G)

11 se pose alors trois questions :

1) Le probléme admet-il des solutions ? {alors que nous ne pouvons
pas les expliciter).

2) Le probléme admet-il une seule solution? (probléme pratique
essentiel).

3) Pourquoi se donner la peine de répondre aux deux questions pré-
cédentes si, de toute fagon, nous ne pouvons pas expliciter la ou les solu-
tions ?

La répanse a la derniére question réside dans le fait que dans la prati-
que, il suffit le plus souvent d’avoir pour ¥t), un tableau de valeurs
numériques & une précision suffisante sur un intervalle utile. La réponse
aux deux premiéres questions nécessite la mise en place et 1’étude de la
procédure d’itération de PICARD et n’est pas du ressort de cet article.

Disons, de fagon simpliste, que si f et % sont continues sur des inter-

valles convenables, alors(3) admet une solution et une seule (voir par
exemple [BRAUN]).

2. Une premitre méthode d’approximation :
la méthode ’EULER

Soit une équation différentielle du premier ordre, soumise a des con-
ditions initiales :

D _fryy . v =n (3)

Une calculatrice ou un mlcro-ordmateur ne peut pas (pour I’instant) four-
nir expliciternent la solution ¥(¢) sur un intervalle [a,b]. 11 peut tout au
plus fournir pour des valeurs £y = a, f1, &3, .... I = b des valeurs appro-
chées yo, Y1y -...,» ¥y des quantités y({g), y({1). ..., ¥(1,). Pour simplifier
nous supposerons la subdivision fy, ¢), ... , f, de [a,5] réguliére, c’est-a-
dire que
=l+kh avec h= b—;“ (pas de la subdivision)
et k=01,..n
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On connalt déja le couple inidal (fp, Vo). A partir de cette information on
voudrait une valeur approchée y; de y(#;), puis, a partir de celte vateur
approchée ¥, une valeur approchde y; de y(#2), ete.

Pour cela on peuf utiliser:
- en classe de Premiére, 'spproximation affine d’une foncticn ep un
point ;

Hexan) = ¥x+ ) = yted + R % (1) + h8(R)

— en classe de Terminale, le développement de Taylor jusgu’au second
ordre, gue |'on établit sans peine par intégrations successives, en partant
de Vencadrement
mEyTHYEM pour SISl
J I
P = »txth) =y + kL 0w + B LV + Rohy

avec iR;{h)i(Mfg.

La méthode d°Euler repose sur le fait que "on peut donc déterminer
une approximation de y(é; (1) a partir de y(#y), de proche en proche, &
partir de la donnée initiale ¥{ra} = ¥p et que 'éqnation initiale (3) donne
immédiatermnent :

‘2%} (1) = fGr, yUk)
d'of Vidée toute naturelle d*utiliser 'approximation affine de y{fien £ :
P = #0d + kD 0 + heth)

en négligeant le terme A8{H).
A

Y1

Hler1) b

Yt}

-
L

,.
v

tx L7 ¥y
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i en résulte le processus d’approximations successives sujvant ;
yo = y{fp) donné

)
Jest = ¥ + 8t yo)
Disons un mot de Perrcur commise au Xitme pas, On démontre, mais

¢ela est hors de portée dun lycéen, que

iP—yt) <Ak
o A est une constante dont {a valeur importe peu dans la pratique pré-
sente. En ¢ffet, ce simple résultay theorique justifie la rdgle de conduite
suivante: en remplacant & par »g« Perreur est, grosso mods, réduite de
muoitié,

I} faat aussi noter que des approximations itératives, & partir d’une
valeur exacte y;, accumulent bes erreuts ef, plus on ' éloigne de £, moins
Papproximation y; de ;) sera bonne. Or, dans |a pratique, il est bieg
Evident que les valeurs de y(#4) dont on a besoin ne correspondent précisé-
ment pas & des valeurs de # *“voisines’” de 4.

En réalité, cette méthode d’Euler est suricut instructive sur le plan
des idées, mais 1rop peu performante dans la pratigue pour 8tre souvent
utilisée.

3. Une amélioration de 1z méthode ’'EULER

Une premiére amélioration, guee Pon pourrait envisager serait de
prendre en compte, dans le développement de Taylor, un terme de plus:
Fe+v1 = Se t h d{y{w + I; %(fk)

Cette idée 2 un inconvénient ﬂ la fois scientifique et didactique, En effet
on n’a pas directement

-%g- (fy)
et i faut alors utiliser e fait que
K A _[
dt* i/ /
d’ol

By oy = | 4 p U
1) = + - § (g, (1,
oo = [ L+ 1 fa v
Ceci est 4 le fois lourd a caleuler ef en dehors du programme d’analyse des
lycées,

Une autre idée, d'efficacité comparable 3 la précédente, mais plus
accessible aux €léves et aux calculatrices, repose sur la constatation sui-
vante : Péguation différentielle _

¥y o= ALy}
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intégrée enire i ob {4y, donne

'
¥iga1) ~ ¥} = ‘; A lf(t. PO

I}: k

s0it
) 1 e+t
Pl 1) = Y(tp) +J S, y( eyt (6)
I
Si nous comparons (6) 4 la formule itérative de la méthode d"Euler
Yeor = Yi + B i yid

et si nous assitilons yy.1 & ¥(# 1), Ye & ¥(£) nous voyons (fig. 2)
que Papproximation réatisée en utilisant la méthode d*Euler consiste, en
gros, 4 remplacer Iaive dans 1a courbe Y = ¥ = ¢, ()} par Paire
¥ du rectangle hachuré,

Ylk

H"

Figure 2 Figure 3

11 est alors natorel de préférer I’ approximation trapézoidale suggérde
par la figure 3, c'est-a-dire remplacer la relalion récarentielle de la
méthode d’Enler;

Yewt = ¥+ BfUe ¥
par
Y+t = Ye t —-g- LAtk 70D + ftisy, ¥t Bl
ou, pumériquement,

Jert = Wt % Vit 7 + ka1 Yoot

On objectera évidemment & cela gue dans Ie second membre figure ¥4 4
gu'on est précisément entrain de calculer. Toute Pastuce consiste alors,
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dans ce second membre, 4 utiliser pour yx . 8 valeur approchée que
donne précisément la méthode d’Euler, soit

Yerr = Vit A Gy
d’on
Fesi = 3k + Bl 20 + At yeth fte O
Um peut mosttrer qu’avec cette méthode (voir [BRAUNY, hors de la portée
d’un lycéen)
| ¥ = yi| <BR
oii B est une constanie. D'ow ia régle de conduite suivante: le remplace-
ment de & par -% divise, grosso modo, Perreur par 4,

4. La méthode de Runge-Kutta

Nous allons, en dernier liew, proposer, sans aucene justification
thidorique, une méthode mise au point vers 1900 par les mathématiciens
RUNGE ¢ KUTTA. Cette méthode est suffisamment performante pour
mester encore aujourd hui "une des plus atilisées. On démomtre en effer
que 'erreur y est majorée par

[¥(16) — yi| <€ B ot C est une constante.
Leremplacement de A par % divise donc, grosso modo, Ferreur par 16,

Cette méthode consiste & utiliser la formule

Yeer = Pkt % Mg + 24 + 2443 + Lyy)
¥s donné
on
Lgy = oY)
Lpn= fitge + gw . Yi + —g— Lp1d
h

Lys = flig + S et ‘g- Lia}

Lia=fe+ B, e+ h Lpy)

On peut, pour gvoir une petite idéa des raisons d'étre de cette formule,
voir 4ans la quantité

%- iz + 2Lg2 + 2Ly + Lidl

une moyenne pondérée de différentes valeurs de f(4y) entre (f4,0%) et
(e 1 Pk = 1) £est-a-dire que le frapéze déerit 4 Ia figure 3 est remplacé
par un irapéze du genre de celui de la figure 4.
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Fig.4

5. Quand s’ arréter 7 Quelle méthode choisir?
Quand s*arréder 7 Ici, pour ¢e type d’approximations, la pratique
{que Von peut justifier) est Ia suivante:

on remplace /i par a-gw £1 on compare les résultats. Si ces résultats ne

sorit pas stables, modulo 12 précision désirée, on recommence, Sinon

on recommence epcore #ne fois et si la stabilité se maintient toujours

on peut &ire assuré que ;. est une approximation de (1) a4 la

précision désirde,

On mettra en garde les éléves sur le fait que de telles pratigues ne sont
pas généralisables & n’importe quel type de convergence {pratique assez
répandue chez les €léves. ..},

Quelle méthode choisir? Une réponse hitive de mathématicien
superficiel reposerait sur "analyse illustrée par Pexemple simpliste sui-
vant : on veut que

¥e — ¥(t)| < 10-8

et on sait que sur Piniervalle [§;1), ot on est censé se frouver, on g
fyp — ¥ite}| < Ak avec Buler
¥ — ¥{ie}| < AR avec Euler améliord
[¥x — ¥ite)! < A¥  avec Runge-Kuita

avec h--ri.
n

1 faut donc s'assurer gue

Ah < 10-8=pn > A4.10° {Euler)
AR < 1078z=2 0 > JA.I0'  (Buler amélioré)
AR < 10-8mmd g > AV4I0E (Runge-Kutta)
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c'est-d-dire qu'on passe de Pordre de 10* itérations aves la méthode
d’Euler 4 Pordre de 0% jtérations aver 1a méthode de Runge-Kutta.

Attention, ce serait confondre vitesse de convergence d*une suite et
performance d'an algorithme, En effet 1a méthode de Runge-Kuits néees-
site, 4 chagque itération, le calcu! de guatee valeurs de f(1,y) , alors quela
méthode d'Fuler n’en néeessite qu'up seul. Mais Pefficacité de la
méthode de Runge-Kutta est telle gue le mathématicien superficiel anra
fait l¢ bon choix !

6. Quelques exemples pour investir

{)} Comparer, sur Vintervalie [0 1] les trois méthodes ¢ comparey
ces résultats A ceux donnés par la solution explicite, pour

o= RO KO = L

{solution explicite : ¥(¢) = ¢ + _2_1:_;)

2} Connaissant »{0) , donner des approximations de ¥(1¥ avec les
trois méthodes présentées et comparer Ces approximations aux résiliats
donnés par Iz solution explicite {on commence avec ¥n pas A = O,1):

@ ¥ =2y; ¥0) =2
{solution explicite y = 2e)

e < E- =
1+ 20+ (“"f_nﬁyz’ WY =1 =148

(by ¥

@ ¥y =ter+ Loy O =0 @=ba+rm
1432
3) Donner avee 4 décimales exactes, la valeur approchée de y(i3,
sachant que
@ vy =yl+e-N+&; ¥y =0
) ¥y =itp-y; 3O =1
24yl

(e} y'=m-; »yo =0

(d) ¥ =sin+0) + el ¥0) = 0,7

4) On sait que y{{) vérific
¥ o+ ty =) y0) =1
ol {7} et ¢ {f) sont connus par le tableau de valeurs suivant :

H
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t wlt} @' {1} 1 oD o) |
00 | 1 ) !
6,1 | 11,0495 | 0,99500
02 | 1,01980 | 0,19601
03 | 1,0439 | 022560
0.4 | 1,07683 | 0,36842
05| 111730 | 6,43879

116412 0,49520
1,21579 0,53539
1,2705% 0,55736
1,32660 0,55945
1,38177 4,54030

-

==
@iowae

Utiliser la méthede d*Buler pour avoir une approximation de y{f) pour
F=90,1;02;..;909; L.

3} On saft que e~ p'acinet pas de primhitive élémentaire.

‘I
a} Seservirdufaitgue x v ¥y = ex’[ﬂ e~ Fdt vérifie y' = Zyy + 1

pour caleuler, avece cing décimales exactes

£ 05
i e ¥ gy
fo

b) Compsarer cette méthode 3 une méthode d'intégration numérigue
{rectangle, trapéze, Simpson, ...}

7. Annexe

1.7 objet de cette annexe est de montrer de fagon un pes plus précise
pourquot ka possibilité de résoudre sxplicitement une équation différen-
tielie du premier ordre gsi une situation exceptionnele.

Soit donc 'éguation
dy - ’
5 J(1.¥) (1)

Résoudre de fagon explicite (1) nécessite de pouvoir mettre(l) sous la
forme

2 e =0 @
qui méne, par intégration, 3
2{h¥) = ¢ (¢ &lant une constante arbitraire)
forme gu’on peut espérer résoudre en »{7) .

A quelle condition prut-on mettre {1) sous Ia forme (2) 7 Pour &tudier

cela, remarquons que
d _ dy do dy

kE [
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¢¢ gui montre qu'une équdtion
M) + N =0

ne peut £'écrire sous 1a forme % wlt.p) = 8 gue s'il existe une foriction

p{1, 7} qui vérifie
I = 0%
Miny) = “5; et N(Ly) 3y

La réponse 4 notre question 2st prasgue foujours négative, comme e
montre le théoréme classique suivant :

Théoréme : Spit M{t,y} el N{1,y) deuxfonctions continuesen t et ¥,
aux dérivées partielles du premier prdre continugs, powr (1, y) appartenant
a Powvert fa,bf % fc,df. If exisie une fonceion p(t.y) tefle gue

dg de _
5 = MILy) € 55 = Nty
3i ot serlement si
M anN s
B = g S Houvert fa,bf x Je.df

{Pour Ya démonstration de cc théortme on se reporiera par exemple 3
[BRAUND),

Cette conirainte —-—— oM _ AN

8y ot
en résulte que la résolution explicite de 1"équation (1) est presgwe foujours
impaossible.

vétant presque jomais satisfaite, #

Vous vous étes promis d’assister
aux Journées Nationales A.P.M.E.P...
Remplissez sans tarder votre
fiche d’inscription (page 329)
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