Bulletin de 'APMEP n°348 - 1985

une problématique
en géométrie:
la perspective

par Michel Souffler,
Régionale de Caen

Deux dessins, assortis chacun d’une guestion, somt proposés 4
Passembiée :

Un £chiguier en perspective ?

S est le soleil

H iz ligne d’horizon,
Construire "ombre solaire de la maison (telle gu'on lx verrait sur une
photographie)

x 8
H
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Ces questions posées, j'ai faissé ’assemblée cherchier pendant une
demi-heure environ ; Ia diversité des remargues, toutes trés loin du pro-
bléme, prouvait une ignorance quasi générale des propriétés de la perspec-
tive conique. Rien de surprenant en fait puisqu'elle n'est enseignés 2
aucun moment de la scolarité “*normale’” d'un futur professeur de mathé-
matique.

Un moment, plusieurs personnes ont soupgonné une supercherie
dans le 2¢ dessin : **S pe peut pas 8tre le soleil” . Je leur ai fait remarquer
que, sur une pheto, ke soleil, ia ligne d’horizon et la maison poyvaient trés
bien se stiuer ainsi. En fait, il ne faut pas coasidérer S comme le soleil
mais comme le point de fulte des rayons solaires, & § peut {rés bien se
trouver en dessous de la ligne d’horizon si, dans Uespace, le solei! est situé
derniére 'observateur, Les romarques de Passistance étaient trés loin de
ces considérations, }s notion de point de fuite n'étang pas suffisamment
maitrisée. J'ai done décidé de faire un bref expost des notions essentielles
de perspective conique, ce qui a provogué des réactions diverses » vif inté-
rét pour les uns, critigue pour les avtres : ils auraient voulu tout découvrir
par eux-mémes (ce qui est trés louable). En fait le manque de ternps ne
m’'en laissait guére le choix. Le dialogue qui a ea liew par la suite a soulevé
plusieurs problémes de fond en pédagogie.

~ Faut-il laisser les éléves découvrir tout par eux-mémes, 2u risgue de
perdre beaucoup de temps. Est-ce vraiment du temps perdu ?

— Peut-on retrouver en gueiques heures des propriétés qui ont mis plu-
sieurs siécles A se formaliser ?

Je ne szis pas répondre 4 ces questions, mais jo sais gue, dans le cas
de la perspective, "¢tude théorigue m’a apporté un ¢ciairage nouvesu sur
les problémes de représentation de "espace.

Yoici donc quelques éléments de théorie, tous extraits ou inspirés du
cours de Didier BESSOT dans les cahiers de la perspective n® | et 2 &dités
par I'IREM de¢ Basse-Normandie ¢t dont je recommande vivement la lec-
ture {le résumé qui suit n’étant pas suffisant pour une bonne compréhen-
sian du probléme),

Définition d'une projecilon conique
L étant V'espace affine réel de dimension 3.

Une projectlon conigue centrale §' de £ est une transformation de &
définie comme suit ¢

1%} On donne uh plan fixe (T) de £ et unpoint O de § , hors de (T},

2‘:") L'image pat & d’un point M de £ est le point d’intersection de
la droite (OM) et de (T}. On notera ce point m.

m = & (M) = (OM) N (T},
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T est appelé plan du tablean.
O correspond & Poeif de "observaleur en perspective conique,

Domaine de définition : On appelle N (plzn neutre) ¥e plan passant par O
et paralléle & T,

Le domaine de définition de 7 est § privé de N,
Image d'une droite {non paraliéte & T).
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Image de la droite D : a est intersection de D avee T, a, Uintersection de
la paralldle I3, & D passant par O avec T ; I I"intersection de D avec N.

S Me 2], m € [ax") M est entre "observateur et le iableas .
Si M€ [a,y),m € Jaay] M est derriére le tableas
S M€ [Lx), m € [a,y') M est derricre Vobservateur,

ag n'est pas Pimage d’aucun point de D,
| n*a pas d’image.
La demij-droite [1,¥) a pour image la demi-droite [a,,%°)

Le point a, est appelé point de fuite de D (intersection avec | de la
paralidle & D passant par 'obsevatens), Soit DY yne paralliéle & 13 elleale
méme point de fuite gue D : en perspective conique on représentera D et
D’ par deux droites concourantes en ag.

Image d'une draite pargliéle ¢ T ot ne passant pas par O ; 'image de D est
paralidle 3 D.

En perspective conigue, le paraliélisme est done conservé lorsque les
droites représentées sont paralléles an plan du tablean.

Rermargue ; 1a ligne d’horizon est Penserable des points de fuite des
droites horizontates, c*est aussi Pintersection du plan horizontal passant
par O avec Is plan T.

Ces considérations é&ant établies, on peut répondre 3 la premidre
questing en remarquant que sur le dessin les diagonales ne sont pas ali-
gnées ; échiguier n’en est donc pas un vrai puisqu’il n’est pas formé de
carrés égaux.

En fait comment construire un échiquler ?

— Cas oft un des faisceaux de dingonuies est porolldle au plon du
tableau : il faut choisir irols points de fulte 1, J, K équidistants sur la ligne
d’horizon ef se donner ke c8ié AB du carrelage.

1 J R

L'intersection de {BK)} avec (AJ) donne le point C et Pintersection de (1C}
avee (AK) donne le point D...
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Si les diagonales (BD) , (EF) ... ne sont pas paralldies au plan du

tableau, alors il faut prendre, sur la Sgne d’horizon, guatre points for-
mant vng division harmonigue (voir les articles de Didier BESS0T cités
plus haut concernant e fait gque la projection conique conserve ie birap-
port).
Remarque : mdme sl Péchiquier proposé an départ avait été dessing avee
cette méthode, il n'aurait pas &¢ possible de conclure, En effet, le dessin
obtenu peut étre celui de 'image d’un dallage carré dans une projection
comique, mais il peut ére aussi Pimage d'un dallage rectangulaire (ou
formé de losanges ou de paraliélogrammmes). Poar conclure, i faut des
renscignements plus précis concernant ta position de Pabservateur.

Revenons zu 2* preblibme
L’ombre du segment {AB] sera le segment [AB’], B étant Vintersec-

tion de (5B} avec 12 50l : ¢est dong ce point B’ qu’il faut construire.

4

3

La droite {AB) étant verticale, elle £st perpendicnlaire an plan du sof
{supposé horizontal). Le plan ABS est donc vertical et Iz doodte (AB”)
horizontale ; la projection orthogonale 8§ de S sur H est dong dans le plan
ABS, et 1a droite {AB) étant incluse dans ce plan, S ne pent qu'étre fe
point de fuite de la droite (A’B'}. Le point B’ est dong obtenu comme
Pintersection de (SB) avec {AS”).

Pour obtenir Pombre compléte, il faut recommencer avec les points
C, D), E et F: il se pent gue le point C7 se trouve 4 Uintérieur de Ia zone
drombre, c'est qutalors € n*est pas éclairé par le soleil !

Remargues

~ Les projections sur un plan donné et selon une direction donnée
{perspective cavaliére et ombres solaires) figurent su programme de ta
classe de lére 5. Les projections conigues {perspestive conique ot ombre &
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partir d*une source lumineuse ponciuelle non sitede & Pinfini) o'y figurent
pag, ¢ c'est pewt &tre dommage, car ¢Bes dobnent un sens sux mathémati-
caes que Pon enseigne en apportant des techmiques aux éléves intérossés
par le dessin,

-— En fait le probléme précédent qui consiste & &tudier une ombre
salaire &n perspective conigue revient 4 composer une projection de direc-
tion donnée avec une prajection conique ; ce point de vue est fort intéres-
sant mais, avant ¢'en parler aux éiéves, il convient de se demander 8'il
sera source d’ombre ou de hamidee L., 1
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