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les suites et les séries
géométriques. essai d’analyse

contextuelle

par Christiane Hauchart et Nicolas Rouche
Groupe d’enseignement mathématigue
Louvain-La Neuve, Belgique

Ce texte g 6t€ prosenté en mai 1983 gu collogue Inter-IREM de Géamétrie
de Louvgin-La Neuve. If réapparaitra, mutalis mutandis, dans un fivre en
préparation ei qui a pour titre : Premiers pas vers lex limites,

Dans ce contexte, on a vite Fait le tour du sujet.

De maniére plus générale, nous avons voulu tlustrer Pintérdt pour ic
professenr de pouvair ‘“penser & cBtE’, de se dégager dey cheming que sa
formation mathématique hui indigue en I"aveuglant parfois ; bref, Uinté-
18t qu’il & & retrouver de temps en temps un tegard naif. Nous tenterons
d'observer aussi, sur cet exemple de suites et de séries géomériques, la
maturation concepiuelie chez les éléves.

Nous avons ezsavé de montrer 13 richesse que peuvent cacher des
sitnations de suites ¢t de séries géomeétrigues par rapport & la relative pau-
vreté de ces notions dans les maths dé&ja structurées. LA, une suite péomé-
trique n’est rien d’autre gu'une suite du type

(ﬂf")n =1
¢t une séric géoméirigue est une suite de sommes partieties du ype

1
a+ar+aﬂ+...+wﬂ==a’"—ll
r—

1. Les suites ont des facettes multiples

Le débutant qui rencontre des suites par un travail de recherche sur
des situations ou problémes, ne rencontre pas de prime abord des apphica-
tions au départ de N*, mais plutdt des rangées d’objets, do figures articu-
1ées les unes aux auntres, des successions d’événements, des solonnes de
nombres,... Qui plus est, presque chague suite ainsi renconitrée posséde
plusieurs facetres, pout étre considérée de plusieurs points de vue ou maté-
rialisée dans divers supports.

Ainsi par exempie : ;
8 (8iz {8 At (3“!
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fig. 2 8,888889
@,790123
0,702332
9,624295
0,554919
9493270
a,438462
0,389744
De méme une sétie numérique peut &re pergue comme gne *‘somme

- infinie™ ou comme one suite de sommes partielles ou encore comme la
suite de ces dernifres effectudes :
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Les carrés emboités dans 1a figure ci-dessous peuvent dvoquer davan-

tage sefon les cas une suite de figures, ane suite &’ensembles de points ou
ane suite d’aires.

fig. &
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Si on considére Je probléme de 1a balle :

fig. 7 Onp liche une balle de ping-pong, d'sne bauteur /1,
su-dessus d'une table horizoniule, dans le chump de la
pesantiear.

Apirds Pexpérionce, on pose fes questions suivantes,
Combien de fois a-t-elle rebondi ? Est-clle arrétée main-
tenant 7 Si <'est le cas, combien de temps kel a4-i fallu
pour s'arséter ?

on peut voir plutdt une suite d’événements, une suite de havtenrs ou une
suite de graphes...

fig. 8

1 S

Tout cela est encore bien loin d’une application au départ de N*.

2. Qu’est-ce qui provoque ’apparition d’une suite ?

Pratiquement, oh ne peut présenter aux éléves que des ensembiles
finis d'objets, de figures, d’événements oe de nombres. Quand ¢t com-
ment leur arrive-t-il de lea prolonger mentalement pour <n faire des suites
infinjes ?

Considérons les six carrds de la fig. 9, puis les mémes carrés disposés
comme sur la fig. 10.

fig. 9

<&
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fig. i0

On ne sait que penser des premiers, sinon dans un premier temps
qu'on pourrait les classer, ce qui créerail une situation nouveile. Les
seconds, par contre, exhibent un ordre et une loi d’engendrement ; le lec-
teur se sent comme iavité & poursuivre le dessin et méme 4 le poursuivre
indéfiniment. [1 en va ainsi en général, if faur gu'un mode d'engendre-
ment soil, sinon explicitd, au moins pergu, senti de quelque facon.

Mais selon fe biais par lequel une suite est abordde, son mode
d‘engendrement sera percu clairement, difficilemeni ou pas du iout.

a} Ainsi, Pexplication verbale de la construction des éapes da “‘carré pas-
spire” suggére clairement gu'on peut la poursuivre indéfiniment,

fig, 11 On part d'on caré d’aire égale & 1. A lu premidre
Stape, on divise le carré de départ £n 9 carTés égrux et on
epleve le careé central. A 1a deuaxidme étape, on divise
chucun des huit carrés restant en 9 carrés €gaux & on
epléve e carré central. Ei ninsi de suite,

tandis que 1a figure:
ns
fig. 12 :H:

)

ol
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invite peu  poursuivre,

b) En général, on a beaucoup de peine & voir comment est construite une
suite de nombres dounée par ses quelques premiers termes sortant d’une
catculatrice, En effet, on ne peut live qu'un nombre 2 Ia fois, ¢e qui oblige
i en mémoriser plusieurs pour percevoir comment ils évoluent,

Ainsi done, toute suite pouvant éire abordée de diverses fagons, son
existence et sa forme peuvent Btre percues plus aisément sur un support
que sur un autre, Qui plus est, Pimagination se laisse emiporter & autant
plus facilement 4 prolonger une suite finie gue cette suite est plus longue,
Alinsi par exemple, le dessin de la figure 13 est plus suggestif gue celui de
1a figure 14.
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3. Débroniller ic mode d’engendrement 4'nne snite

Les exemples d’objets ou de nombres pergus comme des amorces de
suites ne sont pas, on vient de le voir, des exemples guelcongues : iis ont
une forme, fls exhibent un mode d'engendrement, Mais ce dernier n’est
souvent saisi de prime abord gue de fagon sommaire.

Yoyons maintenant comnient on arrive 4 passer de 1a perception pre-
miére & une vue plus approfondie, multipliant les points de vue,

3.1 Suites Q'aires ; effet d'échelle. Les aires de figures géoméiriques
formant une suite sont, selon le cas, siinples ou moins simples & évaluer ¢
simples par exemple pour le cas des carrés emboités {cfr. fig. 18}, assez
simpis pour le *‘carré-passoirg’” {cfr. fig, 15 &1 186),

“3“\%/5“\%/”"’“\3/3‘“\
-

plus compliguée pour les dodécagones embotids (cfr. fig. 17).

s {8,

fig. 17
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Dans ce dernier cas, en effer, il faut non seulement reconnaiure la
similitude des dodécagones successifs, mais encore calculer le rapport de
sisnilitude, égal au rapport de Vapothéme d’un dodécagone au rayon de
son cercle circonscrit,

Fait remarquable, on peut identifier le mode d"engendrement des
dodécagores en évitant de calcuder le rapport de similitude, # suffit de
constater 'exisfence d'un rapport de similitude ; ““le passage d'un dodé-
cagone 2u suivant est toujours pareil”, quel que soit e couple de dodéea-
gones successifs que 1’on considére. Le rapport des aires sera dong tou-
Jours le méme, ¢t méme i on ne le copnalt pas, on peut le désigner par o,
reconnaitre que f<a< |, et raisonner sur la suite 4, o, o%,... On sauls
ainsi du géométrique au litiéral, sans passer par Pintermédiaire du numé-
rique.

Cette mapceuvre est fondées sur un effer d'échelie : d’un couple de
dodécagones successifs & un autre, il n'y a que Péchelle du dessin gui
differe.

3.2, Passer ¢’une {acetie 3 une guire plus suggestive

La loi d'engendrement de la suite de la fig, 4 est trés simple. Néan-
moins, en {ravaillant cette suite inteligemment, on peui la voir sous
d’autres points de vue intéressants. i ne faut pas s¢ précipiter sur ia calou-
latrice, e¢ qui a pour scul effet d’en fournir use veérsion décimalisée qui
n’a rien d’éclairant. Mieux vaut au contraire, en respectant sa présenta-
tion fractionnaire, simplement réduire au méme dénorninateur (fig. 53, ce
{ui améne 4 conjecturer la forme du terme général ;

ay = 1/23n—-1})
31!
On peut généraliser cette observation © si une suite se présente sous wune
forme intéressante, présentant guelque régularicé on symétrie, if faut la
trapsformer prudemment, en tichant de respecter ou de metire en valeur
sa forme. La caleulatrice gst contre-indiguée dans 'exemple gue nous
venons de voir, car elle brise les formes.

3.3, Le point d¢ voe gdditf

Maéme dans e cas de suites géométriques, il arrive gque Ia tol d’engen-
drement se¢ présente naturcllement sous vne forme additive ¢t non sous
ung forme multiplicative ; pour passer d*un terme ay suivant, on ajouie
tetle valeur, C’est e cas, par exempie, des problémes d’intérét composé :
le capital initial est majoré par accumedlagion des intéréts. La suite des
capitaux successifs se calcule en alternance avec 1 suite des intéréts ; une
fois calenlé Pintérét pour une année, on I'ajoute au capital, ce qui fournit
la base de calcul pour "intérét de 'année suivante ¢t ainsi de suite.

a7
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fig. 18 a 1 franc & intérét composé de § %
intéréts capitaix
9,05 1+ 0,05
(1 + 0,05 0,65 1 + 0,05 + (149,08 0,05
{1+ 0,05+ {1+ 6,05)0,05]0,05 140,084 (0 +0,050,05 ©
+ [0+ 0,08 + €1 + 9,0500,05)0,05

La loi d*engendrement s'éclaire dés gu’on concentre son attention
sur la seule suite de capitaux : pour y arriver, il faut donc passer du point
de vue addicif au point de vue multiplicatif, et donc, s”aviser que majorer

un capital de i % revient 3 le multiplier par (1 -+ 1"631 ).

fig. 18 b 1

3.4. Caractérisntion des suites géométriqgues

Tout ce qui vient d'tre exposé montre la variété des points de vue
possibles sur te mode de fonctionnement d’une suite. Hustrons 4 nouveau
cette variété en rassemblant quelqoes définitions vsuetles de suites géomé-
triques. On dira en pariant $*une telle suite ) que:

a} te gquotient de deux termes successifs it constant ;

b} chaque terme, A partir du deuxidme, est moyenne proportionnelie
entre le précédent et le suivant;

¢} on obtient chague terme, & partir du deuxidme, en multipliant le
précédent par un nombre donné, toujours le méme;

d) c’cst ume suile (@) telle gque ponr toui

dnel = Ty otr € R;
) <’est une suite du type :
&, ar, art, ar’, ... ob aé& rsont réels.
S s”apit d'une suite positive, on peut encore en parier dans les termes
suivants :
f) chaque terme, a partir du deuxiéme, représents un pourcentage
donné, toujours ie méme, du précédent ;

(1} 1 s*apit de suites nan 1dentiquement nulies,
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g) pour passer d'un terme au seivant, il faut chaque fois ajouter {on
retirer sefon e cas) un méme pourcentage |

h} les termes de la suile peuvent &ire représemtds comme des fon-
gucurs (on des aires) de figures semblables, le rapport de similitude d'une
figure & g suivanie éfant toujours le méme.

¥oilk donc buit fagors d*aborder une suite géométrique. Un mathé-
maticien [es déciarers volontiers équivalentes ou A peu prés. Elles ne le
soné pas immédiatement pour un éléve et celui gui sera passé par la recon-
naigsance d’une structure unigue derriere ces formes différentes s'en frou-
vera plas fort,

3.5, Ajuster une suite comme modéle moathémutique

Dans cerfains cas, le probléme r’est pas de débrouiller le mode
d'engendrement d une sulte donnée, mais plutét de eréer et dajuster une
suite mathématique de sorte gu’efle traduise au mieux une suite empirique
donnde. Ce travail est d’un autre ordre.

€’est ginsi Que pour construire une suite appropriée au tableau de la
fig. 18a de I'effectif de la population mondiale, it faut d*abord extraire de
ot tableau des années de recensement réguliérement espacdes, puis recon-
aaftre un comportement approximatif, pour finalement sélecticnner et
ajuster un modéle gqui ne trahisse pas trop les données.

Par exemple, la sube aing sélecionnée coincide, pour l¢ premier
terme, et st supérieure, pour les termes suivants, 3 une suite géométrigue
de premier terme 750 et de raison 1,28,

fig. 19 a | Anade | Effectif en mMions d’babitants |
1650 500
1750 150
1860 960
1850 1.240
1960 1.650
1930 2.070
1950 2.524
1960 3.037
1570 3.695

fig. 19 Caotient de denx
Amnée|  Effectif | beo its successifs

1% 750 128

. 1800 960 1,29
1850 1.240 LI
1900 | 1650 13
1950 | 25M :

)
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4. O va la suite ?

Nous nons sommes demandé ce qui provoque Vapparition d’une
suite ou ¢¢ qui donne envie d'en construire yne. Puis, nous avons étudié
coment on approfondit le mode d’engendrement d'uae suite, Bt mainic-
nant vient la question : ou va la suite ? Que se passe-i-il quand on cssaye
de la pousser loin, trés loin 7 Peut-on aller aussi foin qu’on vent 7 Peut-on
discerner o va une suite prolongée indéfipiment 7 De guelles illusions
ggug:in?étre victime quand on regarde ainsi une suite s'en aller vers

in ]

4.7, Presques toutes les suites finissent par s"enrayer

Une suite peut &tre poussée plus ou moins loin selon la nature de son
support. Diverses contraintes physiques empéchent le plus souvent de
répéter un provessus infini plus de dix ou vingt fois : on sort de ia feuille,
Iépaisseur du trait de crayon devient génante, la balle cesse de rebondir,
.« Au-deld de ces limites, la seule ressource ¢st d’imaginer et de raisonner,
ou peat #re, dans un premier temps, de passer 4 la facette numérigne de
i swrite.

Une suite numérique, en effet, peut scuvent éire poursuivie beay-
coup phas loin grice aux caleulatrices, Mais cela ne fait que postposer ks
difficultés,

Ainsi, st la suite étudiée varie (réds lentement, on ne voit pas o elle
va, méme en calculant trés longtemps. Par exemple, si une suite géométri-
gue de raison inférieure 4 1 mais trés proche de | n’a pas été identifiée
comme suite géométrique et qu’on en considére sevlement les valeurs
numériques décimales {approchées), on verrd bien qu'elle descend, des-
cend,... mais jusqu’on ?

Dans la plupart des cas cependani, la machine finit par s*enrayer
d'une manitre ou d’une autre ; soit elle donne I'alarme en dépassant sa
capacité vers les petits ou les grands nombres {elle clignote !3, s0it elle
répite indéfiniment le méme nombre, Ce dernier, si 13 suite converge,
peut étre la limite (inddment attednte le cas échéant), ou est prache de la
limite. Comportemnent erroné le plus souvent, mals néammoins utile
guang il améne & conjecturer la limite.

Ainsi, les suites physiques s’enravent, les suites numérigues vont plus
loin mais s’enrayent aussi. Qu'y a-t-il dong par dela ces irrémédiables blo-
cages, dans 'immense domaine au dela de I'expérience, 14 ou "imagina-
tien demeure seule 4 nourrir Pactivité théorisante? Tout un monde,
comme nous allons le voir.

4.2. On découvre simuitanément plusieurs sortes d'infini

On pourrait crodre, en abordan: tes suites on processus infinis, gquela
seule sorte d’infird rencontrée au départ est celle du nombre de termes que
chague suite comprend (e cardinal des entiers), Et 1a difficulté serait 1
pour le débutant. Or les choses sont plus compliquées que cela car une
suite infinie engendre nécessairement plusieurs autres sortes d'infini.
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Considérons en effet une suite réelle ;

a) ou bign elle ¢5t non bornée, ¢est-i-dire qu’elle contient des termes
ayssi grands gu’on veut, On y trouvers “Cinfiniment grand™ ;

b) ou bien elle est convergente (2 ef In différence de ses termes & a
Himite et aussi Ia différence de ses termes successifs) devient aussi petite
qu'en veut, i c'est *Vinfiniment petit’*,

En outre, on bute sur le temps physigue infini, non borné, qui serait
nécessaire powr parcourirt les termes de la svite : méme si cefle-ci vgg
dénombrable, elle n'est pas expliciternent énumérable, Certes I"imagina-
tion dépasse les difficultés physigues et calcuiatoires, mais elle se trouve
clle-méme emnbarrassée parce qu’elle s’exerce dans le temps physigue ; elle
ne peut s'arréter & chagque ferme d'une swiie,

En résumé, je domaine des suites est structurd de welie fagon qu'il
manifeste en méme temps et nécessairement trois sories d’infinis : Pinfini
cardinal de 'ensemble des terimes de la suite, Vinfiniment grand ou Pinfi-
niment petit numérique et Pinfini temporel de "énumération jamais
achevée,

En guoei cetie pluralité infiue-¢-efle sur Ia perception des suites ? Tout
se paesse, semble-t=H, cornme si les diverses sortes d’infinis formaient,
dans la premidre appréhension de Pinfini, an tout mal différencié, en
quelquee sorte embryonnsire. D'of divers glissements d’un mfind 4 Pautre.

4.3, Les situations cinématiques

Quel gue soit fe support physique ou numérique d’une suite infinie,
le temps est mélé & sa perception sous la forme, comme nous Pavons v,
du temps physique de énumération impossible. Cest le termps subifectf
du sajet pensamt, celui dans lequel 5’exerce son imagination.

Voyons mainienant ce il se passe lorsque la suiie envisagde, jssue
d'une situation cinématique, se double d'une suite de durées, c'est-a-dire
§’inserit dans ke temps objectif d*une évolution physigue. C’esti le cas pour
iz balle gui rebondit (cf. fig. 8). Dans cer exemple, nous avons appelé les
temnps sabjectif ef objedif respectivement temps du discours et temps du
parcours.

1L¢ fait que ces deux temps soient des grandeurs de méme nature sem-
bie faciliter les glissements mentaux de Pun 4 Pautre comme ¢ **5i 1a halle
rebondit une infinité de fois, elle ne s’arréte jamais de rebondir’”.

4.4. Les roles pivots de 2 et 172

Le nombre 2 joue souvent un rile pivot dans 1a perception des suites
numériques croissantes, BEn effet, on convient facilement quw'une suite

{2) Ee si par hasazd, elle est bornée of non convergente, elle contiont vne sous-gnfte conver-
gente ¢f Uinfiniment petit ¥ intervient dc méme,
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positive tend vers V'infini sl chaque terme g, | vaurt au moins e double de
ay. Mais il se fait gue doubler {au moins) & chaque étape, c*est aussi ajou-
ter chaque fois au moins Ia valeur du premier terme de la suite. Cette der-
niére est done minorée par une suite srithmétique crobssante, ¢’ est-g-dire
par une suite trds simple tendant vers Pinfini.

La valeur 1/2 joue pour les suites décroissantes s rdle dual de la
valeur Z pour les suites croissantes. En effel, on convient facilement
qu'une suite tend vers Zéro si, pour passer de g, 4 4y 4 1, On enléve au
moins la moitié de ay,.

Remarquons gue si 2 et 172 sont des valeurs particuliéres du point de
vue de la perception premigre du comportement d'une suite géométrique,
il n'en est pas de méme du point de voe théorique s pour & < g < 1, on

démontre que o tend vers § sans évoquer la valeura = -?1‘— et de mdme

pour a > 1, on démontre que o7 tend vers Pinfind sans évogquer lc cas par-
ticudier ol g = 2,

5. Plusieurs suites apparaissent en méme temps

On pourrait croire que des problémes dans lssquels intervient une
suite seulement peuvent se résoudre & 1’aide de cette suite seule, éventucl-
lement envisagée sous différenies facettes (¢f. 1), Nous allons voir, et cela
dans divers coniextes, qu'une suite apparait rarement seule mais en
améne aver elle une ou plusieurs auires. Quand on observe par exemple
une suite numérique, on observe aussi, impliciternent au moins, les quan-
titds “‘ajoutées’ pouy passer d'un terme au suivant, c’est-a-dire la snite
des différences.

- Nous allons examiner maintenant apparition de plusieurs suites et
les effets de structure qui en résultent. Cet élargissement du contexte, le
fait d’avoir devant les yeux non plas une suite mais plosieurs liées entre
elles provague un regard nouveau sur le probléme ¢t améne parfois la
solution.

5.1, Les figures “hicn emboitées”’

Considérons par exemple les représentations des quatre suites
monotones snivantes : ks carrés emboités {fig. 20, les polygones embol-

tés (fig. 21), Ia série Lv _;; {flg. 22) et Ia série &= 33; {fig. 23).
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fig. 23

Drans chacune de ces représentations, on peut voir une suite deécrois-
sant vers 7éro, une suite de différences entre deux termes successifs ef a
série de ces différences. En effet, aux fig. 20 et 21, les figures s’emboitent
ndéfiniment vers Pintérisur, donnent des différences (s triangles) qulse
iuxtaposent pour reconstituer gn une sorte de puzzle fa fipure initiafe; a la

fig. 22, les Figures (ies segments 10, T %}) s'emboitent indéfiniment
i=1

vers l'extérieur, donnent des intervalles de différences jointifs qui recons-
tituent le segment [0,1] donné cette fois non pas par 1a figure initiale mais
comme poind de repére ; Ja situation décrite 4 la figure 23 est encore du
méme Lype ; les figures se juxtaposent les unes aux auires et tendent ainsi
& reconsiituer le carre de départ.

1} v a une sorte d’instabilité de la perception de ces figures. Premitre-
ment, en regardant par exemple la fig. 20, on apercevra selon le cas la
suite dex triangles, celle des carrés ou encore fa série des triangles. Deuxie-
mement, §i I'on considére Is fig. 21, on peut avoir deux perceptions bien
différentes. Ou bien on observe que les aires des polygones décroissent
trés lentement, ce qui améne plutdt & douter de la convergence vers zéra ;
ot bien on observe que les aives enlevéss A chaque étape sont presaue éga-
les, d’o0d lidée que les aires des polygones s’approchent de 2éro 4 un
rythme constant. Numériguement, ¢es deux points de vue reviennent 3
considérer d'une part la snite géométrique.

a, at, o, a4,...
des aires des polygones ot d’astre part 1a suite géométrigue elle anssi et de
méme raison
g~ ¢ #F - —atat - a, ..
des aires enlevées & chague &ape.
Nous avons illustré ci-dessus ce que nous entendions par figures bien

emboitées. Chacune de ces figures Taisait naitre trois suites. Terminons en
montrant quelques figures goi ne sont pas de ce type.
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fig. 24
: 4 = ;
173 1/3&1{9 V3 + 1%+ 1727 1
fig. 25
R R RN
: iw a1 —E :y- 1 1 { 1
.] | % - - - '] l“‘ "‘"
R i b1 i
j i ]
fie. 26 bt ryvem—— ottt
1£. s |
Im ]

AN ##ﬂﬂ? )i

il

Dans chacun de ces trois contre exemples, on ne voit pas ol va la suite.

5.2 Les figures symétrigues : nne suite ow une séric s¢ dédovble comme
dans un miroir.

Considérons le probléme gue voict :
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fig. 27 Dexnx locometives avancent Fune vers Pautre sur
une veie rectiligne. Elles routent chacune 4 59 km/h et
sont &aignées de 100 km & Pinstant initial. Une mounche
qui vole & ) km/h part de s premitre locomeative ef
vole vers In secoade. Dés gu'efle est arrivée, elle repart
en sens inverse vers la seconde et finst de swite.

¢{ intéressons-nous 3 g série des abscisses de la mouche, 11 s’agit de la série
2 _2 .2 _ 2

3 9 27 8i
dotit on e voit pas directement comment ¢lle se comporte 3 "infini. Par
contre, si nous ia remplagons dans son contexte, nous faisons apparafire
deux séries symsétriques (celle des abscisses dex deux locomotives) qui
encadrent la série des abscisses de la mouche.

fig. 29
 — : — !
g—r""‘—_'—— —_'-‘“:-_
P = t

1 va de soi (voir Pénoncé) que Les séries des abscisses des locomotives
sont convergentes vers 172, Bt dés lors, on en déduit aussi la convergence
vers 1/2 de la série deg abscisses de 1a mouche. Le fait d'avoir mis une
série en relation avec d’autres provoque un dclairage nouveay sur cette
série et fournit ici sa limite.

Cest 1a méme situation qui se présente 4 propos de la série
e 1
3 9 27

I v a une différence énorme entre, d’une part, considérer cette série en
tant que telle {cf. fig. 25) #t, d"autre part, 1a considérer en 1a construisant
dans une bande de papier comme indiqué A la fig. 30.
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fig. 30 On constroit une image de la série L Slﬂ en alignant

des bamles de papier de longueur appropride. Pour czla,
prendre une hsnde de papler de longoenr 1 3 conper cefle
baade en trois parties égales gue nous appelierons parfie
de gauche, partie centrale ef partic de dreite ; ranger la
puriie de gatiche : elle correspondra su premier terme de
ia série, jeter 1a partie de droite an panter et couper In
pariie centrale en (roiy parties égales (chacane ayant la

longuear %}; et ginsi de suite.

A
Lt e 2o
-

u

| N \

| \ ‘

T i O
U

Lo oirie e consdeuid

-

Dans le premiar cas, seule 1a séric est présente et on n'y voit pas trés clair.
Dans le second cas, la série érudiée se dédouble et apparalt dans 1"équation

i -»4-—1 n =
de Iaquelle on déduit 54 Hmi_te-

5.3. Une mdme suite ou série réupparult, transfommée par un chasgement
d’échelle, lindnire on non
Nous venons de voir {ent 5.1 et 5.2) deux types de sitnations pour les-
quelies le Fait de placer une svite ou une série dans un contexte modifie
toute la perspective. i s'agissait de figures “bien emboltées”” sur lesquel-
les 1a fimite est inscrite ou de figures dont ia symétrie permet de déduire la
limite,

Nous atlons voir maintenant ene situation que le contexie enrichit
par e truchement d’un changement d’échelle. Considérons [a série

+a+ad 4+ + ..+l + . oulcgci
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représentée & la fig. 32(a). L'éléve parce qu’il ne connait pas encore Ja
theotie des suites géométriques, 31 amenée & consiruire un comniexte
amour de la série gu’il émdie ot 3 I"étoffer jusqn’an moment of apparais-
sent des relations intéressantes,

fig- 31 Donnons-nous ug segment de bise de longueur 1 et consirui-
sons, comme 2 (b), les termes a, of, o,... Lu figure obtesue fait
surgir s suite

(- a,a — o a® — ot,...) représentée en {c) et ln sérle

§i 'on sait déis gu'une suite telle qiue (b) tend vers Téro, On
voit alors que la série (4) tend vers 1. Mais ceite série () pewt se
rééerire sous Ja forme

Q-+l e +(0~aodof + ...

Elle est, comme I8 sérle {a), géométrique de raizon o. Alnsi
les sédes (n) et (d) somt proportionueiies. On a

adoltod 4= 1& Ki—a)+(E~o) a+{l —a) o +..]
-

Puizgue lu sérke enire crochets tend vers 1, on a

a+a’+a’+o¢sm““g“““n
) T

fig. 32

=

(o)

)

Ro& 8 e

R W

&

w fom e da
-t o
P e k.
o o e o
ke b il iy sl el

1w
o —of
{c} —gt
at—o*
ot ¥
I~ -
1-=o? &
ay 1-o
-t
-of

-l oy
JIy WU PR Y

,.._.-_-_
b maiom s
I
3 o o

L4 .

i E k]

e . it d

— e e e

e Fon o

o i o el e o

P PR R S
-

288




Bulletin de 'APMEP n°348 - 1985

Dans le probléme que nous 2vons pris icl pour exemple, ia relation
g*éablit quand on voit réapparaitre, iransiormée par un changement
d’échelle, la série qu'on éudiait.

D*autres problémes se résolvent par ke biais d’une déformation plus
profonde gu’'un simple changemeni d’échelle Enéaire. Clest le cas, par
exemple, lorsqu'on démontre qu'une suite géoméirique @ de raison posi-
tive et inféricore 4 1 tend vers z8ro : en général, on se raméne A 'tude de la

suie {ﬁ ), gfométrique mais de¢ raison supétienre a 1.

$.4. Une suite ou une série se compare 3 une aufre misux connue on plus
fucile.

Dans les deux sections précédentes, 'dlargissement du contexte
menait finalement & une égalité qui fournissait la solution. Pans ["exem-
ple qui suit, I'élargissement du contexte débouche sur une inégalité : pour
obtenir des informations sur une suite, on la compare comme on peut 4
une autre migux conpue.

Ainsi, il est naturel de comparer la sulte des capitaux placds 3 intérdts
composés A Iz suite correspondante des capitasx placés & intéréts simples.

Il est remarquable que cet exemple soit aussi un modéle d'une
démnonstration théorique : on monire gue

o — +m sia > |
en explicitant e sous Ia forme
=1+ ¢ o € > {

et en minorant o par
1 + e,

6. Des classes infinies de suites

A divers moments de son travail dans la suite des problémes que nous
ui proposens, I éléve est amend § structurer ses connaissances. Au débuat,
chaque probléme est résolu pour ki-méme ; plus tagd, Pensemble des pro-
bitmes déia traités consiitue une toile de fond d’ol se dépagent des ques-
tions plus générales (‘est-ce tonjours comme ¢a 7’3 ou des essais de clag-
sification. Nous en citons ci-aprés quatre exemples,

Un premier exemple part da probléme des dodécagones emboités
{cfr. fig. 21) et du jeu du défi gu'on peut en tirer. ‘‘Las aires des dodéca-
gonies semblent tendre vers zéro. Ei si on considérait des 100-gones ? Bt
des million-gones ?...”" Le probiéme initial concernait une suite géométri-
gue donnée. 11 débouche sur une classe infinie de problémes analogues.

Un second exemple est cefui d’une réorganisation mentale dans
Pappréhension de I'ensemble des nombres. Beaucoup d’éléves sont fami-
Harisés aver les nombres entiers, les pombres fractionnaires, les décimanx
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périadisnes on non. Mais ils pergoivent souvent mal les liens gui unissent

ces nombres. Aussi, je moment ou deux classes de nombres, si souvent

pergues comrne distinctes {les fractions et les décimaux {Himités périodi-

?ues] se rejoignent par le biais de séries géométriques, esi un moment
ort,

Enfin, aprés avoir iraité beaucoup de problémes dans lesquels inter-
viennent des suites géométriques, il arrive un moment ot Pon & envie de
les classer en fonction de leur comportement. Ainsi, les raisons 7 et — 1,
ainsi que le premier terme O se détachent comme points de repére dans la
classification des suites géométrigues. Ces points de réfErence fournissent
les quatre comportements @ tendre wverg -+ 00, very — o0, vers § ou
diverger.

Tout comme Iés nombres 1, ~ 1 et O onit servi de pivots pour classer
les suites géométriques, les suites arithmétiques ¢t les suites géométriques
vort servir A classer des suites du point de vue de lear mode de croissance.
Cette classification peut 8re amenée par la recherche d'on modéle pour ks
croissance de la popalation,
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