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échanges

sur le probleme
des treize boules

par E. Ehrhart
Strasbourg

En 1952, Van der Waerden et Schilite ont démoniré gu’on ne peut
entourer une boule de 13 autres de sa taille qui s touchent®. Le probléme
était owvert depuis Newton, mais naturellement on ssavait alors déid qu’on
peut le faire avee 12 boules.

Nous allons retrouver “nafvement™ la solution *‘réguliére” pour 12
boules, ¢t montrer simplement 1'existence d’une infinité d’avtres solu-
tions irpégulidres. Le tout sans calcul,

Ensuite, nous donnerons une nouvelle démonstration de §impossibi-
lité d"un entourage convenabie de 13 boules, démonstration plus courte et
plus &lémentaire que celle de Van der Waerden, qui a dix pages dans les
Mathematische Annalen et s’appuie sur la théorie des graphes. Nous ter-
minerons par un mot sur 'empilement aléatoire de spheres dgales,

Dans la suite i] sera sous-entendu que toutes les boules intervenantes
ont méme rayon . Pour réaliser matériellement entourage régulier, on
peut prendre des billes, gue I'Or maiitent Sur un SGppoOLt Par une gouite
de colle et par une ceinture de scotch.

* Clest be ““kavsing probiens” des Anglais, Veir “*Comment rgnger des batles de ping-pony™
par E. CHANEY dans FOuvert a® 35 tsept. 1984),
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I. Entourage rigide

Posons sur un plan horizontal upe boule O et six antres qul la tou-
¢hent. On formera ainsi six rous 1, 2, 3, 4, §, 6. Plagons ensuite trois
boules sur les trous 1, 3, 5, Chacune d’zlles touche les deux autres, car on
montre facilement gue leyrs centres Forment un triangle équilatéral de
cdid 2r. Imaginons maintenant gue ["on appuie sur les trous 4, 8, 2 un tri-
plet de boules symiditique du précédent par rapport au centre de O. On
aurs bien alors 12 bonles touchant la treiziéme,

Leurs centres sont fes sommets d’un polvédre semi-régulier, dont les
faces sont & carrés et § triangles équilatéraux et dont les 24 arétes sont éga-
- les A 2r.

Ce polyédre est donc le cube tronqué, dont Ia figure ci-dessons mon-
tre les arétes apparentes. Ses sommets sont les mileux des arétes du
<cube(C). Cest le fameux cubactaddre &' Archimede, familier aux cristal-
togiaphes.
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Remargues

1) En adjoignant de m@me a tout cube du réseau de base {{) ses treize
sphéres, on voit qu'on obtient un empilement régulier de sphéres dgales,
dont chacune est tangente & ses 12 voisines.

2) En appuyant le iriplet inférieur de boules sur les mémes trous que
le triplet supéricur, on abtient un second entourage rigide.

3) 5idans la figure ci-dessous {4 boules en croix touchant 1a centrale}
on appuie dans les interstices 4 boules en haut et 4 boules en bas, on
obtient aussi un entourage rigide convenable. i est identigue & Penton-
rage régulier v phas hani. Ceci s'observe aisément sur le coboctaédre
d’ Archimeéde, dont apparaissent les sections carrées ou hexagonaies régu-
fidres.

Chaque boule d'un guadruplet intersticiel en touche deux autres, car
les centres des quaire boules forment visiblement un carré de ¢dié 2r,

H. Entourage déformable

On saif que Paréte a d'un iposoédre régulier {12 sommets, 20 faces
triangulaires, 30 arétes) est plus longue que le ravon 2r de sa sphére cir-
conscrite {S).

Les 12 boules centrées €n 565 sommets constituent done un cutourage
convenable de la bonle centrale. Comme elles sont digjointes, on obtient
encore un entourage convenable en déplacan: légéremaent leurs centres sur
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(S). W existe done une infinité d'entourages irréguliers convenables. s
dépendent de 12x 2=324 paramétres !

Remurques

13 On obtient aussi un entourage déformable convenable par deux
couroniies de 5 boules, plas une de part et d’autre, Mais i entre dans la
Sfamiile précédente, car si 1'on considére deux sommets opposés dhun ico-
saddre régalier, ses autres sommets forment deux pentagones plans.

2) 5i Pon centre douze boules aux somniets d’un icosaddre de c0té 2r
(done isférieur au cdté a de Picosaédre précédent), elles formeni un
entpuirage rigide d'une sphére de rayon inférieur 4 1, oft chacune touche
ses 5 voisines. On en déduit guc sur ju boule centrale de (S8), on peut
entourer une boule, centrée & un sommet de P'icosaédre inscrit, d'une cou-
ronne de §boufes disjointes éguidistantes qui Ja touchent. Les dewx cou-
ronnes relatives & deux sommels opposés de Uicosgédre peuvent tourner
en blog, indépendamnient "une de Panwe, autour de [Paxe joignant ces -
sommets, en glissant sur {a boule centrale.

3) Pour la réaflsation mgtdrielle, on prend cette fois des balles de
ping-pong. La distribution régulidre icosaédrigue est pratiquement infai-
sable, 1"écart entre deux balles voisines y étant d’un vingtiéme environ de
feur diamérre,

G colle sur {a baile centrale © une balle M. Puis sur O ¢t M une bal-
le A, puis sur (3, M et A une balle B, ¢i ainsi de suite pour former autour
de M une couronne de cing halles A, B, C, D, E, qui ne laisse un écart
gw’entre E et A. Enfin, on opére de mémie & partir de la balle M”, diamé-
tralement opposte & M.

8i Pon place la couronne de M’ de manigre gie chacune de ses balles
touche une balle de la couronne de M, les centres des 12 balles périphéri-
ques sont les sommets d°wn pentaddcaddre intéressant: ses 15 faces sont
dix triangles et cing rectangies {dont 8 triangles équilatéraux et 4 carrés};
seg 25 ardtes, sanf deux, sont égales au rayon 2r de sa sphére circonscrite.
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I1X. Impossibifité d’un entourage de 13 boules

H suffit de montrer qu’on e peut tasser les dovze boules de 'entou-
rage déformable, de manidre 3 libérer un espace qui permetie d’en placer
une de plus.

£onsidérons une boule périphérique M entourée d'une couronne de
Sautres, qui la touchent ainsi que 1a centrale (3. (Elles sonf iangentes 4 un
méme plan diamétral de O). IF v a alors deux manidres de dégager, en
dehors de la place gqu’elles occupeat, un espace libre relativement grand

1) La conronne de M est formée de 5 boules équidistanies et les §
d une seconde couronne s’appuient sur O dans les interstices de la pre-
midre. On montre sans trop de peine gu’oea ne peut placer qu'une seule
boule convenabie dans IPespace libre ainsi dégagé.

2} Les boules M, M’ et leurs couronnes ont Ia disposi'{i{ml peniadé-
cagdrigue de la remargue 3 1. On voit facilement que "espace Jibre entre
ies boules A, E, B¢, A’ est trop petit pour pouvoir y placer une treizigme,

IV. Sur Pempilement aléatoire de sphéres égales

il ¥ & une vingtaine d'années, on a fait & Strasbourg, au lahoratoire
de Mécanique des Fluides, Pexpérience suivania:

On remplit un gros tuyas d’un grand nombre de bllles de verre éga-
les, que "on tasse par secousses rythmiques. En répétant I"expérience phu-
sieurs fois dans les mémes conditions (méme pombre de billes), on cons-
fate:

1} Le niveaun de "empilement est remarguablement stable ;
2} La vitesse d'¢coulement d’eau & travers 'empilement varie de
maniére appréciable d’une expérience A Pautre.

Conclusion (prévisible 7y: Dans un empilerment aléatoire de sphéres
dpales leur disposition varie, maigrd une densité sensiblernent constante.

Rappelons gue les densiiés approchdes des empilements alésioire et
régutier sont respectivement 0,63 ot $,74 et que, curieusement, laz guestion
de lempitement le plus dense resie puverie,

Remarqus
! existe une infinlté o empilements distlucts de densitd 0,74,

En effet, considérons un résean de sphéres égales a centres coplanai-
res, thacune touchant ses six voisines. De part et d’antre de cetie couche
2, on peut appliquer deux couches 1 et 3 qui hui sont deales. On obtient
deux figares non superposables en appliguant ces couches dans les mémes
trous de 2 ou dans des trous différents. En appuyant sur la couche 3 une
nouvelle couche 4, on & encore deux choix of ainst de suite,

i est hautement probable que 0,74 s0it la densité maximum cherchée
ear tous ces empilements sont, par couche, le plus denses possible.
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