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enseignement de la géométrie
a l'université
(ou Uenfant de ’eau du bain)

par Daniel Lehhmann
Université de Lille I

1 serait trés utile que les professeurs de¢ faculié soient davaniage
interpeiiés par leurs collégues de I'enseignement secondaire sur Penseigne-
ment dispensé A 1'Université, non seulement en Beug, mais aussi n
licence et maltrise. Cest 13, en offet, que se fait I'gssentiel de la formation
initiale des professeurs et gue s¢ forge ke modale idéologique de Paciivitd
mathématique gui sera véhiculé partout ailleurs ; bon ou mauvais, ce
modéle concerne tout i¢ monde |

Ces dernidres années, "enscignement de la gdométrie on faculté a été
souvent quasi-inexistant en propédeutique &t second cvele, se limitant la
plupart du temps & ls définition de quelques “‘grandes’ structures (algé-
bre linéaire, ¢spaces affines et projectifs, avec l¢s groupes de transforma-
tions correspondant), dont on ne faisait guére ensuite un véritable usage.
L’extréme morcellement des cours et le découpage de Penseignement en
rondelles, confiées chacune & des coliégues irresponsables de I'ensemble
{du moins de facto) et avant tendance & s'ignoter les uns les autres, ont
fait gue 1a géométrie sons-jacente 3 beancoup de situations &’ analyse &tgit
souvent occiliée, Méme (1) 'algébre linfaire &ait parfois plus ou maeins
coupée de ses racines géométriques, mi volontairement sous ke prétexie
que cette théorie a bien d*antres domaines d’appHcation, mi invclontaire-
meni quand ces racines allaient tellement de sol pour fes enseignants qu'ils
oubliaient de tes préciser, alors que les étudiants fialent évidemment rare-
mient aptes A rétablir spontanénient la vision géométrique des choses.
Quand on sait que cette viston géométrigue est souvent bien plus qu'une
simple “interprétation’”, mais contient "essentiel de la sitnation étudiée,
or comprendra que ¢e n'est pas te seul enseignement de la géométrie qui
st en cause, mais bien celut de toutes Jes mathématiques.

Mon expérience personnelle récente concerne deux enseignements
distincts & PUniversité de Lile 1 :

— un modute d*‘algébre géométrique’’, facultatif en licence (3° année de
facultd), que j’enseignaiy I'année derniére pour la premiére fois,

(1) Evidemment, on nie m'a pas atterdu pour dénoncer ces excls, et j'ai hénéficié de discus-
SG;?;‘; dam dligv}g-s eodlégues, #n particudier A.-M. BRASSELET, R, BKOUCHE et R.
SROONDEY.

11



Bulletin de 'APMEP n°347 - 1985

-— yn module de “‘géométric et topologic des surfaces’®, obligatoire on
maitrise (4¢ aninde de facultéy, que j'ai pratigué pendant S ans.

1 - Algébre géométrique

1l est probable, lorsque ce module de licence a été crée & Lille il y a
plus de 10 ans @l était alors obligatoire), que des colldgues ont eu inten-
tion d'y enseigner ce qu'E. Artin meitait sous ce titre dans le cours
il professait 2 New-York vers fes années 50 ; essentiellement les “‘grou-
pes classigues’’, en plus de guelgues généralités sur les espaces affines et
prajectifs. L’idéologie dominante (3) &aif alors que la géométrie élémen-
tnire traditionnelle &tait compldement dépassée, non seulement dang ses
sméthiodes mais méme dans son objet, avant tout avaniage & &re rempla.
cée par 'algdbre Lnéaire {considérée comme bien plus puissante), et ses
figures habituelles par les gtoupes de transformations. Pont &re tout 4
fait honnéte, je dois préciser que les tenants de cette idéologie préconi-
saien{ davantage, en théorie, d’uwnifier la géométrie et "algébre que de
remplacer 'une par *autre ; mais dans la pratigue qu’ils ont suscitée, la
“nuance’’ n’a pas été souvent pergue. 11 était dés lors inévitable que on
coure a I'échec, car ces théories modernes étaient puissantes peunr-&tre,
mais puissantes 4 quoi faire, et unificatrices de quoi 7 On oubliait pure-
ment et simplement de poser la question, tant cela avait pu aller de sol
pour des mathématiciens nourris de cette géométrie traditionnelie 4 pro-
pos de laguetic s étaient naturellement 3 méme — eux — de Comparer les
artifices d’antan et les nouvelles méthodes. Bt iflusion a prévalu, pen-
dant ces anndes, qu'un exposé formel de ces théories pulssantes créerait
spontanément, par une sorte d'ao-allumage, le besoin de s'en servir,
Plus exactenent, la confusion étail faite entre les problémes de géomeétrie
gu'un néophyte pouvait avoir envie de s poser (ou acceptait de se poser
aprés suggestion du professeur) et les cutils permertant de Jes résoudre ou
de les résoudre 2 moindre frais ; de sorte que les senis problémes gui
étaient poscs, étaicnt ceux inhérents au développement de 1’outil, devenu
une fin en sei. De m&me qu’it ne suffit pas de disposer ¢'un bon atelier de
menuisier pour savoir automatiquement fabriguer des meubles ni méme
seulerment pour penser & en fabriquer, ne suffit-il pas non plus d’avair vu
expliciter Ia notion d'indépendance lindaire ou définir celle d’espace pro-
Joctif pour avoir envie de s'en serviv & bon ¢scient ot e saveir; de ménme
fue iz fabrication et le perfectionnement des Cisesux 4 bois ne sayraient
constituer *objet ultime de la menuiserie, le fait que e théorénwe de Pap-
pus n’est plus valable en géoméirie projective sur un corps non comumuia-
tif ne peut que laisser parfaitement indifférents des étudiants qui
n'auraient pas d’abord manipulé suffisamment de figures de géométrie
prajective ordinaire (sur R ou C).

{2) E. ARTIN : Algébre gdomdtrigue (Gauthiers-Viltars)
i3 3. DIBUDONNE : Aigdbre findaire ot Gdomdirie diémentaire {Hermann)
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Bien entendu il faut &tre trés vigilant pour éviter I’écueil d’un retour
aveugle du balancier : il ne saurait &ire question de revenir 30 ans en
arriére en ignorant 1'algébre linéaire et les méthodes modernes, mais seu-
lement de mieux réfléchir au réle de ces méthodes et de les replacer dans
leur contexte,

C’est donc par le commencement, ¢’est-a-dire par I’élude de quel-
ques figures choisies qu’il nous a fallu commencer. Il nous a paru d’abord
que c'était probablement davaniage du cité des vieilles *‘relations métri-
ques” qu’il pouvait étre le plus utile d'élaguer, plutdt que de celui des
figures traditionnelles que 1’on étudiait surtout a partir de la 4*. Les rela-
tions métriques, en effet, sont souvent avantageusement remplacées par
un usage convenable des produits scalaire et vectoriel (bien que certaines
formules de trigoneméirie gardent tout leur intérét, en calcul intégral par
exemple, ou pour paramétrer des courbes unicursales). Les figures, elles,
présentent d’abord un caractére esthétigue qui n’a rien de négligeable,
Elles permettent surtout de suggérer de jolis résultals, curienx, parfois
€tonnants, méme s’ils sont faciles 4 démontrer, s'énoncant souvent dans
un langage simple ne nécessitant aucune structure savanie : par

exemple, le fait que (m = C' quand M parcourt un cercle pas-
sant par A et B; rien n’est plus simple A exprimer, 4 démontrer, et pour-
tant les étudiants trouvent ¢a beau (plus beau que la forme équivalente,
mais non cinématique, qui donne la condition pour que 4 points soient
cacycliques, méme si ¢’est souvent sous cette derniére forme que le résul-
tat sera plus tard utilis€). Non seulement les étudiants n’avaient le plus
souvent jamais vu ¢a (il n’y a pas honte a cela), mais (c’est plus grave) ils
étatent en général bien incapables d’utiliser les savants outils dont ils
étaient censés disposer pour le démontrer analytiquement.

Partant de cette beauté et de cette simplicité, accessibles au débutant,
la géoméirie élémentaire nous semble remarquablement bien adaptée
pour mener, avec ces futurs professeurs de mathématigques que sont la
plupart des étudiants qui suivent ce module, une réflexion épisiémologi-
que sur la nature de I’activit¢ mathématigue et de son enseignement.

1) Certains objets (les peints A I’infini comme directions de droites
par exemple) seront manipulés hemristiquement bien avant de recevoir
leur statut formel ; quand la définition précise des espaces projectifs sera
donnée, avec ou non spécialisation d’un hyperplan de I’infini pour faire
de la géométrie affine, ¢cla correspondra 4 un *“*besoin naturel”’ faisant
suite 4 toute unc pratique antérieure. Comparer avec la méthode d’expo-
sition formaliste qui interdirait de prononcer certains mots avant que les
structures sous-jacentes ne soient rigoureusement mises en place, pourra
faire I’objet d'un débat fructueux avee les étudiants. Méme en ce qui con-
cernce 1’analogie du rdle joué par les droites et les cercles en géométrie
anallagmatique : on ressent naturellement le bescin de travailler sur la
sphére de Riemann (compléié-du plan par 1 point & I’infini) pour exphi-
quer que les faisceaux de cercles concentriques et les faisceaux de droites
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ne jouent aucun rdle particulier. Line réflexion sur les deux compactifica-
tions du plan affine réel B2,

- par | point a 'infini en géométrie anallagmatique (PHC)),

- par une droite de points & Pinfini en géométris projective (PHRY),
pourra alors s'ensuivre, blen utile pour préciser certaines idées
confuses.

2) Les définitions raffinées d’objets que les étudiamms croyaient
connaitre, n'interviendront qu’au fur et 4 mesure des besoins, quand on
aura rencontré des difficultés avee Ies définitions pius naives qui suffi-
satent jusqu'alors {exemples : les différents types d'angles, orientés ou
non, de vecteurs ou de drodtes...) ; mais on rejettera a priori de prétendues
“définitions rigoureuses”™ quand elles ne corvespondent & aucun besoin
préalable, car elies ne peuvent alors fonctionner gue comme dés interdits
arbitraires ef donc paralysants.

3} Au lieu de “remplacer les figures traditionnelles par les transfor-
mations géométrigues™, comme cela avait éé précomse . ons efforcera
phitdt de réfléchir aux différents roles que peut avoir en géométrie la
notion de transformation, Pour ma part, j'en vois ay moins trois {d'ail-
keurs étroitement reliés) :

— tout d'abord, et blen évidemment, le rdle “moderne” auquel toud le
mondte pense désormais depuis F. Klein, qui consiste 3 classer les proprié-
tés drune figure et les notions gque Fon peut 8ire amené & définir, selon le
groupe des transformations gui les conserve. I faut prendre bien garde,
cependant, que cette utilisation des transformations est loin d’2tre 14 plus
accessible an débutant en géoméirie : le probléme du classement ne se
pose en effet que lorsge’on a suffisamment d'objets A classer, et il faut
déja disposer d'un ben stock de définitions et propriétés naturelles pour
éprouver le besoin de metire un peu d’ordre dans tout ¢a ; On ne range pas
le vide 1 Que des débutants prissent metire par exemplke sur le méme plan
Iz notion affine de *parallélisme’ et celle - métrique ~ de *perpendica-
Iarité’’, non seulement n'est pas choquant, mais semble m@me inévitable :
Pabsurdité ¢5) des anciens programmes de 1970 en classe de 4ame, ot —
sous prétexte de classer - on autortsait I'ééve & voir des pamliélogram-
mes mais pas & distinguer les rectangles, ol on 'autorisait & comparer les
longueurs de segments seulement loxsque ceux-ci &alent paralléles, ol la
vision d'un cercle ou d’un angle éiaient des choses interdites, est 1 pour
en temoigner (on n'zurait pu justifier ces interdits qu’en introduisant
expliciternent le groupe affine du plan, ¢e gui auralt éié rigoureusement
incompréhensible 4 ce niveau ; on s'est contenté du groupe affine de la
droite, avec le succds que 1'on sat),

(4) Cf. AEUDONNE, déja cité.
{5 Ct. R. BEQUCHE : ta trahison du programme o’ Erlangen (IREM de Lille).
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~— il est une autre utilisation des transformations, que ’on connaissait
bien i} y a 30 ans, et qui faisait les délices des Fabricants de problémes de
concours général, consistant A transformer une figure bien connue en une
figure nouvelle : on a beaucoup daubé sur I'intérét limité, pour le mathé-
maticien, des résultats nouveaux que 'on pouvait obtenir par ce procédeé ;
et sans doute, du strict point de vue de la recherche mathématigue, avait-
On raison ; mais n’a-t-on pas simultanément négligé la valeur formatrice
de ce genre d’exercices ? N'est-il pas intéressant déja de faire prendre
conscience aux étudiants qu’ils peuvent créer eux-mémes des énpncés plus
ou moins inédits ? C'est une fagon de démystifier cerfains types d*énoncé,
¢t de faire jouer aux étudiants un rdle beaucoup plus actif gue vis-a-vis
des classiques rédactions de problemes de la Forme : “démontrez que..."".
Certaines des situations nouvelles obtenues trés natureliement par ce pro-
cédé sont parfois importantes pour la suite du cours : les propriéeés du
quadrilatére complet ou le théoréme de Desargoes par exemple, s”obtien-
nent quasi automatiquement, sans presgue le vouloir, par perspective
d’'un paralidlogramme ou de deux triangles homothéiiques ; et de méme
en ce qui CONCETNG certaines propriétés des conigues & partir de celles du
cercle 1 certes, ces résultats petvent aussi <" obtenir analytiquement..,

««. 8 condition d'y penser, et fpute personne qui aura un peu révé devant
Fombre portée de son abat-jour sur le mur de sa chambre, hésitéra quel-
ques instants avant de destiner définitivement le théoréme de Dandelin 3
FPoubli o ar musée : s'il ne fawt paz confondre une courbe ¢t son (zes)
équation(s), peut-8fre avra-t-on hitérét A ne voir les formes quadratiques
que comme outils permettant (entre auires choses) d*étudier les conigues,
¢t non comme éant les coniques elfles-mémes. L' cxercice inverse (irouver
“la' bonne transformation, si elle existe, permettant de ramener une
Figure bizarre A une situation classique), pour artificiel qu’il puisse parai-
tre, peut &tre aussi trés formateur si 'on n’en abuse pas; en particulier, il
impligue une analyse serrée du type de propriétés gue doit conserver 1a
transformation cherchée ainsi gue du degré de liberié dont an dispose, €i
donne au classement des géométries (affine, projective, anallagmatique,
réelle,...), auguel il est donc intimement L€, tout son réke opérationnel.

— yn troisiéme type d'utilization enfin, ressort de la recherche des
“symétries’’ cachées d’une figure, c'est-a-dire des transformations gui
laissent une figure invariante : un exemple élémentaire tout 4 fait typigue
de ce point de vue est la démonstration classique de I'existence de I’ ortho-
cenire a partir de celle — évidente — du centre du cercle circonscrit, grice
& l'utilisation d’une homothétie de rapport {(~ 2J et ceéntre le centre de
gravité (d’on la droite d'Euler comme sous-produit de cette homothétie).

Les considérations qui précédent commandent 1’agencement général
du cours, essentiellement divisé en 4 grandes parties, gui inter{érent
neceszairement enire eiles, avec des redites, puisqu'elles doivent progres-
sivement mener étudiant de 'aspect éldmentaire ¢ hewristique des cho-
ses & celui des méthodes plus puissantes mais plus sophistiquées. Notre
thése est, pour Pessentiel, que 1a valeur de ces méthodes ne peut étre per-
gue, si i'on & court-circuiié fe point de vue un peu na¥f du début ;
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1) an stock de figures éiémentaires
{afin d’avoir A transformer et & classer ensuite autes chose que du vent 1),

2) yuelgues transformetions nouvelles : A ce sujet, il faut prendre bien
conscience, que miis 4 part peut &tre quelgues af finiiés dont ils n'ont d'ail-
leurs guére vu que les définitions (combien ont étudié 'cllipse & partir de
sou cercle principal 7), les éndiants s’ ont ericore jamais manipulé gue des
translations et des similiiudes, qui ne changent pas la forme ¢y des figu-
res. Bn introduisant expliciiemsnt des perspectives {ou projections coni-
gues et cylindriques), des inversions, des transformation par polaires rici-
proques relativement & un cerciie, ¢t en transformant expliciternent certai-
nes des figures infroduites dans la lére partie, on fait franchir aux éty-
diants un pas catiérement nouveau dont on ne saurait sous-estimer
I'importance. De plus, ces transformations s’avéreront extrémement uti-
les en tant gue modéles d’antres transformations gue les chercheurs
¢’avjourd hui ne renieraient pas : les perspectives ne servent pas scule-
ment au dessin — ce qui est d’ailfeurs intdressant en sof —, mais sont
aussd fes prototypes des transformations projectives on homographies ;
fes inversions, 3 composition prés avec la symétrie par rapport & une
droite, sont les prototypes des transformations conformes de la sphére de
Riemann ; quand aux trgnsformations par polaires réciproques, elies se
généralizent A n'importe quelle conigue, permettant de comprendre le lien
entre formes quadratiques ¢t formes bilinéaires symétrigues, elles permet-
tent d’introdnire la dualité qui s’est révélée si féconde, elles fournissent
aussi les premiers exemples de transformations pour lesquelles les ensenm-
bles source et but sont distincts.

3} Mise en place d'vutils nouveaux :

-~ les espaces projectify et les homographies,
- fes géoméiries :
. projective sur PXR), PYR)
. réelles ez compleses : PHRY C PNC)
. affines A (K) C PHX)
. conformes (ombilicale, points cycliques)
. anallagmatique sur PYC),
— gynthése d’Erlangen,
~ révision sur les formes guadratiques.
4) Utilisafion des outils nouvenux : comparaison aves les méthodes plus

nalves, et résultats nouveaus ; méthodologie de certaing problémes gue
Yon peut ramener & un cas particulier déia connu ou plas facile A traiter.

1} est & remarguer que besucoup d’objets ont une existence transver-
sale tout au long du cours, tels

{6} Clest-a-dire Tes angles ¢ ley propoctions.
16
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-~ le birapport, qui est d’abord une obstrustion 3 "harmonicité d’ane
division, avant de devenir successivermnent un invariant na¥ff de la perspee-
tive d’gne droite sur une anire, Pinvariant fondamental des homogra-
phies, puis la coordonnés d’un point de la droite projective par rapport &
un repére projectif, aves trds vite 'utilisation de "angle de droites en tant
que birapport avec les isotropes,

— les conigues, de |"étude élémentaire plane en Iére partie aux classifica-
tions et dudes analytiques en 4éme partie, en passant par les perspectives
de cercle en Zéme partie, ef les générations homographiques diverses {de
PParc capable au théoréme de Poncclet € & {a sitwation dégénérée du théo-
réme de Pappus),

- ja notion de ““faiscean’” qui w'est avire gque celle de droite projective
dans un ensembie préalablement muoni d’une structure d’espace projectif,

- {3 notion de “*courbe unicursale’ oo structure de droite projective sur
une courbe algébrigue dans un espace projectif, avec application aux inté-
grales abéliennes,

2 - Géométrie et topologie des surfaces

Nous avons déja dénoncé plus haut extr@me parcellisation de
I*enseignement universitaire. Le premier intérét de ce madule, pbligatoire
a Lille en fin de maitrise, qui utilise des connaissances antérievres de Deng
ou Licence relativemeni éiémentaires d’origing extrémement variée {calcul
différentict, intégration, algébre linéaire, géométries €lémentaire et carté-
sienne, fonctions de variables complexes,...) est de contribuer & redonner
une certaine unité zux mathématiques, qui surprend fort les étudiants :
méme si ce n'est pas IPobjetr de ce cours, on a sans arrét besoin, tanidt
dtintégrer une équation différentielle, tantde de construire une courbe en
coordonnées polaires, d appliquer le théoréme des fonctions impliciies, la
formiile de Green-Riemann, oo d*utiliser une transformation conforme ;
et Pexpérience montre que les étudiants - qui trouvent ce module diffi-
cife — butent bien davantiage sur ces connaissances suppoesées déja acgui-
$c8 {7, que sur fa matidre véritablement nouvelle.

Cette richesse de structures, inhérente 2 la géométrieet ala tg)p_qlogie
différentielies, et qui en fait Pun des intéréts, explique aussi les difficultés
qu’il y a en costrepartie 4 Penseigner :

w gifficulté de s'orienter au milieu d’une prolifération tous azimuts de
réspliats, ’

— difficuité de dépasser I¢ stade des outils purement te¢hniques ¢t baga-
ges prérequis, en quantité plus importante gu’aifteurs, pour pouvoir abor-
der enfin des résultats un pea profonds,

- difficulté enfin, sinon impossibilité, de tout formahser, s0us peine
d'en rester 4 des géndralités d’un intérét [imité,

{7r Etant bien entendu que bes dquations différenticlies rencontrées ou courbes en coordon-
nées polaires sont toufours choisics parmi les plus simples qui puissent exister !
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Clest pourqoi ia tentation est grande, aux niveaux des premier et
sacond cycles universitaires, de limiter i’ensetgnemem de iz péométrie et
de la sopologie aux quelques directions qui se laissent le misux axiomati-
ser, telles la topologie générale, ou des rudiments de géoméirie différen-
tielle uniquement locale, au risque d’oublier gu'unie formalisation trop
aisée peut se faire au détriment d’une compréhension réeile des phénome-
nes géométriques (une courbe n'est pas une équation, une rotation n'est
pas une matrice), au risque aussi 4’ occulter tout ce qui ne s'intégre pas &
un contexie choisl a priori davantage en foncton de son aptitude A &tre
exposé linéairement que de son intérét réel. Méme au nivean du troisiéme
cycle, te risque existe de limiter Penseignement de ka géoméuie & intro-
duction d'outils plus on moins “'savanis’” {variéés, fibrés, connexions,
groupes de Lie, fonctaurs classiques de iopologie algébrique), dont on n’a
pas toujours ensuvite le temps de faire un usage réellement proportionné
leur sophistication : on fait ainsi, de la construction des outils, une fin en
soi, au détriment des problémies que ces outils devraient servir & résoudre ;
c’est 14 une aliénation qui nous semble particuliérement grave, bien gue
fréquente & P'heure actuelle, de I'enseignement des mathématiques.

Et pourtant, il ne serait pas raisonnable de limiter Penseignement de
cetie discipline, seule parmi toutes les autres branches mathématiques,
aux seuls futurs spéoialistes 1 "érude de ces formes diftérentielles fermées
€t non exactes sur un simple ouvert de B2, ou la formule de Green-
Riemann, ne sauraient laisser indifférents analysies ou physiciens, pas
plus que la notion de courbe intégrale d’un champ de vecteurs ou celle de
surface développable; et I'intérét d’enseigner le théoréme d’ Ascoli 3 des
dtudiants qui n’anraient pas d'abord compris pourqued une sphére ou un
tore sont compacts tandis qu'un pian ne 'est pas, pargit douisux.

1.a solution que nous avons chaisie, part de Pabservation gue beau-
coup des grandes théories de géométrie et topologie s simiplifient énor-
mément sur le plan technique quand on les appligue aux surfaces, tout en
fournissant des résultats gui restent consistants et significatifs, et plus
faciles en méme temps & conceptualiser parce que se prétant souvent au
dessin. Le principe consiste done, au lieu de cholsir 'une ou Pautre de ces
grandes théories et d'en faire un gxposé aussi général que possidle, d’en
voir au contraire davantage dans le cas particulier des surfaces (présenia-
tion “‘horizontale™). Un auire principe de base a é1é de traiter expliciie-
ment un assez grand nombre d'exemples, considérds comme partie inté-
grante du cours, afin de réagir contre cetie tendance, fréquente en France,
qui consiste 3 valoriser la théorie et A reléguer les situations concrétes en
*exercices’* ou “applications’’, avec toute Ia connotation hidrarchique
que ces mots comportent et les effets néfastes qui en résultent. Dans le
méme esprit, nous avons multiplié les figures, qu’on a trop méprisdes en
répétant “‘qu’elles ne prouvaient rien’” (quand on n’oubliait pas, pure-
ment et simglemnent, qu’il était possible d'en faire et qu'il y avait queique
chose A voir 1}, Certes, avec une figure, on pewt “démontrer’ des choses
fausses ; mais ce n'est pas parce gu'on s'est un jour tapé sur les doigts
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avec un marieau® gu’il faut jeter celui-ci 4 la poubelle: micux vaut
apprendee 3 e maniputer avee discernement !

Ce cours a fait {'objet 4 un manuel (8, mis auy point en collaboration
avec L. Sacrd, dont voici le plan,

Chapitre 0 - Surfaces tepoiogigues et différentiables.

Chapitre 1 - Fonctions différentiables, vecteurs tangenis ot champs ée
vecteurs sur ung surface Coo,

Chapitre Il - Chaines singuiiéres différentinbles, formes différenticiles et
intdgration sur une surface.

Chapitre 111 - Géométrie riemannienne des surfaces.

Chapitre 1V - Favages, homologie entidre et cohomologie réelie d'une
surface compacte.

Chapiire V - L’invariant d'Euler-Paincaré d’une surface compucte,

Les trois premiers chapitres concernent essentiellement 'outillage
nécessaire 4 la suite.

Dés la fin du chapitre (0, e lectenr dispose d’une importante ¢olles-
tion de surfaccs il connait en effet toutes celles qui sont compactes (le
fait qu'il o'y en a pas d'autre sera admls), ainsi que beaucoup d¢ non
compactes.

Excepté en ce qui concerne figures et exempies, nous avons essayeé de
réduire le plug possible cette partie 1, qui n'a d*intérét gqu'en fonction des
usages qui en sont ensuite faits, et domt beancoup de seciions peuvent,
dans un cours oral, n’étre introduites gu’aua fur et & mesure de ces usages.,
Par exemple, nous n'avons pas faif d°aleébre homologigue, ni introduit le
produit extérieur des formes différentielies, ces outils nous ayandi semblé
inutilement sophistiqués tant gu'on restait en dimension 2 : au chapitre
IV, e théoréeme de de Kham est démontré “*2 la main’’, ce qui aurait &i#
inextricabie oo dimension plus grande © la topologie d’une surface com-
pacte est entiéremeny déterminée par ses seuls nombres de Bettl, sans gqu’ll
s0it nécessaire de préciser la structore multiplicative de la cohomologie de
de Rham,

Le chapitre I aurait pu &ire présenté en dimension guelconque, pres-
QUe $ans changcment nOUS AYORS résisté 4 cette tentation par seuci
d*unité et pour n'avoir pas a développer d'antres exemples qgue cenx des
surfaces, mais la remargue peut facillement en étre faites dux étudianis
motivés (& propos de la mécanique par exempie).

Nous avons insisté a plusicurs reprises, tout au long de ce cours, sur
une dualité entre deux aspects de la géométrie, formellement équwalents
mais jouant en geénéral des roles bien distincts

(%] Cette métaphore m’a ¢ pedide par Valabrégue.
{83 1. LEHMANN ot C. SACRE - Géomdirie &1 Topologie des surfaces - Presses niver-
sicaires Jde Franee {déc. &2,
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- F'aspect g]obhl ou “fini” (groupes de iransformations 4 1 paramé-
tre, commuiation de 2 tels groupes, transport paraliéle, holonomie, inté-
gration}, plus heuristique, mals pas toujours aisé 4 manipuler ;

— et "aspect infinitésimal (champs de vecteurs, crochets, dénivation
covariante, courbure, formes différenticlles), plus abstrait, mais donnant
sowvent lieu & des caleuls plus automatigues.

Beavcoup de cours de gfométrie différentielle ne présentent que
I'aspest infinitésimal, sans doute précisémeni parce qu’il s¢ préte mieux
au calewl. Cette optiqae sous a semblé trop restrictive, puisqu’elle nias-
quait Vorigine géométrigque des phénoménes : quel que soit "alourdisse-
ment qui en résultait, il nous a paru au contraire indispensable d'ensei-
gner A sauter d’un mode & 1'antre suivant les besoins.

Beaucoup d’autres développements seraient _possibles auxquels nous
avons dii renoncer, ne pouvant pas tout faire, mais avec un regret particu-
lier concernant

— la démonstration da thépréme de classification topologique des surfa-
£6s compactes, & -

- I’étude du groupe fondamental des surfaces (nous disposions pourtant
des aciions totalement discontinues ef séparantes vues an chapitre 8, du
groupoide des chemins entr’apergu au chapitre 111, et des représentations
planaires de surfaces compacies exhibées au chapitre 1V}, 5

— une introduction aux surfaces de Riemann (st la structure étaif aisée et
rapide A définir, i} n’en #tait pas de méme quant aux divers usages qu'on
pouvait en faire, dont aucun ne nous a paru A Ia fois suffisamment sismple
¢t motivé au niveaw €lémentaire anguel nous voulions nous placer),

Ent guise de conclusion, on pourra observer que beaucoup de privci-
pes d’enseignement, tel par exemple celui de distinguer les outils techni-
ques el les résultats fondameniaux fguels que soient les caractéres relatifs
et subjectifs de ces rotionsi sont communs & des enseignerments irés diffé-
renis fet powrraient s’appiiguer dans bien d'qutres matidres et & hien
dautres niveaux] . On observera qussi que lo géomdirie dite
Hélémenraire”’ n’est pas selulement Je prétexte 8 “former au raisonne-
ment™’ des éldves de 48me, maix conserve toul son intérét y compris
comnre prérequis & des enseipnements rdpulds traditionnellement plus
“universitaires™, tel celuf de géoméirie et fopologie différentielle sur les
surfaces.

(9) Dexcellents manuels trafient ce sujet. Contentons-nous de citer cedud, déid ancien, de
SEIFERT ot THRELFALL (“Lehrbuck der Topologie™ . &d. Teolner 1934, Traduction
anglgise parue en 1980 pux Academic pressh.

20




	Dans nos classes
	Enseignement de la géométrie à l'université


