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les problemes
de 'A.P.M.E.P.

La rubrigue comprend deux parties.

La premidre (Probidmes} se consacre @ des énoncds inddits; ln
deuxidme propose des exercices déjg posés (en paryicutier aw CAPES ef
aux diverses olympiades) ou publiés qui, par leur caractére asiucieux ou
insefite, incitent & la recherche de soluitons,

Les prapositions d'énoncéds ey de solutions doivent étre adressées
dactylographides ¢
Chearles AUQUE

. Université de Clermont I
Département de Mathématigues Pures

B.P 45
63476 AUBIERE
PROBLEMES
ENONCES

Enoncé n® 92 (LEMAIRE, Lille)

Soit ECN* I'ensembie des naturels dont Péeriture dans Je sysidme
deécimal utiiise uniguernent un chiffre, quelcongue, une ou plusicurs fois.

Quels sont les éléments de E, carrés d‘gﬁtiers?
*Quiels sont les éléments de B, cubes d'entiers ?
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Enoncé n® 93 (FULGENCE, Dijon)

Soit 8, le sup des déterminants des matrices carrées d’ordre n dont
tous les termes sont majorés par | en valeur absolue. 8, est un entier mml-
tiple de 271,

Donner une e&prmion de 8,, ou & défaut, un encadrement.

SOLUTIONS

Enoncé n® 89 (NICOLAS, Limoges)
Soit {uy) la suite définie par wp=1 et U,y = Hguy...Up+1.
Démontrer gu'il exisie un réel ¢ telgque u, = ¥+ -%x—a, aves ap—90.

Solution : (CUCULIERE, Paris)
Pout tout n21 ,0na:
Hy = Ugldy..ip ..+ 1 8t Up,g = Wptty.. g qlg+ 1 = — D+ 1,
La suite (4,) peut done 3¢ définir plus simplement par:
=2 et Uy,y = Wh—Uy+ 1 pour nzl.
On voit alozs dodl vient le £/2: de la bonne vicllle forme caﬁenique:
132 1 H

’ 2
By = (uﬁ“_"i") +_§""d0ﬁ “ﬁ'i'i""‘%‘ i (“a“‘—z-} +-:f.

On pose alors vyw i, — -Jzu et il vient:

v,,+.-—*v£+%=v,2,(l+ Ti},_)

Plod: Invye) = 2nyv,te,, aves g, = in (H— T‘-]‘?—)
"

ey . Imwg €, €2 €n—1

Ii en résulie, pour 2l : = g + 2 +~g-+...+ J'_Eﬂ
La suite {g,) est positive, décroissante et tend vers 9, C'est plus qu'il
n'en faut pour que Iz série de terme pénéral % converge. Sgit donc

+ o
K= Hm 2  ouencore K= 2% + ¥ . fm.
e b a2 2 m=31 28+l

. iny P €
. _ Tt A+l
Il vient: X --—”LG = T + .-L+2 ey

D'od: 27K — lnv, = B 3 Sl 4 = £ faim o Tn
2 22‘ mw( 2m+1
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Posons ef=¢,s6it K=Inc,etlona: In %2: =Tp , d'ol: & = el

" ¥y
et enfin: ¥ —v, = v (ela—1),
Mais on peut remarquer que 'on a;
i, 1,1 i i
g T, —t b =t} = gy |0 flE )
"’s‘é“(z FI ) e ( ST

et gue par conséquent Zp—0 . Donc: vyele~ 1)~ v Tk 4}: 0.
"

Si nous potons v, (67— 1) = &, , nous trouvons bien:
Yy = Gy , S0K Wy = o4 %ﬂ-aﬂ , AVEE &=,

Nous pouvons préciser gue a, tend vers 0 par valeurs positives, et
plus vite que , C'est-d-dire asgez rapidement puisgque i, ~ 2",

1
4“;&‘"‘ 2

Calkcul spproché de ¢
Lin petit programme sur HF29C permet d’obtenir unc valeur appro-
chée de K = lim -;ﬁ etdoncde ¢ = X

gLBL1 gLBL2 ¥Ry
4 2 =Ry
g1/x STO % 2 “}1“"1’“
STO3 RCL1 o]
3 gx2
{ RCL3
p +
8102 5T93
+ fln
ST} RCL2
gex |
FPALISE
G102

On trouve ¢==1,2640834734%.

Awutres sohutions, ANTETOMASOQ (Bourg-ia-Reine) qui généralise aux
suites #,.1 = Pu,) ot F est une fraction rationnelle, BAYARRI : (Cer-
nay), BECKER (Saini-Btienne), BOUTELOUP (Rouen), DUVERNEY
(Lille), LECCIA (Aix-en-Provence) qui signale gue PGCD (g, uy)=1
pour m#a, LEMAIRE {Lille), PERROT (Vincennes}, PICHEREAU
{Saint Yrieix), PETIT (Brest).
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OLYMPIADES
ENONCES

Exercice 13 :

x ¢ ¥ sont deux entiers distincts appartenant 3 Pensemble d’entiers
naturels congéoutifs B = {2, 3, 4,..., 7§, 19, 80).

On donne la valewr de la sommme § (5=Xx-+ 3 & un individu A.
On donne fa valeur du produit 7 (p==x») & un individu B.

S'engage alors le dialogue suivant :
A, ayant examiné &, déclare A B : **Vous ne poutrez pas trouver x et 3.

B, ayant médité cette déclaration et la valeur de p, annonce : **3'ai trouvé
xet ¥,

A, méditant sur tout ocla annonce enfin @ *‘¥ai awssi trouveé xr e ¥ .

Que vaul x 7 Que vaut y ?

SOLUTIONS

Exercice 6 (CAPES)

Soient P{z) un polynome du troisi®me degré, de racines a, b, c et
P'{z) son dérivé, de racines f et f'. Monirer gu’il existe une ellipse de
fovers f ot £ inscrite dans le triangle (g, 5,0},

P(z) = Mz ~a)(z— b)z-2)
P/ (@)= &[{z~ a¥z—~ B} + (z— @}z — e} + {2~ b}z — oM = 3k(z- Nz~ ")

Sodution
Le caleu! de P‘(2) donne la relation a-b _ ;3 qui implique
T 5 s af a—c¢
géométriquement (AF, AB) = (AC, AF’)
Le deuxidme théoréme de Poncelet permet d’alfirmer que la conigue
de fovers F el F', tangente 2 AB, est tangente 3 AC (et par permutation 2
BC).
Cette conique est une ellipse car F ¢t F’ sont dans Iz plague rriangu-
iaire ABC, De fagon plus générale, si Qz) = kI¥Kz-z),
Q@ g 1 .y %
Q@) 22 A AL
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Pour uneracinede Q'{z}ona %’lﬁi = {:’e: M est barycentre 3 coeffi-

cients positifs des M, {théoréme de Lucas).

Une réponse anonyme démontre géoméiriquement que ellipse yui a
pour fover F, tangente pux trois cdtés, admet F' commwe second
foyer ;DELPLA (Montpeilier) donne deux solutions dont 'une, en utili-
sant fes barycenires et les équations tangentieiles démontre que les isotro-
pes en F sont tangentes & {Mellipse; LEGRAND (Biarritz) et YIDIANI
{Annecy) utilisent ls deuxidme théoréme de Poncelet ; LEMAIRE (Lille)
démontre analytiquement que les produits des distances de F ¢t F7 aux
trois cbtés sond égaux; ROUX {Le Puy) donne deux références pour ce
probiéme (TAILLE Problémes de muathématiques o JULIA Evercices
d'analyse),

On peut ajouter que I"cllipse est tangente auxX milicux des cbtés et
qu’elle est I'ellipse inscrite ¢'aire maximale.

Exercice 8

Démontrer qu’une drodte divisant un tMangle en deux polygones de
meéme aire ¢f de méme périmétre passe par ke centre du cercle inscrit au
triamgle.

Démontrer une propriété analogue pour vh polygone quelcongue
dans lequel on pext inscrire un ¢excle.

Solution

Dans ie cas du triangle, on peut poser AM = xet AN = y. Lescon-
ditions y'écrivent 2(x+ 3} = g+ b+c et 2ey = be.

Un point P de 1a droite MN est d(onnépar
AP = kAM + (l—k)A-iJ = 8 AR+ 0—;&3 J{E:.Commclapom
Y -

coefficienis barycentriques g,4,¢, il suf-
fit de momnirer 'existence de & tel que

kx b o (-&y . ¢

¢ g+bic b a+b+c A
cest-2-dire
be . b N
xa+b+d) yat+b4o) M
qui résulte immédiatement des condi-
tions. B C
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Dans Ig cas du polygone (convexe) désignons par Met N les points od
la droite D coupe le polygone, par H fa projection du centre | sur D,
par r lerayon, par py & p, les périmétres {sans compter MNj et 5, et
8§, les aires délimités par la droite D.

Ona§ = é—p,r + _%.. IHMN et §; = %pgr - .~21_ 1H.MN

5t = 8¢t p; = p; impliquent HMN = 6 donc IH = 8

Les solutions regues, AYRAUD (Touwlouse), LEMAIRE (Lille),
NOTARI (Athis-Maons), VIDIANI (Dijon)}, sont trés proches. Le premier
nommé donne en plus une discussion complite du nombre de droites pos-
sibles par Pétude des racines de Uéquation 2X%F — (@4 b+0)X + bec = ¢
qui donne x et y dans le cas du triangle.

Exercice 11

I¥émonirer gue, quel que soit Pentier naturel 7, on peut trouver un
nombre formé des chiffres 1 ef 2 {dans le sysiéme décimal) et divisibie par
piR
Solution (PONASSE, Lyon)
Pour # = 0, on a évidemment 28 = I.

Ensuite, on démontre par récurrence sur 73> 1 la proprif&té snivante :
il existe un entier nature! £, tel que 20K, s"écrive exactement avec a chif-
fresdgaux A loud2:

kg =ay + 0a + ..+ 101, )
= La propriété est vraiepour n = [ avec &y = 1.
* Supposons la propriétéd veaie pour n, envisageons deux cas :
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a) St &, est pair, posons Kk, = !Ea.:‘_‘.;‘_fﬁf
8101'5: 2&"55“&”_‘,1 s 2”(1(;;+2.5") w Z".k,;-'l'z.iﬂﬂ, la pl'ﬁpﬁété est
vérifiée,

b) Si k,, est lmpair, posons kayg = <ot30

2
alors : 20+ 1.k, s = 20(k, + §7) = 20, &k, + 1.107, 1a propriété est vérifiée.

Remarques

Les premidres valeurs de ky sont 1 ky = 1, by = 3, &y = 14, & = 132,
ks = 691,... I faut remarquer que le procédé précédent ne doane pas, eri
général, 1a valeur minimum de &, tel que 2.k, ne s"&rive gqu'avec jes
chiffres | ou 2 (en nombre guelconque). Par exempie, lorsque k), est pair,

il est évident que é»k,, convient pour 27+1 {14.8 = 112, don¢ aussi

7.16 = 112). Lorsque k, est impair, on peut également obtenir des
valeurs plus petites pour kp.y (66,32 = 2112). Malheureusement, il ne
semble pas y avoir de procédé récurrent permettant de trouver 1a valeur
minimum de &, {(du moins je n'en connais pas).

Autres sofutions . BAYARRI (Cernay), CARREGA (Lyon),
CUCULIERE {(Parie), DESECOT (Cannes), DUVERNEY (Lille),
FERREOL (Paris}, LEMAIRE {Lille}, MANACH (Lorient), ROUX {Le
Puy) qui démontre que les nombyres de n chiffres § ou 2 donnent toutes les
classes modulo 20, YIDIANI {Dijon)
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