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surface d’un polygone
aire définie par une courbe fermée
paramétrigue

par H. Le Helloco (v
Lycée Rotrou, Dreux

Cet article donne des algorithmes simples pour le calcul de la surface
d’un polygone, et eén déduit une intdgrale donnant la surface délimitée par
une courbe fermée paramérigue. L'outil mathématigue utifisé est fe
détermingnit de dewx vecteurs du plan.

n se place dans le plap euclidien orienté.

{*) Avex 'impuision de M. ZARDOZ, progrmmincur, o d¢ G, CHEVET, professenr.
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A. Surface d'un polygone

1. Calcul de la surface en fonction des coordonndes des sommets

a) Cas dn priangle
Notons det(AB,AC) le déterminant du couple de vecteurs (AB,AC).

Définissons S{A,B,() la surface
sigade du triangle {A,B,C). Nous distin-
guons €n effet le riangle {A B,C) qui
qaura une surface positive, car pour aller
de A 4 B puis & C on toarne dans ie sens
positif, du triangle (A,C,B} qui aura unc
aire négative car on tourne dans le sens
nepatif,

Ainsi S(A,B,C)= % det{AR,AC) .

8oit & un point guel-
L conque du plan.
On vérifiera aisément sur
O fe dessin que :
3(A,B,C)=3{O,A,B)+
B S{0,B,Cy+
S(0,C,A)

La démonstration est évi-
A dente par lc dérerminant,

i

.%_ det(AB,AT) _% det(OB — OA,OC — DA)

[det{OR,3C) ~ det(QA,0C) - det(c"iﬁ,(“)“}“&n

L
3
1

#

= S(0,A,B)+5(0,B,C) +5(0,C,A)
du fait que le déterminant est une forme multilinéaire alternée.
3%
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b) Cas du polygone non croisd

Evidemment, il est tentant 4*utiliser cette méthode, employée pour le
triangle, pour déterminer aire ¢"un polygone non Croisé ; on se convain-
cra frés vite que cela
fonctionne trés bien
méme dans des cas ‘‘tor-
tards’’.

Définissons
SABC.DLEF Paire
signée du polygone ci-
contre de facon analogue
a celle employée pour le
triangle,

On vérifia sur cef exem-
ple qgue :
S(A,B,C.D,EF) = 5{0,A,B) + 8(0,B,C)+ 8(0,C,. D)+ 50, E)

+ 80,8 . F)+S(O.F,A)

ot O est un point queicongue du plan,
Démonirons par récorrence la propridté @
S(ALA ALY = BIOAG A SIO.A, A4 L+ S0A,_1,A
+ S(O:An lAl)
ot (A A;,...,Ay) est un polygone non croisé,

La propriéié a déja &t démontrée au rang 3, supposons-la vraie au
rang » . Considérons un polygone noa ¢roisé (A, Aq,....A, Aysi )

Aver une permutation circulaire sur les indices si nécessaire, on peut
supposer gue Ie polygone (A,Ag,... Ap) o8t Egalement non croisé (voir
Pannexe 2n fin d'article).

Deux cas peuvent alors s¢ présenter ;

Apst
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Seit A,y est 4 Vextéricur du polygone (A A,,... Ay} (17 cas),
goit il est & Pintéricur (2 cas).

Dans le prequier cas, pour aveir |z surface géoméirigue du polygone
{Ag iy 1)y 1l faut rajouter lz surface géométrigue du triangle
(AnAnAg. 1) 4lasurface géoméirique du polygone {A4,...,A,) ; dans
fe s¢oond cas, il faut fa retrancher. Si dans Ie premier cas, le triangle et le
polvgone {Ag,....Ay) se $crivent dans le méme sens, dans e second cas
ils se décrivent en sens contraire, Ainsi dans tous les ¢as nous aurons @
SiAs..sApa1) = S{An.Ap) +S(AG AL A1)
done on a4
S(Ah [ -9Arl + i} = S(OsAl;Al} + S{O!AZrAJ)'l' vt S(OﬁA?l' - I!AH)
+ S(O!AH IA,.)+ S{O IAI!AH} + S{O!Aﬂ !AH + l)
+5(0A 5 1,AD
comme SO, A, AN+ S{0,4,,A,)=0, la propriété est démentrée au
tang n+1 .

Conclusion ; _
Ay, AL = __;, {detitOA,,0A,) + dettOA;, OAY) +... + deH{OA,,- 1,CA,)

+det{OA,,,04,))

Désormars, dans la suite de Particle, nous désignerons le¢ dewxieme
membre de ’égalité par S(A,,....A,) .

Désignons par (x;¥;)} les coordonnées de A; dans un repére caridsien.

S(AgyeresBy) = % (XPy = 91+ Xa¥a— Xg¥y b oot
Xy 1P Xy + Xy~ Xy Vp)

Programine BASIC correspoadeant :

Supposons gue ’on ait au préalable stocké les coordounées des som-
mets A, A, dansdestableaux X et You X{1) et Y(I} sont les coor-
données du sommet A;.;, 1 prondra les valeurs 0 A N, 11 faut aupara-
vant dimensionner ces tableaux au rang » {DIM X{N}L,¥(N)} .

S désignant fa surface signée du polygone non croisé {A,,...,A,) ,
on caleule S de la maniére suivante ;
1000 X{N} = X(0): Y(N}=¥{0)
1010 S=¢
020 FORI=O0TON-I
1030 S=S+X(DeY{I4+1)- X1+ De¥{D)
1040 NEXTI
1050 S§=8/2
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2 ce moment S contient la valeur de la surface signée du polygone non
croisé (Ag,...,And.

&) Cas du polygane croisé

Nous atlons en Fait interprétar sur des exemples simples mais caracté-
ristigues la valeur 5(A,,....Ay) Oéfinie précédemment.
Remargque préliminaire ;

8i € estun point de la digie {AB) et O un poinl guelcongue du
plan, alors : I e

det(OA,OB) = det(OA OC) + det{OC OB) .

En gffet, si C appartient & Ia droite {(AB), il exisie un réel & tel

que ; OC = k0A+(1 -k)OB, d'oi:
det{OA, OC)+det((}C C)B) = (1K}, dct(()A OB)+ K. det(OA OB)
= det(OA, 0B}

Considérons, maintenant, a titre d"exemple le quadniaiére croisé
(A,B.C.TH.

D fait de la remarque pricédente, nous avons

R — ———

S(AB.CD) = »— idettOA L) -Hiﬂ(()l OD) + det(OD,OA))

[det{(}l OB) + dett OB, 0C) + det(GC, Oy

donc S(A,B,C,D) = S(A,I.D)+S(I,B.,C) .
S(A,B,C. D) est donc la somme des surfaces signdes de deux poly-
gones non croisés, Je sens de parcours déterminant Je signe de la surface.

L’interprétation ne colle pas toujours de maniére augsi évidente avec
Uintwition. Prenons un pentagone éioilé (A, B,C,D,E),
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En ntilisant ia remarque préliminaire, nons rouvons @
S(A,B,C,D,E) = §(A,1,D,),B.K,E,L,CM) + 5(1,3,K,L,M) .

C'est-a-dire Ja surface de "étoile A laquetle on ajoute la surface du pentas
gone intérieur.

2} Catenl de 12 surface en fonction des dépiscements en abscisse ef en
ordonnée

Cette méthode ast amenée par des précceupations informatiques (gui
sont en fait 3 Vorigine de cet article). En effet, st les coordonnées sont
trop grandes, la précision peut en étre perturbde, alors gue cela ne s¢ pro-
duirait pas en considérant uniquement les déplacements. D'autre part, ce
traitement s"adapie bien 4 la recherche de la surface d'une forme détinie
sur un digitaliseur (*~).

Pour définir un polvgone 3 n sommets (A, Ag,...,Ag), T suffit de
connalire #—§ dépiacemenisen x eten ¥ car sion se fixe comme ori-
gine A, , ke premier déplacement donne A, , le deuxigme A, , etc..., l&
tn-1)-idme A, etle deenizr est implicite car on retourne en A,

SGI[ SP=S(A1,A3,.“,Ap) .

Déterminons Sp. ;1 en fonctionde Sy, de D, ot D), les déplace-
ments en x et y qui font passer du point A, au point Ap,q, ¢t de
Sx, et Syp, lessommes des déplacementsen x et v effectuées jusqw’ay
@ang p. ’

A;H 1

On a alors ¢
AlAp (Sxp,spr
ApApyy (Dx;,Dyg)

Ay
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On & vu Auparavant que :
StAsnAps)) = S(Ay..Ap) +5(ALALA L, 1)
S(AnApApaD = 3 detlAiAn AR, )

5 det(AA AR+ Ay 1)

It

]

#

SAARAy ) = - detlAByAhp. 1)

= 2 (851~ 52,D%)

Done ‘ t

On cajcule ainsi de proche en proche la valeur §, qui s’interpréte
comme la surface signée du polygone (A4,....A,) &l est non croisé.

Programme BASIC correspondant :

DX, DY désipnent les déplacements en x elen y.
SX, 8Y désignent les sommes de ces déplacements
S désigne les quantités S,

100 $=0:8X=0:8Y=0

110 INPUT DX, DY *REM RENTREE DU
DEPLACEMENT

120 S=8+(SX+DY - 8Y+DX)¥?2 :REM CALCUL DE LA NOUVELLE
QUANTITE §

130 §X=SX + DX :SY =SY + DY

140 GOTO 110

Ave: un test d'arrét intercalé enire les lignes 110 et 120, ce pro-
gramme fournit Ia surface ¢'une forme, ot cecd de fagon immédiate !

B. Aire définie par une courbe fermée paramétrigus

&1
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Soit (C) une courbe fermée paraméirique définie par les fonctions
(MK} t€lab] done xa)=x(B) et Ha)=mb).

On supposera que les fonctions coordoanées possédent une dérivée
continue sur Pintervalle |a,bf .

{C) peut &re approchée par une suite de polvgones.

Soit M{x(},(0) et M’({x(+ds),p+ds) deux sommets conséeu-
tifs 4'un tel polygone.

S = «% detOM,OM") et A= | :ds sera la surface signée définie par
la courbe (C} si elie ne se croise pas,

1 e i
- det(OM,0M") ?{x{r)ytt +df)— A (e + 4t

g-{xwy’(r) — (0 (1) Jde
dtol

A= [ Sy @-sox@la | @)

4+

si on applique la fermule d'intégration par parties, on obiient une expres-
sion plus simple :

TR
|A=jnxtf>y(r)dr @

Niustrations : surface d*une ellipse
x{fy=acos ¢ =5 sin ¢ ot {E(0,2x}]

A= f;*abcos’fdr = -;mab fz’(ncmmd;m T ab

W -

ce qui est le résultat bien connu, c’est bien rassurant. DYautre part, avant
parcouru Veltipse dans le sens positif, on trouve bien un résuliat positif.

Bien entendw, si iz courbe (C) se
Croise, on retrouve les mémes phﬁ:no-
ménes gque pour ke polygone croisé.

f2
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Remargues :

~— 53 sur Vintervalle
[a.b] ia courbe {C) n'est
pas fermée, alors dans
Pexempie ci-dessous la
formule (1} donne la sur-
face sipnée de la partie
hachurée.
— On peut passer
4 aux Jimites powr des
O branches infinies.

— Ea formube (2) peut &tre démontrée directement 3 partir du théo-
réme de Stokes.

Annexe de la démonstration du A. 1. b)

Prenons un pofvgone non ¢roisé P. Dire qu’il existe trois sonumets
conséeutifs A B.C tels que le polygone P {B] soit Ini aussi non croisé
équivaut 3 dire gue Je segment JA,C] n’a pas d’intersection avec les
autres cités du polygone.

Supposons que JA,C[ ait unc intersection avec un autre ofité [B,,C,J.
Soit A; l¢ sominiet précédent B,,
Bx esi distinct de B. §i ]Ai,Cﬂ a
une intersection avec un autre citd
[8,,C,1, du fait que le polygone est
gon croisé les sommets B, B, B,
sont distingts et ainsi de suite.
Comme il ¥ a un nombre finl de
somunets, i} arrive un moment o4
trois sommets conséeuiifs A, B,
C, sont tels gue 1A, C, nrau
pas d'intersection avee ies autres
<btés du polygone, ce qui résoud
notre probiéme,

Ceci ne donne en fait gue 'idée d'une démonstration que les puristes
et les esprits chagring s'empresseront de faire dans les régles de Part.

(%) Digitaliseser gu **table & digitatiser™ : dispositif qui csfenle automatiquement (“digita-
lise") les cosrdonndes d'un point indiqué par vne pointe sur une plancheite, #t les romtre
Hans le calcvlatens,
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