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surface d'un polygone 

aire définie par une courbe fermée 


paramétrique 


par H. Le Helloco (.) 
Lycée Rotrou, Dreux 

Cet article donne des algorithmes simples pour le calcul de la surface 
d'un polygone, et en déduit une intégrale donnant la surface délimitée par 
une courbe fermée paramétrique. L'outil mathématique utilisé est le 
déterminant de deux vecteurs du plan. 

On se place dans le plan euclidien orienté. 

(-) Avec. t'jmpulsion de M. ZARDOZ. programmeur, et de G. CHEVET, professeur. 
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A. Surface d'un polygone 

1. Calcul de la surface en fonction des coordonnées des sommets 

a) Cas du triangle 

Notons det(AB,AC) le déterminant du couple de vecteurs (AB,AC). 

A 

DéfInissons S(A,B,C) la surface 
signée du triangle (A,B,C). Nous distin
guons en effet le triangle (A,B,C) qui 
aura une surface positive, car pour aller 
de A à B puis à C on tourne dans le sens 
positif, du triangle (A,C,B) qui aura une 
aire négative car on tourne dans le sens 
négatif. 

1 --,B 
Ainsi S(A,B,C) = 2" del(AB,AC) . 

Soit 0 un point quel
conque du plan. 

On vérifiera aisément sur 
le dessin que : 

S(A,B,C)= S(O,A,B}+ 
S(O,B,C)+ 
S(O,C,A) 

La démonstration est évi
dente par le déterminant. 

1- det(AB,AC) = 1- det(OB-OA,OC OA)
2 2 

= i [det(OB,OC) - det(ÜÂ,OC) - det(OB,OA1] 

= t [det(OA,OB) + det(OB,OC) + det(Oe,OA») 

S(O,A,B) + S(O,B,e) + S(O,C,A) 

du fait que le déterminant est une forme multilinéaire ~lternée. 
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b) Cas du polygone non croisé 

Evidemment. il est tentant d'utiliser cette méthode. employée pour le 
triangle. pour déterminer l'aire d'un polygone non croisé; on se convain

cra très vite que cela 
A fonctionne très bien 

__-:::::~:?'-I même dans des cas "tor
turés" . 

Définissons 
S(A.B.C.D.E.F) l'aire 
signée du polygone ci
contre de façon analogue 
à celle employée pour le 
triangle. 

E On vérifie sur cet exem
ple que: 

S(A.B.C,D,E,F) = S(O.A.B) + S(O,B,C) +S(O,C.D) +S(O,D.E) 
+ S(O.E.F)+S(O,F,A) 

où ° est un point quelconque du plan. 
Démontrons par récurrence la propriété: 

S(A,.A,.....An) S(O.A"A,) + S(O,A,.A,J+ ... + S(O,An_ "An) 
+ S(O,An,A,) 

où (A,.A,•.•.• An) est un polygone non croisé. 
La propriété a déjà été démontrée au rang 3. supposons-la vraie au 

rang n. Considérons un polygone non croisé (A ••A,.....An.An+ 1)' 

Avec Une permutation circulaire sur les indices si nécessaire. on peut 
supposer que le polygone (A,.A ••...• An) est également non croisé (voir 
l'annexe en fin d·article). 


Deux cas peuvent alors se présenter : 
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Soit A.+ 1 est à l'extérieur du polygone (A••A,•...•A.) (1« cas), 
soit il est à l'intérieur (2' cas). 

Dans le premier cas, pour avoir la surface géométrique du polygone 
(A ••...• A. + Il. il faut rajouter la surface géométrique du triangle 
(AhAn.A. + 1) à la surface géométrique du polygone (Ah... ,A.); dans 
le second cas. il faut la retrancher. Si dans le premier cas. le triangle et le 
polygone (A ..... •An) se décrivent dans le même sens, dans le second cas 
ils se décrivent en sens contraire. Ainsi dans tous les cas nous aurons : 

S(A ......An+') = S(A......A.}+S(A"AmA.+'} 
donc on a: 

S(Ah... ,A. +I} = S(O,A.,A,) + S(O,A"A,}+ ... +S(O,A. __ l>An} 
+ S(O,An,A.}+ S(O.A"A.} + S(O,An.An +1) 

+ S(O,An + l,A.) 

comme S(O,A..A.) + S(O,A"An} = 0, la propriété est démontrée au 
rang 71+1. 

Conclusion : 
1 -- -- -S(A..... ,An) = 2 [det(OA"OA,) + det(OA,.OA,) + ... + det(OAn_· bOA.) 

+ det(OA..OA.)] 

Désormais, dans la suite de l'article, nous désignerons le deuxième 
membre de l'égalité par S(A..... ,An) . 

Désignons par (x,Yi) les coordonnées de Ai dans un repère cartésien. 

S(A" ... ,Anl = ~ (x,y,-V',+xV',-x,y,+ ... + 

xn-lYn-xnYn-' +xnY,-x,yn) 

Programme BASIC correspondant: 

Supposons que l'on ail au préalable stocké les coordonnées des som
mets A,.... ,An dans des tableaux X et Yoù X(l) et Y(I) sont les coor
données du sommet Ai+ 1. 1 prendra les valeurs 0 à N. Il faut aupara
vant dimensionner ces tableaux au rang n (DIM X(N),Y(N» . 

S désignant la surface signée du polygone non croisé (A..... ,An). 
on calcule S de la manière suivante: 

1000 X(N)=X(O):Y(N)=Y(O) 
1010 s=o 
1020 FORI=OTON-I 
1030 S= S+X(I).Y(l +1) - X(l +1).Y(l) 
1040 NEXT 1 
1050 S=S/2 
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à ce moment S contient la valeur de la surface signée du polygone non 
croisé (A" ... ,A.). 

c) Cas du polygone croisé 

Nous allons en fait interpréter sur des exemples simples mais caracté
ristiques la valeur S(A"... ,A.> définie précédemment. 

Remorque préliminaire : 

Si C est un point de la droie (AB) et 0 un point quelconque du 
plan, alors : _ _ 

det(OA,OB) = det(OA,OC) + det(OC,OB) . 

En effet, si C appartient à la droite (AB), il existe un réel k tel 
que: OC = k.OA + (1- k).OB, d'où: 

det(OA,OC)+det(OC,OB) = (1- k).det(OA,OB)+ k.det(OA,OB) 
= det(6Â,OB) 

Considérons, maintenant, à titre d'exemple le quadrilatère croisé 
(A,B,C,D). 

A 
c 

t + 

D 

Du fail de la remarque précédente, nous avons: 

S(A,B,C,D) = ~ [det(OÂ,OI) + det(rn,OD) +det(OD,OA)) 

+ ~ [det(OI,OB)+det(Oa,OC)+det(OC,OI») 

donc S(A,B,C,D) = S(A,I,D)+ S(I,B,C) . 

S(A,B,C,Dl est donc la somme des surfaces signées de deux poly
gones non croisés, le sens de parcours déterminant le signe de la surface. 

L'interprétation ne colle pas toujours de manière aussi évidente avec 
l'intuition. Prenons un pentagone étoilé (A,B,C,D,El. 
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D 

c 

B 

E 
En utilisant la remarque préliminaire. nous trouvons: 

S(A.B.C.D.E) = S(A.I.D.J.B.K.E.L.C.M) + SO.J.K.L.M) . 

C'est-à-dire la surface de l'étoile à laquelle on ajoute la surface du penta
gone intérieur. 

2) Calcul de la surfaee en fonction des déplacements en abscisse el en 
ordonnée 

Cette méthode est amenée par des préoccupations informatiques (qui 
sont en fait à l'origine de cet article). En effet. si les coordonnées sont 
trop grandes. la précision peut en être perturbée. alors que cela ne se pro
duirait pas en considérant uniquement les déplacements. D'autre part. ce 
traitement s'adapte bien à la recherche de la surface d'une forme définie 
sur un digitaliseur (U). 

Pour définir un pOlygone à n sommets (A..A ......An)' il suffit de 
connaître n - 1 déplacements en x et en y car si on se fixe comme ori
gine A" le premier déplacement donne A., le deuxième A" elc... , le 
(n -l)-ième An et le dernier est implicite car on retourne en A" 

Soit Sp = S(A..A" ... ,Ap) . 

Déterminons Sp+ 1 en fonction de Sp, de Dxp et Dyp' les déplace
ments en x et y qui font passer du pOint Ap au point Ap+ 1 , et de 
Sxp et SYp, les sommes des déplacemenls en x et y effectuées jusqu'au 
rang p. 

Ap+l 

On a alors: 

A,Ap (Sxp.SYp)

«--------7 Ap ApAp+ 1 (Dxp.Dyp) 
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On a vu auparavant que : 

S(A..... ,Ap + 1) = S(A" ...,Ap ) + S(A"Ap,Ap+ 1) 

S(A..Ap,Ap + l ) = 2'1 det(A,Ap,A,Ap+Jl 

1 - - ~--= 2' det(A,Ap,A,Ap+ ApAp+ 1) 

1 --= 2' det(A,Ap,ApAp+ l) 

= t (SxpDyp-SypDxp) 

Donc 
1Sp+! = Sp+2' (SxpDYp-SYpDxp) 

On calcule ainsi de proche en proche la valeur Sn qui s'interprète 
comme la surface signée du polygone (A.....,An) s'il est non croisé. 

Programme BASIC correspondant: 

DX, DY désignent les déplacements en x et en y. 
SX, SY désignent les sommes de ces déplacements 
S désigne les quantités Sp 

100 S=O:SX=O:SY =0 
110 INPUT DX,DY :REM RENTREE DU 

DEPLACEMENT 
120 S=S+(SX.DY-SY.DX)12 :REMCALCUL DE LA NOUVELLE 

QUANTITE S 
130 SX=SX+DX:SY=SY+DY 
140 OOTO 110 

Avec un test d'arrêt intercalé entre les lignes 110 et 120, ce pro
gramme fournit la surface d'une forme, et ceci de façon immédiate! 

B. Aire définie par une courbe fermée paramétrique __--_M 
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Soit (C) une courbe fermée paramétrique définie par les fonctions 
(x(t);y(t») tE [a,bl donc x(a)=x(b) et y(a)=y(b) . 

On supposera que les fonctions coordonnées possédent une dérivée 
continue sur l'intervalle la,b[. 

(C) peut être approchée par une suite de polygones. 

Soit M(x(t),y(t») et M' (x(t +dt),y(t +dt») deux sommets consécu
tifs d'un tel polygone. 

dS ..!.. det(OM,OM') et A= rbdS sera la surface signée définie par
2 • a 


la courbe (C) si elle ne se croise pas • 


..!.. det(OM,OM') = ..!..[x(t)ytt+dl)-Y(t)x(t+dtTI
2 2 

= ~ [x(I)y'(t)-y(t)x'(t)]dt 

d'où 

A = t f .b[x(t)Y'(I)-Y(I)x'(t)] dt (1) 

si on applique la formule d'intégration par parties, on obtient une expres
sion plus simple : 

• b 
A = J. x(t)y'(t) dt (2) 

Dlustratlons : surface d'une ellipse 

x(t)=a cos t y(t)=b sin t où tE [0,21<1 

· 2T 1 • 2 
A= 

1 
abcos'tdt _ ab 1 T (1 +cos 21) dt = "ab 

• 0 2 • 0 

ce qui eslle résultat bien connu, c'est bien rassurant. D'autre part, ayant 
parcouru l'ellipse dans le sens positif, on trouve bien un résultat positif. 

Bien entendu, si la courbe (C) se 
croise, on retrouve les mêmes phéno· 
mèues que pour le polygone croisé. 
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Remarques : 

- Si sur l'intervalle 
[a,bl la courbe (C) n'est 
pas fermée, alors dans 
l'exemple ci-dessous la 
formule (1) donne la sur
face signée de la partie 
hachurée, 

- On peut passer 
aux limites pour des 
branches infinies, 

- La formule (2) peut être démontrée directement à partir du théo
rème de Stokes, 

Annexe de la démonstraüon du A. 1. b) 
Prenons un polygone non croisé p, Dire qu'il existe trois sommets 

consécutifs A,B,C tels que le polygone P -IBI soit lni aussi non croisé 
équivaut à dire que le segment lA,CI n'a pas d'intersection avec les 
autres côtés du polygone, 

Supposons que IA,C[ ait une intersection avec un autre côté [B"C,l, 
Soit A, le sommet précédent B" 
B, est distinct de B, Si IA"C,[ a

B une intersection avec un autre côté 
[B"C,I, du fait que le polygone est 

B, non croisé les sommets B, B" B, 
c sont distincts et ainsi de suite, 

-- Comme il y a un nombre fini de 
sommets r il arrive un moment où 
trois sommets consé<.:utifs An' Bm

A ~ A, --f~-- c, Cn sont tels que jA.,C.[ n'ait 
pas d'intersection avec les autres 

c, côtés du polygone, ce qui résoud 
notre problème, 

Ceci ne donne en fait que l'idée d'une démonstration que les 'puristes 
et les esprits chagrins s'empresseront de faire dans les règles de l'art. 

Use
(lU) Digitaliseur ou l'table Qi digitaliser": dispositif qui calcure automatiqu.ernent efdigita

H
) les coordonnées d'un point indiqué par Une pointe sur une p~anchette. et les rentre 

dans le calculateur. 
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