Bulletin de 'APMEP n°343 - 1984

échanges

toujours les limites

par Pascal Monsellier
Orléans

L'article de Daniel Lazer dans un récent numdéro du Bulletin National
de I'A P.M.E.B. (i) Jait opportundment lg point syr un sujet qui a beau-
coup agitd les sulles de professeurs an dernfer. SF le point de vue de
Uauteur apporie un fclairage décisif el remplace utilement un commen-
taire officiel insuffivant sur ce poini, je pense qu'll ne résout pas pratique-
ment certaines difficulids gue rencontrent les enseignanis, ’

Une remargue

i1 est born que ios professeurs 8'interrogent sur ¢ statut des concepis
qu'ils manipulent. Mais if ¥y a les professeurs... et il ¥ a les éléves.
L *ancienng”™ définition des limites en &, o occupait rituellement une
heure en Premiére et personne (o presque} n’en reparlait jamais sans que
cela traumatisit les éléves. Il est probable gue la *‘nouvelle” définition
subisse actuellement l¢ m&me sort. Preuve gue ¢’est anire chose gud, en
pratique, fonctionne, quand un éléve étudie une limite.

{3 A propes de la potion Jde limite en classe de Premidre 8 {ot au-dels), B, Lozet
{IREM de Bordezux). Bulletin A P.MLE.P. i° 34f {déoombre 1983}, p. 588 2 600.
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Un des problémes qu’est censé résoudre un programme national est
“Ow’exige-t-on des idves syr cette guestion au bac 77, La définition de fa
limite du programme, nouvelle ou anciénne, ne répond pas a cette
question.

Tout ceei pour tracer les limites de la présemte réflexion qui, traitant
d*an sujet qui préacccupe les enseignants, n'émeut pas la majorité des slé-
ves de Premidre S, de Premidqre E ou dadlleurs.

Qu’est-ce que E?

On trouve ia définition actuelfle de ia limite dans les Commentaires
de programme de Premidre 5-E (), Rappelons-la,

On adoptera 1a définition sulvanta : soit E un intervalle, ou une
réunion de deux intervalies, choisiis} de facon que EUID] soit
un intarvalle, Si £ es{ une appiication deé E dans R, ¢n dira que
f admet ia limite 6 en 0 {ou que Fixt tend vers 0 avec x) siet
gaulement si :

IVEERY%) (3SR} (vXxER) HXEE et {x{<g = (|Fx<sll.

On notera que l'inégalité [x{<y a _remplacé I'inégainé
0< |x} <y qul prévatait dans Fusage antérieur. Une limite on 0 3
gauche {resp. A droite) est la fimite de la restriction 3 ENR™ {resp.
EMRY} ; on évitera de développer ces considérations.

Il réguite de 13 que si une fonction est définie en un point a,
elle n'a de limite en ce point que si elle est continue en e point
{ fim fixi=*far},

XN

A ce propos, la question qui revient comme un lcimotiv dans la
bouche des euseignants ¢st 1 “"Ow’'esi-ce gue oef ensembie B 1. On sent
gue lefs) auteur{s) du Commentaire ont voulu éviter de parler de voisi-
nage(s} pour ne pas compliquer la définition, mais que ceux-ci sont conte-
nus en {iligrane. Clest ainsi que P'a drailleuss compris Lazet 3y gui com-
mente : “duirement dit, qu voisinage de a , Pensemible de définition de f
répand & Pun des schémas suivants...”. 8 'on s'en tieat sixicto sens: au
texte, ceite définition présente une double diffrculté :

— La phrase ''si [ est une application de B dans R"’ sous-eniend pour
tout enseignant de langue francaise que E est I'ensemble de définition
de f . Ceriains enseigonanis en ont déduit qu'on w’étudiait en Premidre

£2) Edition CNDP, p. 85.
(3) Article cité page $00.
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5-E que jes applications dont Uensemble de définition est la réunion
d'au plus 2 intervalles, Pourquoi pas? Cela exciut les fornctions
rationnelles ayant plus d'un péle (ce gui n’est peut-étre pas un mal).
Mais om ne peut dlors phus parler de limites pour Ia fonction tangente...

.— Pour aceepter des fonctions définies sur des ensembles un peu plus
“tordus’ (dy, certaing pensent gque E est une partie, contenanit 8, de
I*ensembie de définition de . Maks, si on ne parle pas de voisinage,
le chaix de E 25t hasardeux. Par exemple, si f est ]a fonction partie
entiére, et si je choisis "“librement'’ E=[0;1} , ensemble qui répond
aux ¢ritéres de la définition, "obtiens le résultat suivant: la fonction
partie entiére admet la Lmite © en 0. Résultat que les auteurs du
Commentaire ne souhaitent sans doute pas,

Cette définition souffre donc d’imprécigion, Ce n'&ait pas (2 peine
d*affirmer ““I.'érude des limites exige des définitions’’ (%) pour en imposer
une si contestable,

3. En Terminale C-E @

C'est la définition de 1" S-E qui est toujours utilisée puisque le
programme ne précise rien de nouveau & o¢ propos. Les manuels, par
contre, se crojent obligés de rappeler la définition. On éprouve quelgue
surprise & les parcourir. Voici quelgues exemples,

DIDIER (Dimathéme) reprend presque mot 3 mot le comumentaire,
L'ambiguité précitée (sur E} demeure.

Soit E une partie non vide de R telle que EU{xg) soit un
intervalle. Une application f de E vers B admet une limite ¢ en
%X 81 ¥ 820, 3ax0 te gue

*xEE et ~a<x-x<a] = [I-85<f)<i+E],
que Fon écrit également .
[ [xwxg| e} w [{f()— €| <E] .

Bidier - TC p. 81

ISTRA (IREM de Strasbourg) léve ies ambiguités avec soin, en considé-
rant deux cas, et en utilisant le concept de continuité,

{4} Erant enterdly gl ne s'agit pas kol d'introduire des fonctions “parhoiogiques’” que le
programme souhalte manifestement fcarter,

(53 Commentaire des programme: de Premitre 8, Bdition CONDP, p. 84,

{6} Le probléme st peut-dtre différent én Termipale Ir, Mafs je o'ai gudre ot s temps de me
pencher sur ortie question.

il9
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Scient f une fonction, xy ef { deux nombres réels:
1) Quand x, sppartientd )y, on dit que f admet la Bmite £
en x; s f estcontinue en Xy et = fix) .

2) Quand x, n'appartient pas & )y, mais que pour tout
am0, lxg~a, xp+al N Dy nestpaswde "on dit que [ admet ia
limite ¢ en X d la ionctlon § définie par :

fﬂxl“ﬂx? pour x€ 9y et f(xo?"'f
est confinie en X, .

Dans les deux cas, [ admet la limite £ en x; si et seulemaent

§i
£) v830, 38>0, vx€ Dy, x-xl<é» {fig-F<8.

Itra - TC p. 36
MAGNARD {Audirac) résout aussi le probléme 4 sa maniére.

. Soit f unefonction définie sur un ensemble D tel que DU {xg}
contienne un intervalle contenant x; {non réduit & {xgl}.

On dit qu'un réal 7 estlimite de f au point x, {ou que fix)
tend vers ¢ quand x tend vers x,} si et seviement =i

YECER:, 3R, vx€D, (jx~x[<a = [flx}-£] <8} .

Magaard - TC p. 27

HACHETTE donne une définition non formatisée mais apporte les préci-
stons ci-dessous. I est dong clair alors que ce manuel s”écarte de la défini-
tion de Premidre et n'accepte pas qu'on parle de Hmite #n une borne d’un
intervalie de définition. (1! exige en ce cas au’on parle de Hmiie 4 droite pu
de limite A gauche).

2° On n'dudiera 2 imite d'une fonction en x, que si Penisam-
ble de définition de f contient des réels aussi voisins que {'on veut de
Xy ; Cest-d-dire sl existe un réal strictement positf a tefl que
Ixg—a, xg+al \ {x} TDs. On dit alors que f est difinie an
volﬂnue de x,.

3° Nous disons qu'une fonction f admet ane Hmite &
droHe (resp. i ganche) Sgale 3 £ en x; sf larestricion de f &
[xp, + o] f(resp. 3 J- oo, x}) admet ja kmite  en xp. On note:
lim  flxjeg,

Xy

Hacheite - TC p. 162-163
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Situations diverses, on le voit. Tout cela n’aurait aucune importance
si on ne revenait pas A la quesiion snivante : Dw'exige-f-on o’ un éiéve qu
baccalawrdat 7 1'éléve qui écrire h‘nr] J¥=0 sera--il pénalisé pour

X

cause de 18s¢ - Hachette ? Quels préliminaires aux théorémes sar les Limites
un éléve est-il censé éooncer ?...

De bons esprits, avec lesquels je suls en partie d°accord, ne mangue-
ront pas de répondre que ces guestions ont pen d'importance, et qu’il ne
faut pas masquer par trop de formalisme la vigueur mathématique des
problémes A résoudre. Ceux gqui ont déjd assisté 4 une *‘commission
d'harmonisation’” du Bac, et au coupage d*epsilon en guatre gui Paccom-
pRgRE, savent gue ces guestions ont un aspect pratigue essentiel, et gqu’il
est urgent que la COPREM mette un pey d’unité 13-dedans,

4. Régionalisation

Dans e Loiret, les professewrs de TC et TE ont décidé d’appliquer
une définition départementale {prémices de la décentralisation ). Nous
considérons que D, ensemble de définition de £, est un intervalie on
une réunion &’intervalles non réduits A un point ; on n’étudie la limile
qu'en des points qui sont dans D, ou gut sont des extrémités d*inter-
valles de Dy Ce qui importe, ¢'est la “rondition préalabie dz recherche
de Himite e x,” qud permet de g'entendre sur les fonctions *“patholo-
gigm" ue nous rejetons et F9E <8 que nous attendons clairement des

Teves,

Ln seut inconvénient & notre démarche ! nos éléves seront examinés
par des COTTECtOUTS EXETCant hors du Leiret et, au jour ol j"éeris ces
lignes, nous ignorons les définitions qui ont €i¢ retenues dans les autres
départements de 1’ Académie..,

5. Denx problémes pour finir

Le programme de TC posz, a propos des limites, deux problémes
qui, quoique mineurs, montrent ou bien que ce programme a €té rédigé
trop hitivement, ou bien que le lecteur X que Je suis t'a pas su deviner
des subtilités trop bien cachées.

HI. b} “Composée d’une fonction de limite ¢ par une fonction
continue au point §'7°;

E #41
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Pourguoi exiger que la seconde fonction soit définie en £7 Cela
signifie-t-1] qu’il faut renoncer aux compositions qui ne vérifient pas ces
conditions 7 Par exemple, que Iiﬂ:} en {1-—-e*| est un probléme trop

X

difficile en TC?

TIL. 2) Le théoréme de “*prolongement™ de la dérivée, tel gque le pro-
gramme I'énonce, conduit & une situation qui peut se révéler singuliére:

**8i 1x fonction dérivée f adwiet au point o une Bmite £, alors
on & cgalement
e f(x)_ﬂa) o f R
X X=q

En cffet, qu'esi-ce que S’ 7 Pour que ce théoréme soit correct, il
faut que F° soit la fonction dérivéede £ sur 1|4} . Et pourpeugquela
limite £ existe, il est difficile de ne pas noter f° la dérivée de £ sur i,
ajors que ee n'est que le prolongement de f* en . 8i on accepte cette
incorrection, bien tentante, on tombe alors dans le percle vicieux suivant ;
avant d'utiliser le théordme, on doit se poser la question: f~ est-elie
définie en @7 Mais, justement, on utifise ce théoreme guand on ne sait
pas répondre A cette question ! Si on suppose que f° n’est pas définie
en 4 ,on peut &udicr Hm /' | maig si cette himite est un réel, le théoréme

a

conchut que f’ est définic en ! Kafkafen.

En fait, je préfére accepter I'incorrection précitée {(gui va dans le sens
assez naturel de ¢ ©f' est la dérivéede F sur le plus grand ensemble pos-
sible”), mais énoncer le théoréme avec les limites A gavche ot & droite de
I’ en g, ce qui évite d’avoir 4 se poser Iz question préliminaire. Mais je
ne suis pas alors dans Ia Hene du Commentaire de Premidre, leguel
raccorde que peu J'importance A ces sortes de Hmites et regommande
d*éviter de “‘développer ces considérations (1.

Conclure

FPai Pimpression gue cette lettre vole™ irés bas au regard de "article
trés pertinent de Daniel Lazet qui m’a servi de prétexte, & auquel je sous-
¢ris entiérement. Mais je pense gu’il faui s'occuper aussi des contraintes
de examen tant qu’il existe sous cette forme. Les nouveaux programmes

{7y Conmmentaire des programmes de Premitre 5, Edition CNDP, p. 85,
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ont fait éclore des pratiques fort différentes les unes das autres (8). Cette
diversité est incontestablement source de richesse. Encors faudrait-il que
les éléves passent ie baccalauréat dans des conditions d’équité.

Je finirai sur un Tegret et unr espoir:

* guitte & imposer une définition de la Hmite, autant aller jusquw’au bowt
et expliquer clatrement ¢e qui est sous-entendu. Cela ne m’anrait pax
chogqué que les Commentaires aient exposé des attendus semblabiles, par
leur volume et par leur pertinence, 4 ceux de D, Lazet ;

* if est urgent que la COPREM rassemble suffisamment informations
en Premmére ¢t Terminade (et pas seulerment dans les sections E, §, C, D),
pour dresser des garde-fous et recenser ce qui, dans ces classes, consti-
tue un consensus. En particulier, pourrait-on poser et discuter la
question de savoir si une définition en &, v est indispensable pour
faire de I"Analyse dans le secondaire 7 (9).

{BY Nous parlons ici de 1’anslyse ; mais il y aurait anssi énormément 4 dire sur la géométrie
£n T.C. Feuilleter ley manuely laisse songsor: il y & ceun qui fort “comme avant™ aves une
haute dose d’algkbre Endaire avami d'entamer la géométrie, 1 ¥ a coux qui esspient de faire
de la géométrie, et de déconnecter 1a partic d’algébre lindaire du programme. Est-il pessible
de faire ane dprevve commune do baccalauréat avec ces conceptions si diverses ?

{9} Cetre question wm'est posée en fait par R. Barra, qui m’a fair plusienrs soggestions 3
propes de cei article, Je lg reprends voloniiers a mon comple.,
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