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0° existe ! je I’ai rencontré

par Pierre Gagnaire,
Collége E. Herriot, Bron

““53est Yo produit qui est formeé par 3 facteurs 5; d’une maniére géné-
rale, si @ €1 & som des naturels, ¥ est le produit qui est formé par b
factetrs a .

Cetre “définition’” est trés souvent suivie de la mise en garde sui-
vante : 0% n'exisiz pas’.

On voit mal, en effet, ce que désigne *“le produit qui est formé par )
facteur 7.

En fait, la **définition’® ci-dessus visée tombe en défaut non seule-
ment lorsque b désigne O mais déjd lorsque b désigne 1: qu'est-ce que
*“le produit qui est formé par 1 facteur a ' ? 1l est impossible d’éerire un
produit d’un seul facteur ! Mais il est trés génant que ““5! p’existe pas’”,
car I"écriture 5Y est bien utile dang certains cas. Bt méme 5% & son rdle &
jouer, alors “‘on conviemt que...””,

Les '*définitions’’ qui nécessitent des “conventions” ne sont pas
dignes de leur nom. Le méme sale tour nous est joué par 1a “*définition™
du produit de deux nombres & partir de ’addition : ““Sx 3 est la somme
qui est formée par 3 termes 5; d’une maniére générale, st ¢ et b sont
des naturels, ox b est la somme qui est formée par b termes a 7,

_ Comme précédemment, la *“définition” tombe en défaut Jorsque b
désigne 0 ou 1, Mais cette fois, ¢’en est trop: le fait que 0 soit &lément
absorbant et que | soit élément neutre pour la multiplication ne résulte
pas de la définition du produit de deux naturcls, mais d’une convention.
C'est scandateux !

Si on veut définir P comme un produit, il faut pouvoir éerire ce pro-
duit, et dans tous les cas.

Si on veut définit @ b comme wne somme, i fave pouvoir écrire
cette somme, 2t dans tous les cas,

Or Pexistence des éléments nevtres 0 €1 1 permet cette Soriture dans
tous les cas. Voici comment :

Si a et & désignent des narurels, alors
X b déstgne une somme qui contient | g désigne un produit qui contient

s destermes O, * des facteurs 1,

=hiermesa .. * b facteurs o .

Les termes 0 ct les facteurs 1 sont en nombre quelcongue (mails find
§’il est utile de je préciser 1) o1, comme s sont nexsires, on perr ne les
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écrire que lorsqu’ils sont indispensables, ¢’est-3-dire dans le cas on &
désigne 1 ou 0.

En particulier :

5%X3 = 04+0+54+5+5 §P = IX1X5X5%S
5X2 = 0+0+5+5 52 = IxX1X5%35
5x1 =0+0+5 Sl= Ix1x5

5x0 =0+0 5 = 1x%1

Ainsi, les propriétés de 1 et de 0 pour la multiplication et pour 1’¢xpo-
nentiation des naturels résultent bien des définitions et non de conven-
tions Qui sont, par nature, arbitraires {(pourquoi n’en a-t-on pas pris
d’autres ? Aprés tout, et, si tout n'est affaire que de convention, pourquoi
ne pas convenir que 0P existe ?)

Le naturel 0 ne présente aucun probléme particulier ;
OF = IXIXOX0X0;:0? = IXIx0x0:;0" = 1x1x0:0% = |x1.

Et voild: 0 = 1, d’aprés la définition (la honne: celle qui marche
dans tous les cas). A qui fera-t-on croire que 1 n’existe pas ? (c’est bien ce
que I'on affirme lorsqu'on dit ““0° n°existe pas’’ puisque 09=1).

11 ¥ a une autre maniére de définir a2 : ¢’est la maniére ensembliste :
ab est le cardinal de 'ensemble des applications dont 1a source est un
ensemble de cardinal & et dont le but est un ensemble de cardinal ¢ . En
particulier, 0 est le nombre d*applications dont la source et le but sont
vides. Or il y a une telle application et une seule : celle dont le graphe est
vide. Du point de vue ensembliste donc, et encore, 0°=1.

Rien n’est plus déplaisant que de voir enseigner des choses que I’on
sait fausses. Mais c’est sexlement déplaisant, donc sentimental ; autant
dire gue cela ne compte pas.

A y reparder de plus prés, les définitions ici proposées ont d'autres
avantages que celui de dénoncer une faute, Ces définitions sont extensi-
bles. Reprenons les trois lignes :

5%2 = 0+0+5+5 B =1xX1X5%5 02 =1Xx1x0x0
5x1 =0+0+5 Sl=Ix1x5 0l = 1x1x0
50 = 0+0 §t = 1x] 0 =1x1

Le passage d'une ligne a4 1a suivante se fait par la suppression d’un
terme 3, d'un facteur 5 ou d’un facteur 0. La suppression d’un terme 5
équivaut a la soustraction de 5 ou encore & I’addition de I'opposé de 5
(pour qui connait les entiers). La suppression d'un facteur 5 équivaut i la
division par 5 ou encore & la multiplication par I'inverse de 5 (c’est-a-dire

1

par 5 ou encore par 0,2). La suppression 4’un facteur 0 n’équivaut 3 rien

d’autre : on ne divise pas par 0; 0n’a pas d’inverse, on né peut le suppri-
mer la ot il n’est pas.
L’existence de I'opposé de 5 et de I'inverse de 5 permet de prolonger
les deux premi¢res colonnes. On ne peut prolonger la troisiéme :
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5x72 = 0+0+5+5 2 = IxIX5%3

§x1 = 0+0+8§ Dri- 5318t = xS DIX02
5x0 = 0+0 (=3[ 5% = Ixl o %02
SX{(—1) = 0+0+ (-9 R = P IwD,2 I x8,2

5X{—2) = 0+04{~-5)+(-5) 2(-5HI5%F = Ix1x0,2x9,2 2x82
De méme, onmontre: (=5 x 2 = 040+ (—533+{—5.

#

{-5x% 1t =0+0+(—5 I3
(~5x 0 =90+9 H S
(=5)x{~1) = 0+0+35 3
{(=5)1X{~2) = 04+0+5+5 3

Et [a fameuse “‘régle des signes™ n’est zinsi qu'une extension réfié-
chie d’une définition convenable.

Mais, dira-t-on, connait-on au moins en exemple d’utilisarion de
Péeriture 087' 11 faut répondre d’sbord gue méme si on n'en connaissait
pas, ce ne sernit pas une raison valable pour enseigner ie contraire de la
vérité, Bn putre, un tel exemple existe, Le voici:

R—R
xr—r$x—TX+ 3

 a une imapge par F, ot cette image est 3.

Or on enseigne, & juste fitre, que £ est 1a somme des applications-
monomes X Sx*  dedegrd 2, x +— ~Tx , de degré l et x - 3 de
degré B. C'est dire que, pour tout réel x (et on ne prend pas, 4 ce moment,
la précaution d'éliminer 0), —Tx = ~7xt et 3 = 3%,

Aucun probléme ne se pose sl on adopte pour définition de a? celle
it est icd proposée: IxX0® = Ix1.

Mais si on persiste 4 aifirmer *‘0f n'existe pas™, alers soyons *logi-
gues”’ avee nous-mémes jusqu’au bout et ayons ke courage de faire remar-
quer ;

““Attention ! pour tout x#0, 3=3x% puisque x®=1 . Mais pour x=0,
3 33 % 0 puisque " n"existe pas. Bien sir, s°1f exiseait, ce serait 1, puisque
Jidy=3 , mais nous ne pouvons en convendr ! Nous écrirons done ainsi

F:

Soit "application polynomiaie [

R— R
f 0 ””““_';'3
e, 81 X2 0 X b Sy Txt 4 30
Ainsi, au fond, on pose le “*principe’ gue voici :
“Lorsquon me donne 4 calculer x?, je distingue deux cas:
ayx#0, alors =1
b) x=90, alors, comme 0P n'existe pas, j’évite de 1"écrire, mais je dis
encore que c'est 17,
Cela fait penser & un sketch de Laurel i Hardy:

**1Les, voyageurs sgms bagage passent par la porte de gowche. Les voya-
geurs gver bagage passent aussi par la porie de gauche’’,
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