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les fiches cuisines
de tonton lulu

la recette du “‘kaprekar™(*)

par Jacques Lubczanski

Ingrédients : un nombre 3 guatre chiffres.

La recette originale :

« prenez vatre nombre et ordonnez ses chiffres du plus grand au plus
petit: vous obienez un nonveau nombre; il s*écrit ebed

* reprener votre nombre initial, ot, cetre foig, ordonnez ses chiffres
du plas petit au plus grand : vous obtenez encore v atre pombre,
qui s"écrit doba

® cffectuez la soustraction abcd — deba ; le résultat est vn nombre 2
guatre chiffres

* reprencr la recetie 4 son début, avec comune nombre initial le résul-
tat de la soustraction.

» Cefte recette ne s'arcée jamais, mais une sarprise vous atiend...

Le secret du chef ; (on comment épater la gaterie)

Tous les nombres auxguefs on appligue cette recette finissent, 16z ou
tard, par donner le méme résuitat, A savoir 6174,

Enfin, presgue tous.

(%) Cet sigorithme a 414 publié en 1949 par LR, KAPREXKAR, mahémazicien indien de
DEVLALL [l a 858 fait, entre ausres, obiet d'un artiele de Peniaming 1 par Mare
LTHARNAY.
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Il y a en effet dix *“cas pathologiques’”: ce sont les nombres qui
g’ écrivent eaaa, ¢t qui dopnent uo résultat nul (qui g écrit 0000).

Hormis ces dix originaux, tous les avtres perdent feur personnalité
pour devenir 6174, et ce, en huit “torrs™ au maximum.

Et si vous voulez en savoir plus..,

Regardons de plus prés le résultat de s soustraction :

- ;S Eﬁ avee axb2czdet a+d.

Effeciuons *'a la main’®
® g Gtd de &7 cane va pas, car g d
je fais: **g Bté de 10+ e jeretiens 1 ¢a fait 10+d~a
o “helftédec ;canevapas, car b+ i
je fais “b+ ! Stéde 10+ ¢ et je reviens 1: ¢a fait 9+¢—b
. & “c4 ] Bté de B supposons que ¢a va; ¢a fait bec-1
s ¢ Gié de ¢, ¢a fait - d

Si le résultat s”écrit ABCD, on a done les relations :
A= g-d D= 10+d—a
B=p-c—1 C=9%4+c—b

On remargue qu'on a toujours A+ D=10¢ef B+C=8,

Cen'est pas toujours vrai, car on g supposé bzc+ 1 ¢’esg-ddire b>¢.
Que se passe-1-i sl b=¢?

Bon ! On effectue ; abbd
~dbba

ABCD

* (‘a commence comme tou a Pheure: J3 = 10+ - g et je retiens 1.
* Puis: b+ 1 ftéde b’ non!
b+ 1 6té de 10+ 5" 1 ¢a fait 9 et je retiens 1.
» Encore A+ 1 616 de #”° : ca fait 9 et je retiens 1.
® Hafin “d4 1 Stéde g s cafat e~ d 1.

Pone A=ag-d-1 D= 19+d—a
B=9 £=9 IionaA+{ =9
En résumé:

Si le résultat de ka sousiraction abed — deba est ABCD:
¢ h o A+ = 10 B+C =8
*h = ¢ A+D =9 B=C =19

“*On est bien avaneé’’, me diront les uns, A quei ga sert'’ me crie-
roitt Les autres ! Du calme, ¢a vicat.

Si an veut prouver gue tous les nombres arrivent 4 6174 {sauf dix), il
faut en essayer 9990. 5i on remarque qu'il suffit d’essayer Ies nombires
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dont fes chiffres sont ordonnes, il en reste quand méme 705 {vérifiez-le &
vous ne me croyez pas ).

Si on a compris gu’au bout d'un “tour’’, tous les 9990 nombres arri-
vent sur ABCD avec A+ D= 10t B+ C=8o0uA+D =9t B=C=9
it n’y a plus que ces dernfers A essayer.

Combien v en a-t-il ?

Pas tant que ¢a: sl on ne compte qu'une fois ceux qui ont les mémes
chiffres, 4 Pordre prés, on en trouve 30, Les voici &crits aprés avoir
ordonné lewrs chiffres:

9810 8820 §730 2640 8550 9990
9711 8721 7731 7641 7551 9981
9621 8622 7632 6642 6552 9572
9331 8532 7533 6343 3553 9963
5441 8442 7443 H444 3544 9934

Kt essayer ces trente nombres, ga n'est pas 1a mer 4 boire, d’autamt
e le régultat d'un “tour™ est un autre de ces nombres.

Si, en plus, vous aver une ireniaine de spectateurs{!} de bonne
volonté...

Une remarque pour les puristes: on peut également faire une
démonstration abstraite en distinguant des cas selon les valeurs de 4, B, €
et L2,

1 ¥ a exactement {rente cas 3 distinguer !
Ca vous éonne?

Les calculs faits, on peut organiser les résultats en un arbre; par
¢xempie:

8550 9441 8442 7551

\ NS

9972 9954 8640 9531
| }
5544 8622 7731 5553 9‘990/ 6444 8721 ?6;2
~ /S
S)Bll 0 63543 \998 ! ?}43 6552
| ! ! N/

9621 8730 971t B820 9963

8532 1533 £642
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Chaque fléchs représente un *'tonr'’, ¢ est-A-dire une soustraction &
un ‘‘ordonnancement”’ du résuliar de la soustracton.

On constate que tous jes trente bombres “convergent”’ vers 7641, qui
se régéndre puisque 7641 ~ 1467 = 6174,

En gutre, it ¥ a ayu plus six “tours™ pour arriver & partir de ces frente
nombres, donc sept “‘tours’” & panir d"wn nombre quelcongue {ef huit si
on veut) areiver A 6174 dans cet ordre, comine résultat de la soustraction).

L'étude de cer algorithme est un bon théme d’activité marhématique
dans une classe: i"en ai fait l'expérience A différents nivesux (Seconds,
Termninale et... & PUniversité). a marche trés fort; & condition bien sir,
de laisser Ie temps de s'émerveiller, de poser des guestions, et de chercher.

E¢ pour ceux qui veunlent &€tre chef 2 Ja place du chef...

En fait, poer lgs extrémistes comme moi, arbre ci-dessus n’esi paz
complétement satisfaisant : il commence au deuxidme “‘tour”” ot les nom-
bres initianx n'y figurent pas.

D'accord, ¢a en fait beaucoup ! (995G ou 705 selon gu’ils sont ordon-
nés ou pas). Mais, au moins, on pourrait essayer de connaitre le “*poids”
de chaque branche, Pour pouveoir répondre par exemple 3 la gquestion:
“comtii:a‘:; de nombres arrivent 2 7641 en un ““towr™? en deux
“tours’’ %...

Pour cela, onn’a gudre le choix : il faudrait essayer tous les 705 nom-
bres, ou au mains lewr faire faire un *“torr”’, et compier ceux qui arrivent
sur 9810, sur 9711, ete..., sur 9954,

C'est un calcul béte et rép&itif,
idéal pour un ordinateur, )
“Hn'y a qu'd’’ &ablir un programme et le faire tourner,

C'est un bon exercice de programmation, et on 113 pas besoin d’une
grosse machine si on distingue :
les nombres gui 5'écrivent * gbod aves a>bre>d
* gahe
* gbbe
* ghoe
* gabb

* aaab
* ghbh

* gaaq
et si on ferit un progranmme pour chacun de ces cas.

A titre d’exemple, voici ce qu’on peut faire pour las nombres abed
il s*agit de compier combien de fois, aprés 1a premiére soustraction, on
obtient chacun des 25 résultats possibles ABCD aver A+ D = 10 et
B+Cw= &,

avec g h>e

avec g h
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On dimensionne donc un “‘fablean™ 3 25 c¢uses: appelonsde
{Z(N ;. 1,1,...,258. | faus associer & chaque valeur de f un des 25 résultats
possibles ABCD:

SLE = inf(4,D), Evariede 1 2 5.
Si F = inf(B,C), ¥ varie d80 & 4.

Et 1o connaissance de K et F détermine le résultat ABCD, gu'on

ordonne: par exemple E=2 ¢ F=3 zop (A,D) = {2,8) ou {8,2} &t
(B,C) = (3,5 ou (5,3} donc 8532.

It suffit de poser I = 5E+ F-4 pour établir une bijection entre les
ensembles {EFy {E=1,....5; F=0,... 4l et {f; I=1,2,... 25

Eafin, sachant que |
A=gq-d, B=bwec-1,C= 9+c &, D =1+d—a,

on peut proposer e programmie suivant gn BASIC:

. DIMZ 25

LFORa=3T09

LFOR D = 2TO a1

FORe = 1 TOB -

FORE = 03T0c¢c1
E = mf{fa~d, +d—a}

Femf{b-—e-1,94c-b)

AI=5E 4+ F -4

LD = Iy ¢ 1

. NEXTd

. NEXT c

.NEXTh .

.NEXT a

. END

Remarques:

» Ala fin de Pexécution, on met un programmse de lecture du tablean
Z ou on le Hit 3 la main.

» La fonction inf(x,») peut &tre obtetive par
: — X%y x- -
infix,y) 54+ __f.k * sgnfy—X)
On obtient ainsi les *fréquences®” d’apparition des 25 résultats possi-
bles en partant des 210 nombres & quatre chiffres distincts et ordonnés.

Sachant alors gue chacun de ces 218 nombres représenie 24 nombres
{dont les chiffres ne sont pas ordonnds), les ““fréquences’ trouvées peu-
vent étre multiplides par 24.

Pour chacun des types de résultats, on pent écrire Un programme
analogae (¢t méme plus simple) et noter les fréquences.,
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Notons que Je “poids” de chaque type est différent (le “‘poids’’ étant
ie nombre d’ordres possibles, une fois les chiffres fixés) : abod pése”™ 24
aahe, abe et abee “‘pésent’” chacun 12; gabb, aaab et abbd "“pisent” cha-
cus 4 et enfin agor “pise’ 1.

On poursa remarquer an pasage gue les types aboe et aabe conduisent
au méme tableau de fréquences : pourquoi?

On pevut aors redessiner Parbre, en indiquant {en petit et en dessoas)
Ie “‘poids” de chaque résultat ;

1089 3
i 11
i3] i
1152 1
i 3
108 z

o 1
w90

. ’Mals it est peut &ure plus intéressant de tenir compte de ta “circula-
tion’’ Ic long des branches de cet arbre : combien de nombres entre 0000 et
9999 Pagsent par chacune des branches, dans son périple vers 7641 - il
w'agit alors de fréquences *‘cumulées’ ; on peut essayer par exemple, de
représenter le phénomane par des lacs ef des cascades:

P
1

e L

St SR = St
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Chague lac a upe surface {3 peu prés) proportionnelle 4 la ““fré
quence cumutée’’ correspondante : le lac 7641 correspond & 9999, i lac
5544 4 30, le lae 8532 & 3910, etc...

Par contre, je n’al pas eu fe courage de représenter les cascades en
proportion !

il ne reste plus qu'a compléter le paysage par les éiéments de son
choix (arbres, mzisons....).

Enfin, pour terminer, si un lecteur a une meilleure idée de visualisa-
tion de ce phénoméne, gu'il ne se péne pas pour me la faire parvenir.
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