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sur la présentation de la dérivation
en premiére
par des animateurs de VIREM de¢ Poitiers(*}

1. Les idées derriére les mots

La dérivation donng la clé de trois grands problémes spparemment
disjoints ; vitesse instantanée, tangente, approximation locale ; mais Pidée
esseniticlle qui permet la résolution est colle-ci: la dérivée meswre une
varigtion instentarée, alors que le toux de varigtion mesure, ui, une
varigfiogn moyenne 'une grondeur sur un certgin intervalle {passage du
giobal au local : i.¢. une dérivée est la limite d'un taux de variation),

{Dany son livie “*Mathémstiques pour éléves-professewrs’®, G. GLAE-
SER déplore gque nos étudianis ne reconnaissent pas Ja dérivée dans
& autres domaines gie les mathématigues ; par exemipie, un débit instaon-
gané, un oolit marginal, un taux de natalité, etc... Les choses ont-elles
changs ? MNos éléves voient-its dans la dérivée autre chose quun moyen
pour étudicr les sens de variations 7 Ont-ils iidée décrite civdessus ? Le
taux de varistions est assez méconnu dans nos Programmes ; pourtant
dans beaucoup de domaines il a ud séns concret @ vitesse moyenne, débit
moyen, cofit moven de fabrication, ete. ; il fournit le premier exemple de
lindurisation globuale: sur un intervalle on rempiace la fonetion par sa
séeante).

2. Sar 1a présentation de la dérivée

Les programrmes et commentiaires incitent fortement & aborder la
dérivée par e probiéme de *approximation locale, et certains manuels
tendent A privilégier cet aspeet de la dérivation.

Cette présentation occulte I'idée essenticlle qu’une dérivée est 1a
limite d*up taux de variation, Bien siir on peut la retrouver ensuite, mais il
¢st certain que la présentation premitre est celle gui laissera l¢ plus de
traces,
1°/ Quot qu’il en soit le probiéme de ’approximution focale est somvent

miz} post

En effet, pour une fonction
continue en a, il est clair que toufe
drofte passant par A st une . ]
approdimation de f amiouy de o,
puisque si g est la fonction repré-
sentée par cetie droite, on a;

lim {f ~ g) = 0 Ra) o
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Le vrai probléme qui s¢ pose n'est done pas celui de la recherche
d’ane approximation locale, mais eclui de la meifleure approximation
locale ; et ¢’sst o8 probiéme 14 qui est Ie plus souvent passé sous silence ;
puisque, en général (du moins & travers les manuels), on écrif, par exem-
pig,avec flx¥ =23, xg= 1, fl+RY =14+ 2R+ MR =14+ 2h+ AE(R); et
on se contente da remargquer que {1 + 2&) est une approximation affine de
(1 + AP avec un “reste’’ de la forme 2 5 (M) ; et on généralise ; en réalité,
tant que {"on w’a pas démonird gu'il s'agit Id de ka meillewre approxima-
tion, on n'a ni rien posé, ni rien résolu.

Voir plus loin wne démonstraiion du résuitat suivant ; f dérivable (an
sens ; letaux de variation a une limite), équivant & / admet une meilleure
approximation affine locale, Cette démonstration nw’est pas 4 la poriée des
£ldves de premiére.

20/ La défigition gai résulte de I’approximation locale contient ane part
de mysidre (des affirmations d’existence souvent trounbiantes pour les
débnianis)

J défimie sur un intervalle | est dérivable en x; € 1 3i et seulement si
il existe une fonction § définie sur § — [x,] et im £ = 0, un réel A,
X

tels que ponr tout x € 1 ~ {xgf:
JO = flxg) + ix — x4 + (x ~ x5} B (x).

Mais pourquoi ne pas dire, dans ces conditions, qu'il a'existe sur
1 — Ixgb qu'un sewl candidat possible pour la fonction &; ¢’est la fone-
tion:

X b J — [ _ Aj; et dire gue lim & = 0, ¢’est dire précisément
E

X — X
. J(x) — flxg)
que A 2‘:1 (x r— TS %-H)

La définition ci-dessus n'est pas apérationnelle (hormis pour les
polynomes, cas exceptionnels) car si on veut trouver cette fonction € et
ce réel A, il est nécessaire de savoir gue si 4 existe, ¢’est néressairement 1a
limite en x, du taux de variations entre x et x;, ¢t que alors § existe péoes-
sairement : autrement dit dés que cette limite existe, & existe nécessaire-
ment: et nous wAvons en pratique {lorsque f n’est pas écrite de masiére
évidente sous la forme voulue) qu’a érudier I’ existence de la limite du taux
de variations, }

Pourquaoi tous ¢es détours, pour dire que f st dérivable en xy st e
taux de variations 1{x, X3} a8 une Kmite en x, 7
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3%/ Faire plus simplc

Poser e problémne de fa recherche de 1a vitesse instantanée (par exem-
ple), de la tangenie 4 une courbe qud fait bien comprendre deux choses
essentiglles qui sont & la base de Iidée de dérivée:

a) pourquoi on s’intéresse au taux de variation t(x, xg)
b) pourquoi i est nécessaire de passer a lu Himite.

Contraitement A ja présentation précédente, on résoud 13 véritable-
ment le probléme.

Pour arriver ensuite & "aspect approximation kate; on note & la
fonction x s  £(X, Xg} ~ F'{xg}, Qui es5t donc de limite nulle en x,; et
par simmple jew d’écriture, on obticnt alors le développement limité d"ordre
1, suivi de {ous les commentaires d'usage sur Fintérét d*une telle éeriture,

Cette présentation évite en putre de donner la définition la plus géné-
rale ¢'un développerment limité et ¢'est aussi bien ; dans certains manuels
on voit que sont définis des développements limités en des points extrémi-
iés d'intervailes, conirairement aux théories classigues ol Pusage est de
preadre le point & {fintériewr de Pintervalle; ces autewrs risquent de gros
ennuis au moment dc Ia composition de fonctions admettan un dévelop-
pement litnité: heureusement ¢ecl n'cst pas au programme, mais nutile
justemnent d'aller & e niveau, chercher d’autres développements limités
que ceux donnés par la dérivation.

3. Démonstiration de Déguivaience entre f dérivable et
J admet une meilleure approximation Jocale affine
I est un intervalle, x; € 1, f o5t une fonction définie sur 1. Pour sim-
plifier xy = 0 et f0) = 0.

fadmet une approximation affing en 0, si il existe une fonction affing
g telle quer Hm{f—g) =4, 8 gixy=ax+ b, ceci implique b =10, ot
o

lim £ = 0. Ainsi on pourrait aller plus viie en supposant f continue en @ ¢t
0

en disant alors que tome fonction affine g est une approximation de f en
i ; ce gue 'on sappose.

£ €t g4 étant affines, on dit que g, est meilleure approximation de f
que g, si il exisie un intervalle cuvert V de oenire 0 el que:

VXxE Vv 18} ~ A} £ |gdx)r ~ A

19/ On suppose gue f admet une meilleure approximation effine qui est
2(x) = ax; donc pour tout réel b, il existe un certain voisinage de 0, tel
Que Sur ¢e voisinage pointé:

48 g < (4 g
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Soft un réel ¢ > 0 prenons & = g + ¢ alors sur un voisinage pointé,
¥, de zéro, on a:

fir%w)-- ~al £ ifwg) - {a + ¢)! 4y
Aver b= g — ¢, AOUS AVONRS SUT uA veisinagé pointé, V", de zéro;
R | @

On en déduit que sur Yintersection des deux voisinages poiniés:

| i(g-l -aj < —5— et donc que f*(4) existe et vaut g, (Pour veir gette inéga-
lité, poser f%l
(1) dit que la distance de y 4 a est inférieure 4 ta distance de ¥y & (2 + #),

donc pestdans |~ o 4 + é—[, £,

= p, &t voir les vajleurs absolues comme une distance !

+— — ' — i
£ £

[¥ Rl s a T+ [ 2
2 2

2°/ Ou suppose que f st dérivable (tim (x .4.’%’5]_) = a).

Sl existe uvn réel b tel gue sur vn voisinage pointé ¥ de zéro, on a:
[ I%—)- - b} £ i%{l ~ g, par passage & 1a limite on dédvit que ¢ = b,
Aing gx} = ax est meilleure approximation affine de fen 0.

(*) 1. Bacte, R. Barra, J. Borawezvk, D. Gaud, F. Pimdesna, J.C. Thidaard.,

Nute de la rédaction

Cet article présenie un point de vue, On peif regretier lo favorn dont
les nufeurs parlent de Uautre préseniction de la dérivée et Uabsence de
tout lien entre les choix formels et les problématiques que Pon veut aite-
quer. De telles prises de position an! pour mérite de soutigner la diversité
des poinis de vue possible et douvrir un débat didactique toujours inté-
ressany.
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