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études

géométrie sphérigue .

géodésiques et loxodromies
{navigation aérienne ou maritime)

par Daniel Lehmann
Université de Lille

1. Intreduction

f.es géodésiques de fa sphére sont les ares de “grands cercles™, ¢’est.
#-dire les arcs des cercles obtenus comume intersection de s sphére avec un
plan diaméiral (i.e. passant par le cenire de la sphérg). Leur intérdt, ¢n
navigation, est de réaliser Je plus court chemin pour aller d’un point &
Fauire de 1a surface terrestre. Leur inconvénient est de couper les méri-
diens rencontrés zous un angle généralement variable, qui oblige ie navi-
gaceur voulant suivre une telle géodésigue & modifier constamment son
cap.

Les courbes qui coupent les méridiens sous un angle (v consiant
s'appellent les ““Joxpdromies’’, et sont évidemmen: plus faciles & suivre
par un navigatsur qui n’a gu’l maintenir toujours fe méme cap (abstrac-
tion faite des dérives dues aux vents ou anx ¢ourants). Seuls, les arcs de
cercle portés par wn méridien ou par I'équatenr sont A la fois géodésiques
et loxpdromiques. Les cercles paralléles (latitude constante) sont des loxo-
dromiss, mais non des gdodésiques {exception faite pour P'éguatenr).

{*} Angle dz 2 courbes sétantes @ oest Pamgle des tangenites an point d'imerdection.
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Nous verrons par exemple plus loin que la distance (géodésique) de Paris
{Roissy) 4 New Yoark (Kennedy airport) est de 5835 km, mais on doit par-
tir vers ¢ Nord Quest (cap 292° plus exactement, avec jes convéntions
précisées plus loin) et an afrive en navigonant vers e Sud Guest (cap 233°
phas exactement). Par contre, une navigation a cap constant devrait se
falre au 261°, avec un kiloméirage de $077 km, soit 242 ki =n plus.

Unie méthode de navigation permeitant de concilier les deux impéra-
tifs d'économie et de commaodité va consister & appracher la géodésique
par des trongons loxodromiques. Plus précisément, on va diviser la géo-
désique joignant un point M, dela terre & un autre M en # parties d"éga-

les longueurs m, M, m aver M, = M {nentier 2 I},
et 1a navigation se fera le long d’une loxodromie entre 2 points consécntifs
M; et M.,

Nous allons voir que l"équation différentielie qui donne les loxodro-
mies esi facile & intégrer, et gue tous les calculs de géodésiques ¢ de inxo-
dromies se laissent aisément programmer, Nous écrirons explicitement un
tel programme pour une T1-38, gl n’est pas loin des limiles de capacité
de Ia calcalatrice r ayant en effet besoin de 386 pas de programme, nous
serons contraints de n'utiliser que 10 mémoires (partition 399053, Bien
entendu, beanconp de résultais partiels devront dtre notés au fur of a
mesure sur le “journal d= navigation'”, parce qu’ensuite effacés afin que
les mémoires puissent étre réutilisées, La T59, dont la capacité est dou-
ble, permettrait une rédaction du programme un peu moins acrobatique
ou une mise ¢n mémoire des résultats suceessifs.
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¥J, Notations et conventions
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Uhilisons les conventions suivantes :
— les latitudes varient de —90° 4 +90°
(signe + pour les latitudes N
signe — pour les latitudes §),
— les longitudes varient de — 180 a «+ 180°
(signe + pour les fongitudes E
signe — pour les longifudes 'W),
— les caps vatient de 0° (N) 4 3607 {N)
en passant par 90° (E), 180° (8), 270° (W),
[H s"agit de caps géographiques (anghes avec le méridien), et non mapné-
tiques : les déclinaisons ne sont pas prises en compie.}

Notons A la latitude du point de départ M,,
8, 1 longitade dw point de départ M,,
A la latitude du point d'arrivée M,
¢ la longitude du point d'amivée M.
Soit D la distance géodésique de Mg & M, n un entier 2 1 8t M;
§i = 4,1, ..., n)les points qui divisent le segment géadﬁsiqaemm n

tmncmxsm {1 g i n)y d’Egales longueuss %— .

MNotons X; la latitude de M; g =A),

#; Iz longitude de M; (By=0),

8; lecap loxodromigue de M;_ ) 4 M,

3; 1alongueur de la loxodromie de M;.; A M,
{“"distance loxodromigue’ &; # %),

a; le cap géodésique en M,

On notera encore ; .
& € [0°, 180°] Pangle de vecteurs (OM,, OM).
¥ = L. € (0°, 180°] tes angles égaux (OM,_,, OM).
R la longucur {en km) du rayon terrestre (kX R = 20 000 km).

=L OM,, A OM (vecteur normal au plan de la géodésique joignant M,
a M, O désignant le centre de la terre),

pil
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. Onnotera : .

i le vecteur unitaire de ia demi-droite joignant O au point de latitude 0
sur e méridien de Gresnwich,

kie vecteur unitaire e la demi droite joignaat O au pdle Nord,

= KAl
* - * . - —

8i M désigne Ie point de latitude X et longitude 8, OM = R #,(.8

avec :

l

Sase]

#,0,8) = cosk a(@) + simh kK
o = cosd i + sind
21
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On posera encore :
wOLE) = Uy +90°,6)
Vi) = B(8+90%)

1. Formules utilisées et démonstration

D Calcul de @, %, D

cos® = < yh,00), (A8} > (produit scalaire) .
< coshg B} + sinky K, cos )\ 8H + sind k>

cos®P = Coshg cosh cos{f— Gy} + Simhy sink

H K

B = (Are cos (cos Bgey car & € {0, 150°]

) Cateul de T, et de oy
8 =000 0) ARG . .
= (coshg B(8) + simhg K} A (cosh H() + sinn )
= coshg cOsA SN0~k — sink coshe ¥ifs) + sink, cosh V).
Remplacant @) par — sini@—48y g + cos(B—6,) ¥(dy), on obtient :

d = xW0,, 6) + Y¥(8)
avee | X = cosh sin(®—8y)
Y = sinky cosk cos{f— @) — sink cosh,

d ¥: M;
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Bien évidenmunens, O ost encore pasilivemént golinéaire a
B0 A B0 = XWOL8) + YAO)

avee | X; = cosk sin{#—6)
Y; = sink; cosh cos{fi—~ 6, — sink cosk;

{}a courbe est orientée de M, vers M, et §; est fe vecieur unitaire tangent
orienté).

Le vectenr ynitaire tangent -}’,—_} en M; & la péodésique joignant My; A M
est positivement colindaire 4 G A w083 = ~ Yw0\.0) + Xp(0)

doi | oy = (w8, ) . N
avec Ja convention (w(x,0), v(#3) = + %"

{ce qui revient & définir orientation du plan tangent & la sphére en M)).

) Caicul de M; Q partir de M;._. |

Soit ¥ = ;}? $ = ((;lml;'i;,l, OM)) (angle de vecteurs compris entre
et 1B0°).
‘ On a alors :
l?;(lj,&;} = COs¥ 3‘(}.’7__ fe 9;... l] + zin ¥ ’—y:‘.. 1
= cos¥ W1, 9i_1) +
sin¥ {cosa;_ 1 Wik;_ 1,81} + sifay_1 V(B; 1)
Kiwy 901} + Eyoy %81} + 2K

Hi

aver K; 1 = cos¥ cosh;_y — s3in¥ cosa; . g sink;
Lij_y = sin¥ sinoj. ;
2i = cos¥ slnh;.. § + sin¥ cosag.. ; cOsh;. g

Soit NG = ;1 + YT + 7 K

avec X; = K; 4 C-Dsﬁf_} — Ly sind;_;
yyw= Kppsing;_ | + Ly ¢ cosby |

d'ol| % = (ATC sin 2dgeg € [~90%, +907)

et 8; = & (Arc ¢os c:ﬁx,-}d"ﬁ € {~180°, +180°%}

avec £ = +1 selon le signe de y;
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4) Calcul de §; et §;

Soit # —— Ruoy(u(0), #(0) une courbe différentiable sur la spbere terrestre :
da, dx = de

Tl ar w -+ & COSA ¥ fait, avec W, un angle 3(5 tel que
bz B = cosh x g/%, si%4z0
coig B(H = 0, si % = 0,
B € 16, 180°F si % >0
€ 1180°, 360°] s %% <0
B =~ 0 si‘a‘§=0m%’§>9
= 180° si%—‘;-m()et %m)

Les foxodromies de cap constant 3 sont donc les solutions de I'équa-
tion différentielle df = tgﬁ d)‘ (en dehors des pbles) sicotg 8 + ©

(dy = Osicorg f = 0, d’oﬁ, par intégration, la loxodromic de cap
constant B; passant par M;_; :

"y - 1 +sin} COSA;_ ¢ : -
(B—8i_1}ea = 18 X LOg [ oo o S sicotgld; = O

| 2D VI sicotg ﬁ} =49, (cercle paralléle de latitade constante)

On en déduit, pour que cette loxodromie passe par M;(0;,8,), le calcul
de 8;:

. -
188; = (8;— 8- dep % fgb x I:Log (l ’+~+sisl":;&?:1 x c?:?&i—j IJ]
LI NI 3 VI

cotgf; = O, si A= Ao

avee en QULIe

ﬁg L= 10,180"{ si 3; > Qg_i,

g J180°,360°] st 8 < g;_*x,
B =0° 8 6= fen N2 At
= 186° si B o= B, A< R

4
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L& vecteur vitesse & la courbe t +>R i {x{7),0(!)) a une norme égale
3 RJNT+costh 872,
Pour une loxodromie de cap constant §; ,

f cosh=tg8; k7, sicos@y0 (A =0 si consF=0),
1a norme du vecteur vitesse est Sgale &

Ri c‘:‘s‘(ﬁ;w| Si msﬁﬁﬁo (R iwgki . Fe:i Si Cﬂsﬁia(})'
On en déduis
‘ {ai}km ] 10;)0 » I 06:“"}*5—[)% 5 CQS‘S;*O ,

|

cos 8;
= l%@ X |cos MR (B~ By deg | S0 GOSB=0 .

1V « Rédaction du programme pour TE-38 ou T1.59
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Utiliser 1a partition 399-09 pour la TI-38 ou toute partition de 399-79
a §79-09 pour la T1.538.
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¥ - Utilisation du programme

- Latitudes et longitudes sont écrites en degrés et minutes sous Ia forme
ddd.mm {signe + pour latitudes N ot longitudes E ; signe — pour
latitudes S et longitudes W).

— Les distances sont écrites en k.

— Les caps sont donnds de 0° a 360°.

1} Entrde des donndey de Mg et M
Afficher Ay ; presser A
b R/S
1Y R/S
8 R/S

2y Calcsd de D et eniréde de n

Presser B - D affiche en km
Entrer »n presser R/S

iy
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& 2} Caicut de la novigation
Presser successiverment € - affichage de oy

R/8 s A
R/S * 8,
ws e 5‘
R‘/s L] 63
R/S * oy
R/S » @i
R/S " A
8/8 & 8;
R/S ” B
R/S " &
R/S ” o
R/S ” Bn
VI - Exemples
1} De Paris Roissy {49°02'N| 3 New York JFK (40"38'N avec n=>%
2°35'E |73°50° W
3
D = 5835um E & = 5845,  D/n = 11669
i=1
o Ry & Bi &
3 o L L Q r
M, (Parisy | 292 49°02 +2°35 556 | 116 I
M, 279° | 519510 1326 |t
M 2w6° | 520197 -30°27 1169'4
M, 2530 | 027 4700 e
LM, 242° | 46°16°  —61°36" |— oo 1168'0
{ My {New York) 40°38° —73°50° .
2} Mémg trajet Paris-New York avec n=1
distance distance
& LY, & B; oxodro- | géodésigque
e B
Paris Roissy [ 292° | 49°02° 1 2°35°
1261° 7
New York s0°387 | —maespe 1200 | 0TTkem | 383k
JFK

30
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3} Autres exemples avec n=1

distance distance

o; ¥, 8 a; loxodro- | géodésique
mique §; D
Calais Mark | 162° | SD°58" | 17587/
164° 872 % 2
Marseille 43026 | §°12° f km | 8720k
Marignane
grest 858% 3 4B°26" | —4°25°
Guipavas 89° BE7 5k | 886,65,
Strasbourg 48°327 {4+ 1°38"
Enpzheim

Remargue ; sur 1e (rajet presque N5, loxodromie et géodésique sont
plus proches Pune de Pawtre que sur le trajet W.E. 2 la latitude non
négligeable de la France.
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