de la recherche jusqu’a nos classes :
représentation diophantienne
des nombres de Fibonacci

par Roger Cuculiére
Lycée Carnot, Paris

Dans le tivre de Franpois le Lipnngis ¢f Jean Brette consacré aux
nombres remarguables [49%, on voit appargitre en page 146 je polynome
-+ 2+ P - 208 — it - 2
qui présente lg particularité suivante : lorsque x et y décrivent Pensem-
ble N des entiers naturets, Pensemble des valeurs non-nsgaitves de ce
polynome est exgctement ensemble des termes de la suite de Fibonacci,

Rappelons gue cetle suite est définie par: Fp = 0, F; = 1 et, pour
nzl, Fp = Fo_; + Fy_3, o qi'elle posséde un grand nombre de pro-
priéiés fvoir par exemple {11 et {3).}

Dans cet article, nous voudrions refracer I'Ristoire de ce résultat et en
donner ung démensération acecessible aux clusses de Terminaile.
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1. Le dixiéme probléme de Hilbert et sa solution

Tout est parti du 2¢ Congrés International des Mathématiciens tenu 4
Paris en 1900, ot David Hilbert énonga vingt-trois grands problémes qu’il
jugeait essentiels pour le développement des mathématiques ([6]).

Le dixiéme de ces problémes s’énongait ainsi : “De fa possibilité de
résoudre une équation de Diophante. On donne une équation de Dio-
phante 4 un nombre quelcongue d’inconnues et 4 coefficients entiers
rationnels. On demande de trouver une méthode par laguelle, au moyen
d’un nombre fini d’opérations, on powurra distinguer si l'éguation est
résoluble en nombres entiers rationnels”’.

Une ““équation de Dicphante’’ ou “‘équation diophantienne’’, ¢’est
justement une équation que I'on se propose de résoudre en nombres
entiers (ou en nombres rationnels).

11 a fallu arriver en 1970 pour que ce probléme regoive sa solution,
avec les travaux du mathématicien soviétique Yuri Matijasevit, 11 n’est
pas dans notre propos d’exposer en détail cette solution, que I’on trou-
vera dans [3], mais nous pouvons tout de méme en donner une idée. 11
faut pour cela poser trois définitions.

8i P(ay, a;..., &y X1, X3, ... Xpy) €5t un polyndme a coefficients entiers
par rapport aux variables a,, a,, ... @y, X1, Xz, ... Xz, ON peut considérer
que I’équation diophantienne

Py @2 .. @y Xy X on Xy = 0

définit I’ensemble des m-uplets (ay, a,, ... ay) pour lesquels cette équation
admei au moins une solution en entiers raturels (@), ay.... ay sont les
paramétres, et Xy, X, ...X, les inconnues). Tout ensemble que I'on peut
définir ainsi est dit diophantien.

Un ensemble de m-uplets d’entiers naturels sera dit récursivement
énumérabie <’il existe un algorithme bien défini pour dresser une liste des
€léments de cet ensemble.

1l n’est pas trop malaisé de montrer que tout ensemble diophantien
est récursivement énumérable car I’égquation diophantienne qui le définit
fournit assez rapidement 1"algorithme désiré.

Mais ce qui est moins immédiat, et qui constitue le principal théo-
réme de Matijasevil, c’est la réciproqgue, en vertu de laquelle fes ensem-
bles diophantiens sont /es ensembles récursivement énumérables.

Une partie S de N est calculable s'il existe un algorithme permettant
de déterminer en un nombre fini d'opérations si un entier naturel arbi-
traire est élément de S, On peut montrer que S est calculable si et seule-
ment 5i 8§ et M—8 sont récursivernent énumérables.

Or, un résultat fondamentai de la théorie des algorithmes dit qu'il
existe une partie K de N qui est récursivement énumérable sans étre calcu-
lable. Ce théoréme donne donc la réponse au dixiéme probléme de Hil-
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bert, une réponse négative. Car cette partie K de N est diophantienne,
dong¢ elle admet une définition diophantictne de ia forme P{a, x,... X =0,
¢’est-3-dire que K est Pensemble des valeurs du paraméire @ pour lesquel-
leg cette équation adinet des solutions en entiers naturels. Mais puisque K
n'est pas calculable, il n'existe dong pas d’algorithme permettant de véri-
fier 5i cetie équation a des solutions pour certaines valeurs de 4.

Voild gqui régle le cas des dquations diophantiennes polyaomiales. On
tropvera dans [3] des considérations analogues concernant les équations
diophantiennes exponentielles.

1. Représentation diophantienne d’un ensemble diophantien

{e résuitat négatif ne cidt pas la question, car les recherches autonr
de ce sujet ont produit des résultats auxiliaires (rés intéressants. En 1960,
américain Hilary Putnam a formulé vne remarque qui permet de dé-
finir les ensembles diophantiens &’une maniére particulicrement frap-
pante. Si § est Pensemble des entiers naturels o pour lesquels 'éqguation
P{a.xy.X5... 03 =0 admet sy moins une solution en entiers naturels, on

pose :
QUL Xy Xy X = (0 4+ DA = PO, Xy, P~ L

On vérifie rapidement que 8 est Pensemble des valeurs positives ou
nuifes prises par le polynome @ lorsque ¥, x,, Xp ... X, décrivent N. On dit
gue ce polynome Q constitue une représemtation diophantienne de
Pensemble S.

Or, il faut remarquer gue les ensembles d’entiers naturels dont on
s’occupe ordinairement en Théorie des nombres sont e général récursive-
ment énumérables. Tels sont par exemple les nombres premiers ou les
nambres de Fibonacel, 1 résulte du théoréme principal de Matijasevi¥ que
ces ensembles sont diophantiens et la remarque de Hilary Putnam nous
assare qu’ils admettent une représentalion diophantienne, Une démons-
tration jongue et astucieuse permet de construire une tefle représentation
pour Pensemble des nombres premiers » c'est un polynome de degré 25 2
26 variables, &b & américain James P. Jones (1976). Le voici a titre de
curiosied :

4+l ~{fwz+h+3—-aq* + [(gk+2g+k+1)» (h+j+h—z2§

+ H6K+1)? » (k+2n+ 1)

+i-f24 n+prg+z—eli+ {ee(e+ Defn+ 2+ 1 -0+

@~ 1y + 1~ X7

+ [16rfyhaiad — 13+ 1 - 0f2 + {2 + v¥s(u2— 2}~ Dirfn+ &y + | —{x+ cuf?
+ (@1 +1-mP+ [ai+k+1-0~i2+ Im+f4v—y)2+
fp+Ha-—n~1)

+ b(2an+2a- pf~2n—2D-m)*+ {g+vla-p- D+

s+ (2ap+ 23~ p - 2p - ) ~x]!

+ {z+pia—p)+ t{lap - p? — 1)~ pm]2y
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Des variables au nombre deo 26, cela tombe bien pour les appeler
ab.c....z ! Regardez ce polynome, &t dites-vous bien gque Uensemble des
valeurs positives qu'il prend lorsgue ses 26 variabies décrivent N est exec-
fement Vensermable des nombres premicrs. .. Et i commence par le facteur
(k+2): &range, non ?

Ce qui est difficile dans le cas des nombres premiers, et gui donne aun
résultat ce caracidre si gigantesque, ¢’est de rendre effectif ke théoréme de
Matijasevi¥, c’est-A-dire de passer effectivernent du caractbre récursive-
ment énomérable de cet ensemble 4 son caraciére diophantien : if est aisé
de présenter un algorithme fournissant fa liste des nombres premiers,
mais il ’est moins d'en déduire une condition de primalité s'exprimant en
termes d’équations diophantiennes polynomiales. C'est pourtant ce qu'a
réussi J.-P. Jones {powr le détail de la démonstration, voir [8]).

Le cas de Pensemble ¥ des nombres de Fibonacei esi beaucoup plus
facile car leur définition diophantienne est beaucoup plus simple, ¢t con-
nue depuis longiemps. Elle découle du :

Théortme de Lucas (1876) :

Les solutiony en nowbres entiers naturels de Péguation diophantienne
{x¥ 4+ xp ~ A = | sont exacterient les couples (%)) = (Fp.. , Fo} avec
r>1, plus fe conple (1,0),

Vaici done une définition diophantienne de ¥ :
2 +xyr—¥ir-1=0
Si nous lui appliguons ia remarque de H. Puiman, nous ¢0 déduirons la
représentstion diophantienne suivante :
O+ DA - (4 xy - PP - L,

un polynome de degeé 9 4 2 variables,

Mais J.-P. Jonies a fait mieux, it a trouvé le polynome de degré 542
variables par lequel nous avons comnendéd cet article :
Qx,») = ~¥ + 2% + yo? — 2703 — Wx* - 2), publié dans [7].

Observons que Qx,3) = %2 — (@ + x¥ — »)¥]. Sous cette forme, il
apparaft gue ce polynome vérifie [a propriété mnoncée ; QIN,NINN = F |

Démonseration ! Si Pon a z = 4x,¥) avec X, y,2 entiers naturels, ou
bicn yest nul ¢t z aussi, et c’est terminé puisque O€ F ; ou bien y>» 0, ce
qui mplique : 2 — (A +xy— P20, Pour cela, deux possibilités:
K+ oxy — F = 0o0u |X+xy—32f = 1. Dans le premier ¢as, i vient
x = y = (parce gue xet ¥ sont entiers, d'ott 7 = 0EF _ Dans le second
cas, x ¢t ¥ sont des nombres de Fibonacci d*aprés le théoréme de Lucas et
Vona:i g =yEF .

Réciproguement, twut nombre de Fibopacci st atteint car
QLFn—.h Fa) = Fn-
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Remarquons que y doit étre un entier raturel ; s'il est négatif, Q{x,y)
peut é&tre positif sans 8tre un nombre de Fibonacci (exemple
Q(1,—2) = 46). On a en fait : Q(Z,N)NN =F |

Il reste 2 démontrer le théoréme de Lucas. Dans [7], J.P. Jones le fait
par récurrence, mais nous allons procéder différemment.

3. Une démonstration do théortme de Lucas
On pose o = 1+T‘J5- et g = 1;2‘5- ; ce sont les zéros du polynome

X?— X -1, qui intefviennent trés souvent dans la théorie des nombres de
Fibonacci. Le réel « est le célébre Nombre d’Or. On a: a+8 = 1 et
eff = —1. On considére I'ensemble A = x+ya/xEZLYEZ}.

Puisque ¢ = l+a@ et que B = 1 —a, les nombres a? et 8 sont des
éléments de A, et A est un sous-anneau de R. 8i xeZ et yeZ, alors
x+yScA.

On dit que x + 38 est le conjugué de x + yor. L'application ¢ de A dans
A définie par o(x+ya) = x+y8 est un autemorphisme involurif de
I’annean A. On peut poser, si zEA, #(2) = Z.

Siz = X+ ya, avec xEZ et yEZ, on appelle norme de z le nombre
N7 = 17 = (x+ya)x+38) = x¥*+xy—)* : on voit déjad poindre un
certain rapport avec la question posée. S5i zEA et Z'€A, on a :
Nzz") = NM2NEZ').

Nous allons chercher & déterminer I'ensemble U des éléments de A
qui possédent un inverse, lui aussi élément de A. C’est un groupe multipli-
catif que ’on appelle le groupe des unitéds de A.

Il est clair que U est précisément ’ensemble des zEA tels que
|M(z)| = 1. En effet, si M(z) = +1, cela signifie que 27 = +1 et donc

que % = =+ 7, qui est élément de A. Réciproquement, si zEU, il existe
' €A tel que zz° = 1. Il en résulte N{gNyz') = Nizz') = N1) = 1 at
puisque Nfz) ef Nfz") sont éléments de Z, ceci conduit a Nfg) = x1.

Dire que z=x+ya, avec x& Z et yE Z, est élément de U, c’est done
dire que |x*+xy—»*| = 1, et nous cherchons justement les x et y entiers
vérifiant cette équation.

Ce probléme posséde une interprétation géométrique intéressante,
puisqu’il s’agit de déterminer les points 4 coordonnées enti€res situés sur
les hyperboles H, et H; d’équations : x*+xy—32 = —1 et
xt+xy—3* = 1. (Voir figure).

Pour caractériser U, nous démontrerons successivement trois propo-
sitions :

Proposition 1: 8i ¥ = UNJ1,+ oo, alors o est Je plus petit Gément de V.
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Démonstreation : Si z=x+ yo, avee xEZL et y &7, est élément de V, ona
{x*+xy~y*| = 1etx+ya>]. Lepoint M de conrdonnées (x, y) est situé
ala fois sur la réunion des hyperboles Hy ¢t H, et dans ke demi-plan ouvert
supérieur limité par la droite A d'éguation x+ya = [. Cette droite A
compe les hyperboles en deux points B & C de coordonnses respeciives

aoea- ¥, 55

Mix, ¥) répondant & la question 2 ses coordonnédes qui vérifient ;
e , ¥ > 0. Et si de plus x et y sont eantiers, ceci implique : x2 0,y » 1
d'oll z = x+ya 2 a, CQED. '

—== ). ©m voit sur la figure ci-contre que towt point

Cenx qui seraient froissés par ce recours A une figure géométrique
peuvent noter que la condition |2+ xy— y*| =1 s*écrit ausst :
jx+ya|. |x+pF| =1, et que les deux conditions reguises impliguent
donc: x+ ya> 1 €t |:r+ ¥B1 <1, ce qui peut & ailleurs 2re encore repré-
seaté graphiquement & Iaide d’un régionnement du plan par des droites.
ils montreront par un simple caleul que x+ ya>let x+ yﬁ <t impliguent

y>0, puisquex+ya>1 et x+y8> ~ | impliquent x > — Bﬁ 1,"5__.'7
{ne pas opblier que o est positif et 8 négatif...}.

Proposition 2: ¥V = [oft; n€N*).,

IMdmonstraiion ; il est évident que, si 7€ N*, alors o € L] parce que
U est un groupe multiplicatif et a>» ) ; done ar €V,

Riéciproguement, soit zEV. Puisqgue 221, il exaste 26 N* {unique)
tel que a“$z<ntﬂ+i {prendre pour n la partie entiére de il-gﬁﬁ ). Hen
résulie: i s; = <a Puisque 2 ef o sont éléments du groupe muitiplicatif

U, il en est de méme de azi . 5i'on avait ﬁ = 1, cela entratnerait done
Zev,don az'i 2 o d’aprés la proposition 1. Mais ceci n'est pas vrai,

roxlt L =
d’ot pic” = 1 ¢t 2 = af, CQFD,

Froposition 3: povrteut nEN*, 0% = F, 4 + Fr o
Ddmorsiration : TECUITSRCE SUT ...

A ce stade, on observera que le théordme de Lucas est démontré : si
I'ona |x*+xy~y¥| =l avec xEN et yEN*, glors z = x+ yo est élément
deV, dou:xt+ya=z=an=F, y+ Fa,ctenfin:x=F,_ |, y= F,

k1]
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Réciproguement,
Fp_ i} + Fp 1Fp— F# = N(Fp_y + Fpo) = Ma®) = (Nla)® = (- 1)

Si Pon vent en finir aves le groupe 1J, en peut monirer sang mal que
son sous-groupe U, = U MR, n’est autre que (of/n& 2} ot en déduire
immédiatement que U = [z a?/acZ].

4, Dans nos classes

H semble queg notis soyons ici 3 cant lieues de nos classes. Mais en
fait, nous n'en sommes pas 5 loin, car si tout cela fonctionne, il y a des
raisons.

MNous avens procédé & une extension du corps Q en lud adjoignant un
élément & qui n"appartient pas 3 (), mais gui est un zéro d'un polynome &
coefficients rationnels; X2— X'—1. Rajouter ¢ ne suffit pas; il fant
¢neore rajouter tous les éléments propres 4 constituer un nouveau corps
X = [x+yu/x€Q, y€4Q), extension de Q puisque ¢’¢st un corps conte-
nant ), extension quadratigue parce que ¢, e aved lui tout dément de K,
est un zéro 'un polynome a coefficients rationnels, du second degré. On
pose K = (o), et au fond, ce que I'on a fait ressemble beaucoup au pas-
sage du corps B au corps C, qui n’est autre que R{/}. Dans K, le conjugué
de o est 8, comme dans C celad de § est — i, ou cehui de f est . La norme
dans K ressemble aussi 4 la norme dans C: M@} = i = |z|% Le corps des
complexes est un autre exemple d'extension, un exemnple connu de nos éle-
ves, et celui que nous étudions el est fout aussi fécond. Ay paragraphe 3,
on ne considére pas X tout entier, mais sculement 1'anncau A des entiers
de X, que I’on note aussi A = Z{n]. En remplacant o par i, /, /2 ou autre,
on pent de méme consiruire d'auires anneaux entiers quadratiques, tout
aussi intérassants, tout sussi accessibles, et dont P étude fournit aussi cer-
taisies propriétés des entiers naturels.

Pour en saveir plus, voir [103, {11] et surtour [12].

La démonstration que nous venons de voir ne fai¢ intervenir aucun
thépréme bien profond, aucun Deus ex Machina. Elle peut &tre comprise
par un &féve de Terminale. Mieux, on peut la lui faire trouver en fabri-
guant un probléme en plusieurs guestions qui reproduise i plan de ceite
démonstration.

Ceux gui s'intéressent aux “‘vrais problémes’”, aux problémes bruts,
fagon Rallyes ou Olympiades, ont parfois tendance 4 mépriser les problé-
mes iraditionnels en plusieurs questions. Bt 1'on doit observer que fe trisie
speciacle de beaucoup de ces énoncés tendrant A leur donner raison. Mais
n0us tenons ici un moyen de réhabititer e “‘probléme en questions’’, qui
se 1&gitime lorsqu’il devient un vrai probléme, présentant une unité ef un
but, ¢t qui a &€ partagé en sous-problémes {guestions) afin de je rendre
accessibie. Micux, ceci peut fournir un miodéle d'analyse propre & inciter
les Eldves A metire en Geuvee eux-mémes un partage analogue lorsqu’ils
ont affaire 4 un probléme brut {sur ¢e sujet, voir [2]). .
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L4 démarche ici mise en ceuvre est moderne & plus d’un titre.
Dabord, nous utilisons larpenent les concepts de Palgébre dite moderne,
¢last-d-clire les structures tefles qu’anneanx ¢t corps. Nous ne les utifisons
pas pour slles-némes, pour imposer A pos &léves des lstes d’axiomes &
&udier, mais pour résoudre un probiéme, un simple probléme concernant
les bons vieux nombres entiers naturels. Ensuite, dans le cours de notre
résolution de ce probléme, noues utilisons des notions appartenant & des
domaines mathémartiques divers: géométrie et méme analyse. Le lecteur
intéressé trouvera un exemple analogue dans {41, p. 128: e probléme du
Bacealsuréat C posé 4 Bordeaus en 1978 portait sur ’anneav Zj/Z] pré-
senté sous forme matricielle (comme naguére les complexes) et utilisé
pour résoudre dans Z Péquation |- 22 = 1,

Cette liberté de méthode est sans doute Ia principale caractéristique
de la modernité en mathématiques depuis Gauss. Ainsi, ce modeste exem-
ple donne une idée de 'unité de noire disciplineg, et des raisons gque nous
avons de la présenter aujourd'hud auv singulier.

Enfin, un tel probléme relié A ses origines telies que nous lgs avons
décrites, permet d'évoquer I aventure mathématique, ce combat constant
pour faire reculer Pincontig. Ce n'est pas tous les jours giae nous pouvons
exposer un rézultat récent 4 nos éldves : celvi-ci, qui date seulement de
1975, aidera peut-Eire & convaincre les sceptigues qui crojent gu'en
mathématiques, tout a déja été trouvé, Présenter des problémes, les faire
résoudre, relater leur histoire, tout cela perinet dé restituer A la mathéma-
tique cette dimension hurnaine et culturelle dont 1'opinion commune se
refuse souvent A la créditer. Bien entendu, ceci exige des éléves capables et
désireux de se préter au jeu ; mais ¢’est 14 une anire question.
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