
A propos de la notion de limite 
en classe de Première S (et au-déJà) 
par D. LAZET, lREM de Bordeaux 

I. Introduction (ou  ne  pas  se  tromper d'objectif) 
Les commentaires officiels des nouveaux programmes  de P remière S 

invitent à modifier quelque peu  la défini tion de la  notion de limite en un 
point  pour une  fo nction de  R vers  R.  Cette nouvelle définition demande 
aux  enseignants  de  changer  certaines  de  leurs  habitudes.  Mais  s'agit­il 
d' un  changement  pour  le  plaisir  de  changer ?  En  toute  modestie  je 
m 'efforcerai  de montrer  que cette  nouvelle  présentation rend  le  concept 
de limite plus adéquat au traitement des grands problèmes où il intervient , 
qu'elle permet d 'éviter certains écueils dans  l'util isation du concept , et de 
donner plus de clarté et de justesse à  la distinction entre situations patho­
logiques et non pathologiques (dans le domaine du Calcul infinitésimal). 

L'objet de ces quelques pages est donc l'aspect qualitat if de la notion 
de limite. Pour autant, on ne doit pas perdre de vue que c' est là l'aspect 
secondaire de la notion. En effet: 

- Il est indispensable de fixer une définition abstraite et rigoureuse 
du concept de limite en un point. Cette définition permettant de montrer 
que certaines fonctions de référence ont pour limite 0 en O. Les autres 
fonctions s' étudiant le plus souvent par comparaison à celles-ci (d 'où 
l'importance du bon maniement des inégalités). 

- Mais ce concept qualitatif n'est pas une fin en soi, il est un outil 
dont le champ naturel d 'intervention est essentiellement celui des p roblè­
mes d'app roximation . II permet à l'intérieur de ces problèmes de classifier 
les phénomènes rencontrés, il fournit un langage approprié et clair grâce 
auquel on peut cataloguer les comportements qualitatifs des êtres mathé­
maliques étudiés . Cependant le problème d 'approx imation est loin d 'être 
achevé lorsque cette classi fication est faite. Ce qui prime en analyse classi­
que, ce sont les questions de précision, ordre de grandeur, croissances 
comparées; les activités proposées aux élèves do ivent donc largement 
inclure ce type de préoccupations, et les nouveaux programmes insisten t 
nettement sur ce point. Ne poser aux élèves que des questions sur les limi­
tes se résolvant algori thmiquement et globalement par l' utilisation de 
théorèmes-outils, c' est faire de l'algèbre, c'est masquer l' environnement 
naturel qui est celui de ce concept en mathématique. Il y a là une déviation 
sem blable à celle qui consiste, concernant l'intégration, à ne proposer que 
des exercices se ramenant à des calculs de primitives. 

Notations: sil est une fonction de R vers R, on note Df son ensem­
ble de définition . Si a est un élément de R, on note iJ(a) l 'ensemble des voi­
sinages de a, et V(a) un élément quelconque de iJ(a)' 
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ll. Deux remarques préliminaires : 
1)  La  topologie  de R  n 'est  pas  une  simple  topologie d 'e pace métri -

que , c'est une topologie liée à la  relation d 'ordre . Et la concept ion "intui-
tive" de la notion "x tend vers a" ti  nt compte, plus ou moins consciem-
ment,  de  ce  fa il  :  l 'im age  mentale  d'un mobile  se  déplaçant  vers  a nous 
suggère une approche de a par la droite ou par la gauch  . Ainsi, pour un 
fonction  de R  vers  R, il  convient  de d isti nguer  la  notion  de  limite en  un 
point,  qui  se  rattache à  la notion générale de  limite  pour une applica tion 
entre espaces  topologiques,  et les no tions de limite  à  droite et de limite à 
gauche qui  relèv  n t d' une  structure  plus  riche,  celle  de  l' ord re. 

2) La  notion  centrale  dans  la  théorie  des  fonctions  défi nies  sur  un 
espace  topologique  est  celle  de  cont inuité.  (Les  applications  continues 
som les  morphismes de la catégorie  des espaces  topologiques) . Les  appli-
cations continues sont notamment impOrlantes parce que, sur des  parties 
topologiquement  intéressantes  (compactes,  connexes, . .. ) ,  elles  ont  des 
propriétés  remarquables,  et elles conserven t aux  images de ces  parties  les 
mêmes caractères.  En ce  sens,  pour  une  fonction f de R vers  R, c'est  en 
sachant que f est  continue  sur un  intervalle  r que  je pourrai  exploiter  la 
richesse potentielle du concept  de continuité; tandis que, de  ce point de 
vue, savoir quefest continue en a est un  l'en  eignement quasiment stéri le. 
La  continu ité  en  un point  est  une  simple  p ropriété  de  limite. 

nI. Extraits des programmes de Première S 
et des commentaires officiels : 

• Programmes 

"II c)  Limite d' une fonction en un point  : on commencera par le cas de la 
limit  0 au point 0; on définira  lim  f(x) = 0 par  lim  f(a + h) = 0 

x- a h - O 
on dira que eest limite de la fonction f  au  point a si   lim  (f(x) -e) = 0" . 

x-a 
• Commentaires : 

"Il c) On adoptera  la  défin ition  suivanre  : soit  E  un intervalle,  ou  une 
réuni on de deux interval les choisi(s) de  façon que E  U  {O)  soit un 
in tervalle . Si f est une application de E dans R, on dira que f admet 
la  limite 0 en 0  (ou que f(x) tend  vers 0 avec x) si  et  seulement si  : 

(Ve  E ｒＮｾ＠ (3 1'/  E  a..j [(x E  E  et  jx j <11) => (j f {x)j <8)] 

On  notera  que  l'inégalité  jxj <11 a  remplacé  l'inégali té 0 <  jx j < 11 
qu i  prévalait  dans  l'usage  antéri eur.  Une  limi te  en  0  à  gauch 
(resp.  :  à  droite)  est  la  limite  de  la  restriction  à  E n ｾ (resp . 
En a..j[ ... ] 
Il résulte de là que, si une f onction est définie au point a, elle n 'a 
de limite en ce point que si elle est continue en ce point

1 [  Iim  f {x) = f(a)} " 
x -a 
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IV. Commentaires sur ces extraits : 
Il y a dans les programmes et les commentaires officiels deux points à 

souligner. 

1)  Si  d ans  les  commentaires officiels on considère que  le mot  " in ter­
valle" signifie " intervalle non réduit à un point" , alors il découle des 
commentaires que, pour que le problème de la limite de f en a ait un sens, 
il faut qu ' une condition préalable soit réalisée, à savoir: 

III xisteetE R: tel que:oubien la- et,a+et[ n (DfU [al)= ]a -et,a+et[ 
o u bien ja-et, a+et[ n (Df U [a)) = ja- et , al 
ou bien la - et, a + et[ n (Df U (al) = [a, a + et[ 

Autrement dit, au voisinage de a, l'ensemble de définition de f 
répond à l' un des schémas suivants : (la partie incluse dans Df est repré­
sentée par --, la partie non incluse par f-H+t) 

ｾＬＬＬＬＬＬｻ＠ 1__
l E -j tflt(it - - - - (Yi I(n--J [-- ] """,[ L 

a- et a a+et a - et a a +et a- et a a+et 

nlfit -­ - ("fti'--J--c4-- -} E''' '''C J""",j [-­
a- et a a +et a - et a a+OI a- 01 a a+OI 

Si dans les commentaires o fficiels on admet q ue l'on pourrait avoir 
E = [OJ (c' esl bien un intervalle), alors da ns la condition préalable 
ci-dessus il faudrait rajouter le 4ème cas possible , à savoir : " ou bien: 
a E Dfet la-et, a+OI[ n Df = (aJ" (ie: a est isolé dans Df). 

Comme en un point isolé il n 'y a plus à vrai dire de problème 
d'approximat ion locale, je crois que c'est la première lecture d es co m­
mentaires q ui correspond aux intentions des rédacteurs . Cependant, la 
deuxième lecture présente un avantage de fo rme que je va is expliquer : 

D ans le calcul infinitésimal, pour les fonctions d'une variable réelle, 
seules importent, dans la pratique, les fonctions définies sur des réunions 
d ' intervalles non réduits à un point; mai lorsqu'on combine algébrique­
ment de telles foncti ons il peut en résuller des fonctions dont l'ensem ble 
de définition est formé d'une réu nion de tels intervalles et éventuellement 
de points isolés; exemples: 

1 
f:x f-+ -J2-x,'g:x t-+ -J(x+1)(x- 2)', Df+g = 1- 00 , - 1] U [2] 
f; x H x sin2 x, g : x H rx, Dgof = R+ U (k7r 1 k E ｚｾ ｊ＠

Si l' o n convient que, lorsque a est isolé dans Of ' on a : limf = f{a), 
alors les théorèmes classiques sur les limites (l imites d ' une somme, d 'un 
produit .. . et donc aussi pour la continuité) s'énoncent sans précaut ion sur 
les points envisagés. Par exemple, on a toujours: 
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(lim f =  e, lim  g =  f')  => (Jim  (f+ g) = R+ n 

1 
a a a 

(lim f = e, lim g  =  À)  => (lim  (gO./)  = À) 
a r 

(Cela  fonctionne  même dans  des  cas  tels  que  ceux  des  exemples  donnés 
plus  haut) . 

Au contraire, si  l'on ne veu t pas parler de limite (ou continuité) en un 
point isolé (ce qui est rai sonnable pour les  objectifs, avant  toU l quantita­
tifs, de l'approximation locale), il faUl dans les d iver ' énoncés avoir soin à 
chaque fois de préciser " a n'étant pas isolé dans Df + g (resp . : Dj. g. 
Dgo] .. .)" (ou "la condi tion préalable de recherche de limite en a étant 
satisfaite pour f+ g (resp. : f. g, gof... )"). Ainsi, on doit écrire par 
exemple : 

(a non isolé dan Df+g, lim f = C, lim g = n => (Iim if+ g) = f+ n 

1 
a a a 

(a non isolé dans D goj , lim f = C, lim g = À) => (lim (go./) = À) 
a f a 

Mai cela ne présente aucun inconvénient pour la pratique ; en effet 
l'usage des théorèmes sur les limites se fait quasiment toujours de la façon 
suivante: on part d'une fonction <p ; si on pose un problème de limite (ou 
de continuité) pour <p en a, c'est que a eST non isolé dans D'P ' et alors s'i l 
apparaît que <{J peut être décomposée sous la forme <p = f +g (resp . 
<{J = f.g , <(J = gof ... ) , il n'y a pas d 'obstacle préliminaire (lié au point a) à 
l'intervention éventuelle des théorèmes sur les limites. 

Dans ce qui suit, je me référerai toujours à la première lecture des 
commentaires officiels ; autrement dit, je considérerai comme 
n'ayant pas de sens pour les élèves la noti on de limite (ou cont inuité) 
en un poin t isolé. 

2) Lorsqu'une fonction f est définie en a, il résult e des choix du 
programme officiel quefadmet une limi te en a uniquement si limf = fla) 

a 
(ie : f continue en a). Ce t principalement cette nouveauté par rappon 
aux anciens programmes qui choque certains enseignants. Je vais m'atta­
cher à développer quelques arguments qui plaident en sa faveur. 

V. Le point de vue de quelques "bons maîtres" : 
Par l' intermédiaire de trois auteurs (non des moindres !) constatons 

que la nouvelle défi ni tion est dans le droit fi l des théories modernes . 

1) Bourbaki (Topologie Générale, chap. l, page 50) 

"Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, a un 
point adhérent dans X à A (mais n'appartenant pas nécessairement à A). 
Soit :F la trace sur A du fil tre des voisinage de a dans X. if est une 
application de A dans Y, au lieu de dire que y E y est li mite de f suivant 
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et  y = hmf, on  :y lim  f(x), on  y est limite 

tend vers y ｬｯｲｳｾ＠

= f(a)" 
x-a 

La  de limite en un  est  nécessaire dans les  études 
fonctions.  Il y essentiellement deux types de  situations: 

Bulletin de l'APMEP n°341 - 1983



•  La fonction  f est définie au moins sur un  intervalle Gontenant  a 
(ou plus généralement sur une partie P  telle que a E P et  a non isolé dans 
P) . 

•  La fonction  f n'est pas  défin ie en  a, mais  l'est au  moins sur un 
intervalle de  la  forme] a ­ 0: ,  a[ ou Ja , a + O:G.  (ou  plus  généralement sur 
une partie P  telle que a E P et a E P) . On cherche alors s' il y a un prolon­
gement "naturel" defen a. C'est le cas des "fonnes indéterminées" (dont 

les quotients différentiels), ou d'exemples tels que: x >----- x sin ｾ＠ (au 
voisinage de 0). 

Dans les deux cas, l'étude locale de f au voisinage de a est celle de 
f(x) pour xE V(a) nDjet il convient de ne pas exclure a de V(a) nDj i 
a E DI (cf. développements Hmités). On est donc cohérent avec cette unité 
d ' attitude si la notion de limite en a ne rejette pas a priori le point a : en 
effet ce problème n'est autre que celui du " devenir" def(x) lorsque x est 
pris dans des voisinages de 0 de plus en plus f ins. (Autrement dit, ce 
qu'on étudie en fai t, c'est la fam ille des panies f(V(a) n DI} lo rsque V(a) 
décrit r9(a». 

2) Les points "ordinaires" et les autres 
• Lorsque f est continue en 0, nous pourrions dire que f est 

"bien définie" en a puisque la valeur de f en a est celle qui apparaît 
comme la plus "harmonieuse" quand on étudie f au voisinage de a . 

• Lorsque f n'est pas définie en a mais y admet un prolongement 
par continuité, après prolongement nous retrouvons le cas précédent. 

En fin de compte, la nature véritable du phénomène est la même dan. 
les deux situations; aussi, dans les deux cas, je qual ifierai le point a de 
"point ordinaire" pour f . Or précisément la définition des nouveaux pro­
gTammes permet de mettre en relief l'analogie entre ces deux situations et 
leur simplicité théorique, puisqu'elles se traduisent par "lim f existe". 

a 

• Au contraire, les points de discontinuité ou les points où un pro­
longement par continuité est imposs ible sont les points "diffieu/tuel/x" . 
Leur caractère pathologique est nettement souligné avec la nouvelle défi­
nition : ce sont les points a tels que "/im f n 'existe pas". 

a 

3) L'étude des points de discontinuité : 

On sait qu'en analyse réelle, lorsqu'une fo nctionf es t discontinue en 
un point a, ce qui importe n'est pas d'é tudier lim flx), et par là de faire 

x - a 
x ,*a 

apparaître comme une classe pouvant avoir un intérêt propre la famille 
des foncrions f ayant des discontinuités du typ f(o) *- lim f(x). Il 

x-a 
x,*a 

convient en réalité d'étudier lim flx) et lim flx) ; ce qui amène à dis-
x -a x -a 
x<a x>a 
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tinguer  : 
­ les fonc lionsftelles que ces  limites existent en tout aE Of, ce sont 

les fonctions  réglées (bien sûr une seule des  deux  limites  est  à étudier  si  a 
n'est  approchable  que  d' un  côté) .  Les  fo nclions  continues  formant  une 
sous­famille de cette  famille . 

­ et  les  fo nctions  non  réglées ,  c'est­à­dire  présentant  des  disconti­
nuités de deuxième espèce. 

Or, à cause du rôle capital que jouent les fonctions réglées dans 
divers domaines de l'analyse (intégrale de Riemann, séries de Fourier), 
c'es t bien entre ces deux classes qu'il est légitime de placer une cloison. Et 
on notera que, pour cette raison, dans la no tion de limite à gauche ou à 
droite en a il est naturel de "retirer" a de Of si aE Df. 

Exemple : 
Considérons les fonctions f et g associées aux schémas ci-après: 

y 

(J) f 

0 a 

y 

ｾ＠, 1 
1 

(g) 

x 0 a 

En adoptant les défin itions choisies dans les nouveaux programmes 
on met bien en lumière les analogies et différences entre f et g : 

• N if, ni g n'ont de limite en a, bien que définies en a. Doncfet g 
sont discontinues en a . 

• f et g ont des limites à gauche et à droite en a. Donc f et g sont 
réglées (car continues ailleurs). 

• Mais lim f(x) lim f(x), alors que lim g(x) *- lim g(x) . 
x-a x-a x -a x-a 
x< a x>a x<a x>a 

Donc on pourrait redéfinir f en a de façon à en faire une foncti on 
continue, alors que ceci est impossi ble pour g. 

Au contraire, avec l' ancienne définition on aurait" lim f = 1" et 
CI 

" lim g n'existe pas", et cette opposition dans le langage masquerait la 
a 

proximité mathématique des deux fonctions (toutes d ux sont réglées). 
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ru. La bonne adaptabiJité de  la  nouvelJe  définition  aux six 
problèmes de  limites en  un  point: 

• Dans R,  il  existe  6  bases  de  filtre  fondamentales  associées  à  un 
poi nt aE R ; ce sont: 

9)(a) [Ja - a, a + a[ 1 a E Rtl ($(0) engendre  le  filtre  des  ｶ ｏｩ ｓｩｮ､｡･ｧｾＩ＠

. ,'B*(a) na - a, a[ U ] a, a+a[ ｬ｡ ｅ ｒｾ Ｑ＠

3) g(a) fla- a, al ｬ ｡ｅ ｒ ｾＱ＠

9)g(a) [Ja- a, a[ ｬ ｡ｅ ｒｾ Ｑ＠

9)ct(a) [ [a, a+a[ laERtl 
ｾ､Ｈ｡Ｉ＠ [Ja,  a + a[  1a E Rtl 

Pour une application  f définie sur une partie A de R, à valeurs dans 
R  (ou dans  un espace  topologique Y),  et  un  poi nt  a tel  que  a soit  à  la 
fois adhérent à  An ] ­ 00 ,a[ et à  A n  la , + 00 [,  les 6 notions usuelles de 
limites  de  f en  a correspondent  à  ces  6  bases  de  filtre  : 

lim j(x) =  Hm f, lim j(x) =  lim f, lim j(x) =  lim  f , 
x-a 9)(a)nA  x -a ':n- (a) nA  x - a 9)  (a)n A 

x *a ｸｾ｡＠ g 

limj(x) =  Jim f, Iimj(x) =  lim f ,  Iim j(x) =  Jim  f 
x-a $;(a)n A  x - a .'B ct<a)n A  x-a ＬｰＬｾ Ｈ｡Ｉｮ ａ＠
x<a ｸ ｾ ｡＠ x>a 

•  La  défini tion  de  limite  des  nouveaux  programmes  est  parfaitement 
adaptée  aux  6 cas  ;  en effet  : 

lim  f =  lim  f lim  f =  1im  (f/ An 1 ­ 00,  al) 
,'B (a)n A  a fl):<a)n A  a 

lim  f =  lim  (f/ A \  laI)  lim  f =  Jim  (f";An [a, +oo[) 
9)*(a) n A a fA d(a) n A a 

lim  f =  lim  (f/An]  ­ al) lim  f =  lim  (f/Anla, + oo[)00 

3)g(a)n  a '  'B d'(a)n A  a 

Au contraire,  l' ancienne définition ne permetta it pas  d 'envisager  les 
limites  oncernam  les  bases de  fil tre 9) (a), .'Bg(a), ,p, d(a). 

(Bien  sûr  si  a n'est  pas  à  la  fois  adhérent  à  A n]  ­ 00,  a [ et  à 
A n  Ja,  + 00[,  mais seulement adhérent à A, on peut étudier certaines de 
ces  limite,  pas  forcément les  6). 

VUI.  Quelques illustrations de  l'intérêt pratique de 
"conserver le  point a" 

1)  Clarification de la situation: dès  l'exposé  le  type de situation est 
aisément  caractérisé  ; 

Soit  f une  fonction de R  vers  R.  soil a E R,  la  condition  préalable 
(voir IV  \» de recherche  de  limite  en  a étant  satis fa ite  pour  f, on a  : 
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( lim  1 existe et a E Df) <* 1 continue en  a  l "point 

(  ｬｩｾ＠ 1 existe et a ｾ Of ) <* 1 prolongeable par continuité en a ordinaire" 
a 

( lim  1 n'existe pas  et a E  D1) <* 1 discontinue en a ,,  '  t  d'fpom  I­a 

(Ii;n 1 n'existe  pas  et  a ｾ Df) <* 1 non  prolongeable  par ficultueux" 
continuité en a 

2)  Le théorème de composÎ(ion  des  limites: 

•  Avec  la  nouvelle définition,  ce  théorème a  un  énoncé simple  et  de 
grande portée,  11  est  le  suivant  : 

Soit  1 une application  de  D  dans  R  (D  C  R),  soit  g une applica-
tion  de D' dans R. Soit a E R. 
Si  on a : 1) l (D)  c D'  

2) lim  1 = e  
a  

3)  lim  g = À  
e  

1 Alors:  lim  (goj) = À  
a 

L 'ancienne  définition  demandait  une  hypothèse  supplémentaire,  à , 
savoir:  " il  existe exE ru tel  que,  pour  teut x E D n] a- ex , a +ex[, x =1= a, 
on ait f(x) =1= en , Souvent ,  pour éviter cette complication du  théorème,  on 
se  contentait de  l'énoncer  dans  le  cas  où  g est  contin ue  en  e, mais  cela 
alourdissait  son  maniement  et  éliminait  les  cas  À = +  00  ou  À = - 00, 

Aujourd'hui,  plus de p récautions à prendre, et on peut noter que le théo-
rème  fonctionne  aussi  bien avec  aE R,  eE R,  À E R (util e  plus  tard  !). 

•  O n peut donner à ce théorème une forme légèrement différente U'y 
ai  fait  a llusion dans  IV)  : 

Soient  1  et  g des  fonctions de R vers  R,  d'ensembles de défini tion 
Dfet D g, Soit a E R. 
Si  on a  :  1) La  fonction gol satisfait  à  la  condition  préalable de  re-

cherche de  limi te en a (ou  plus généralement  a E D goj et 
a non  isolé dans  D goj) 

2)  lim  1 = e 
a 

3)  lim  g = À 
e  

Alors:  lim  (goj) =  À  
a 

•  Il  en  est  de  même  lorsqu'on  compose  une  suite  et  une  fonction 
(grand  intérêt  pratique)  ;  on  a  le  théorème  : 

Soit 1 une application de  D  dans  R(D c R). Soit a ER.  
Soi t  U = (un) E une suite  réelle,  1  n N 
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Si  on a  :  1)  Pour tout nE N,  un E 0  (ou: pour tou t n ;? no, un E D) 
2) lim  (un) = a 

n- + 00 

3)  lim  f= i 
a 

Alors  :  Hm  f(u n) = e 
n- + 00 

(Théorème restant valable si a E R et eE R).  Autrefois  il  fallait  rajouter 
une  hypothèse du  type: "il existe  k E N  tel que,  pour  tout  n;? k, on  ail 
un ,* a" , ou  bien  se contenter d 'énoncer  le  théorème  pour  les  fonctions f 
continues  en a (ce qui  limitait  son  champ d'application). 

3)  Pour la  dérivation:  lorsqu'on caractérise  la  dérivabili té de  f en 
a (a E Df ' a non  isolé dans Df) en  écrivant: 

(* ) fia + h) =  f(a) + fI1' (a ) + fi. 8(h) avec  lim  8(h) =  0 
h-O 

il  ne  suffit  pas  de  s' intéresser  à 8(h) pour  h voisin  de  ° et  h ,*0. En 
effet,  il est  indispensable de définir la  fonction 8  en °pour que la condi-
tion (*)  implique  la  continuité de  f en  a. En outre , il  est  nécessaire de 
l'y définir  en  posant  8(0) = °pour  la  démonstration  du  théorème  sur  la 
dérivabilité  d'une  fonction  composée.  Autrem  nt  di t,  il  convient 
d'écrire: 

f(a + h) = fia) + h.f' (a) + h.8(1I) 
avec  lirn  f,(h ) = 0 = 8(0) (ou  lim  f,(h) = 0 et  f,  définie en  0)

h-O h - O 

4)  Plus généralement  dans  les  notions  de  domination  (notation  0) 
ou de prépondérance (noration 0), et, de là, pour les développements limi-
tés,  on  sait que  les  bonnes  définitions  sonl les  suivantes  : 

Soient  f et  g des  applications de  0  dans  R(D  C  R).  Soit  a E D 
[f = o(g») ｾ＠ [3VE tJ(a), 3M E R+, vxEO nv, ｉ ｦＨｸＩ＠ ｉ ｾ ｍＮｬｧＨｸＩｬｬ＠

a ' 

[f = o(g)] ｾ＠ [Vf, E Rf, 3V E tJ(a), VxE 0 n V, If(x) 1ｾ＠ e· lg(x) Il 
a 

Si  dans ces  définitions on remplaçait  "vx E D n V"  par  
"vxEDn(V \ (a)) " on serai t contraint dans  le  déroulement de  la  théo- 
rie  à  des  complications d'hypothèses  pour de  nombreux  théorèmes ou  à  
des  situations quelque  peu  paradoxaJes .  

Exemples : 
•  Un  développement limité d'ordre  n , au  voisinage  d' un  point 

a E Df ' pour une  fonction  f, se  caractérise  par  : -Le point  a n'est pas isolé dans Df 
­ Il existe ("o,l'l" "' ''n) E Rn , l et une fonction f, défin ie sur Dftels 

1  
Que:  
VxEOf,f(x) = "0  + "l(x - a) + ... + "n(x -a)n + (x - a)n. f,(x)  
avec  lim  f, (x) = °  

x - a 
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(Autrement di t,  le  reste,  c'est­à­dire  (x- a)n .8 (x) , est  au voisinage de  a 
négligeable devant (x - a)n) . n est nécessaire que la fonction 8  soit définie 
en  a (et dans ce cas elle est donc continue en  a) afin que soient vraies les 
équivalences  logiq ues suivantes  : 

f admet  un  D.L.  d'ordre 0 en  aç;;f continue en  a 
f admet  un  D.L.  d'ordre  1 en  a ç;; f dérivable  en  a 

•  De même, on a  l'équivalence logique suivante  (pour aE Df ) : 
f négligeable devant  1 au  voisinage de  a ç;; lim  f = 0  if= 0(1» 

a a 

Il  serait "bizarre"  que "f négligeable devant  1 au vo isinage de  a" 
n'impliq ue  pas  f (a) =O lorsque  aE Df . Et  pourtant  il en serait  ainsi si 
dans  l'équivalence  logique  ci­dessus  la  limite  était  entendue  au  sens  de 
l' ancienne définition. 

5) A un niveau supérieur on fait  souvent usage de  la notion " d'oscilla­
tion d 'une f onction en un point" (cf. théorie de Baire).  La notion d'oscilla­
tion de f en a (notation wa(/» est une notion locale ; si on se laissait gui­
der par les réflexes acquis lors de la marupulation de l' ancienne définition de 
limite, on serait amené à définir wa(/) à partir des voisinages de a épointés 
en a (donc à poser: wa(f) = ｉ＠ Ｎ ｾｩｾ＠ f(x) - ｬｩｾ｡＠ f(x) 1) ; 

x <a x >a 
mais alors on n'aurait plus l'équivalence logique: 

f continue en a ç;; wa(f) = 0, 
ce qui ôterait quasiment tout son intérêt à la notion. 

IX. A propos du caractère local de la notion de limite : 
• Afin de bien faire saisir à l'élève qu' un problème de limite est un 

problème local et que local ne veut pas dire ponctuel, je crois que, dès 
qu ' a été formulée la défi ni tion générale de limite en a , il faut l'éciairer 
des 2 éléments suivants: 

1er élément: (caractère local de la limite) démontrer avec l' élève la 
propriété suivante: 

Soit f une fonction de R vers R, soit Df son ensemble de défini tion . 
Soit aE R. 
Soit a E ru, soit g la restriction de f à Dfn 1a - a , a + a[ 
Alors on a : lim f = eÇ;; lim g = e 

a a 

2" élément: (local "* ponctuel) fournir des exemples (simples) où en 
m odifiant la définition de f sur Ja , a+ (X{ (ou la - a , aD, même pour 
des a très petits, il en résulte un changement pour lim f. 

a 
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•  Avec  la  propriété énoncée  ci­dessus  et  en  la complétant  des  deux 
remarques suivantes  :  
(  lim  1 = e et  Df  contient  un  intervalle la, a+Oi[) => (  li m  l(x) f)  

a  x- a  
x > a  

(lim  1= e et Df  contien t  un  in tervalleja­a,a[)  => (  lim  j(x) =  f), 
a  x-a  

x <a  

on  dispose d'un outil  qu i permet  bien  des  simplifications  dans  le  traite-
ment  algorithmique de  nombreux  problèmes de limite,  par exemple  : 

­ pour les  théorèmes  sur les  limites d'une somme, d' un produit, ou 
d'un quotient de  fonctions,  on  peu t  se contenter de  form uler  les  théorè-
mes en prenant des  fonctions défini  s  , ur une même partie.  (En effet,  si 
1 et  g sont des  fonctions de R  vers R, la fonction  1+ g est  définie sur 
D  = D f n  Dg ,  la  recherche de  lim  ([+g) amène alors à  considérer  les 

a 
restrictions de  1 et  g  à D) . 

­ lorsqu'une  fonct ion  1 est  défin ie  sur  une  réunion  d'intervalles 
par  des  formules  variant  d'un  intervalle  à  l 'autre,  ou  bien  lorsque 
l'expression  de  j(x) peut  être  "simplifiée"  au  voisinage de  a, dans  Je 
problème de la limite de  1 en  a il suffit de  ' intéresser à  la (ou aux) for-
mule(s) donnant  l (x) au voisinage de  a (cas des fonctions faisant inter-
venir  la  valeur absolue,  de  fonctions  rationnelles  simpli fi  bles, .. ), 

x. Quant au fait de toujours ramener la limite en a à une 
limite en 0 : 
Le  programme  (de  Première  S)  donne  la  direc  ive  suivante:  "on 
définira  lim  l(x) = 0 par  lim  l(a + h) = 0  ; on dira que eest limite de 

x -a h-O 

la  fonction  1 au  point  a si  lim  ([(x) - f) = 0"ｾ＠ x-a 

Ramener  lim  1 = e à  lim  ([­ e)  = 0  ne présente aucun inconvé-
a a 

nient.  Par  contre,  il  me  semble  que  vouloir  systématiquement  définir 
lim  1 = e par  lim  l (a + h) = e peut nuire à une bonne compréhension 

a h - O 

du  phénomène.  Il  est  vrai  que,  le  plus souvent,  l' étude de  j(x) au voisi -
nage de  a est facilitée p  r ie changement de variable  x = a+ h (dans les 
développements  limités  par  exemple) .  Mais  il ne  faut  pas  p  rdre de vue 
que  la  translation  sur  la  variable  modifie  sensiblement  le  problème;  en 
effet on travaille alors avec un  autre  fonction (g : h ..­ l(a + h». Celle-
ci  n' a plus le même en "emble de définition que 1, il  peut en résulter dans 
certains  cas  des  omplications inutiles. 

En fin de compte , l'cnseign  ment d'un concept a un double objectif  : 

- un objectif formel, ici c'est notamment la recherche d'une défini-
tion du concept aussi claire que possible . En ce sens ne serait­il pas préfé-
rable de définir  lim  1 = e sans recours à une translation sur la variable? 

a 
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- un objectif fonctionnel, et  celui­ci  conduit ,  pour  la  notion  de 
limite, à habituer l' élève  lors des problèmes (surtout d'ord re quanti tatif)  à 
effectuer la  translation.  Pour démontrer  lim  f = e, et  plus encore pour 

a 
estimer la  rapidité avec laquelle  f(x) tend vers Z, la meilleure méthode est 
en  général  de chercher à  établir  une  inégalité  telle que: 

If(a+h)-el ｾ＠ K. h'À (ÀE R:-, K E R., hEV(O) n D ' , Of = a+ D ') 

A paraître très prochainement 

Une nouvelle  brochure de  l'A.P .M.E.P. 

MATHÉMATIQUES ET PRESSE ÉCRITE 

Pourquoi, comment, l'enseignant de mathématiques peul-il 
f aire entrer dans sa classe la presse écrite d'informations, matériau 
spécifique dont la fonction et le langage sont à découvrir? Com­
ment lire un journal, être aux aguets de la manière dont y est traduit 
l'événement? Le mathématicien peut aider à cette analyse .. . 

Avec: 

­ des  interventions  de professeurs d'autres disciplines, de journa-
listes,  d 'organismes  s' occupant  d'activités  de  presse  à  l'école ... 

­ des listes et des  fiches  d'activté pour la classe,  utilisables à divers 
niveaux . .. 

­ des  noms et  adresses  utiles,  des  références  bibliographiques . 

Prix et conditions de vente seront précisés dans les premières 
pages du prochain Bulletin. 
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